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无 限 维 空间 上 测度 和 积分 的 研究 起 源 于 随机 过 程 理论 , 特别 是 Wiener 过 程 的 
理论 . 日 上 世纪 50 年 代 , 关于 特征 泛 函 , 极限 定理 , 样本 空间 , 广义 随机 过 程 的 研究 
都 和 它 有 密切 的 联系 . 更 值得 注意 的 是 , 许多 学 科 , 如 量子 力学 , 量子 场 论 , 统计 物理 
学 , 不 可 道 热 力学 , 相对 论 , 濡 流 理 论 , 反应 堆 计算 , 编码 问题 等 中 间 都 出 现 了 无 限 维 
空间 上 的 积分 问题 . 然而 在 这 些 领域 中 无 限 维 空间 上 积分 的 进一步 应 用 却 遇 到 了 许 
多 较 大 的 困难 , 也 缺乏 处 理 的 方法 , 看 来 需要 对 它 作 进一步 的 研究 . 

本 书 只 是 对 无 限 维 空间 上 测度 和 积分 的 某 些 方面 作 初 步 介 绍 且 侧重 于 抽象 调和 
分 析 . 它 大 体 上 分 为 三 部 分 : 一 、 正 泛 函 和 算 子 环 的 表示 (第 二 章 ), 这 是 抽象 调和 分 
lene 这 些 内 容 虽 然 不 应 全 部 包含 在 无 限 维 空间 测度 和 积分 理论 的 范围 内 , 但 

它 有 密切 联系 . 二 、 关 于 拟 不 变 测度 的 抽象 调和 分 析 (第 三 、 四 章 ), 其 中 除 几 个 定 
网 外 较 多 是 著者 及 同事 和 研究生 的 成 果 . 这 种 调和 分 析 可 能 为 进一步 研究 无 限 维 
空间 上 测度 和 积分 问题 提供 工具 . 因为 无 限 维 空间 ( 非 局 部 紧 群 ) 上 不 存在 平移 不 变 
测度 ， Segal, I.E. 和 Gelfand, I.M. 等 人 提出 了 拟 不 变 测 度 的 概念 并 开始 这 方面 的 研 
究 . 三 、 量子 场 论 中 的 数学 问题 之 一 : Bose-Einstein 场 交 换 关 系 的 表示 (第 六 章 ), 其 
中 也 包含 前 两 部 分 的 应 用 . 另外 , 作为 无 限 维 空间 测度 论 中 重要 例子 的 Gauss 测度 
也 列 为 一 章 (第 五 章 ). 

本 书 的 初版 是 在 一 年 时 间 内 , 著者 从 事 教 学 , 研究 , 教学 行政 工作 的 同时 , 又 要 
参加 小 四 清 、 下 厂 、 下 乡 的 情况 下 抽空 写成 的 . 当时 中 山大 学 郑 曾 同 教 授 审 谈 了 部 
分 手稿 , 提出 了 一 些 宝贵 意见 . 复旦 大 学 数学 系 函 数论 教研 组 泛 末 分 析 小 组 的 教师 
和 人 研究 生 , 特别 是 严 绍 宗 , 也 对 本 书 提出 过 宝贵 意见 . 当时 虽然 著者 感到 立即 出 版 会 
有 许多 不 妥 之 处 , 但 预感 到 如 不 付 梓 , 也 许 就 不 能 出 版 了 . 初版 出 版 后 ,当时 在 香港 
中 文大 学 执教 的 Elmer J.Brody 曾 对 本 书 提出 长 达 几 十 页 的 一 些 问题 . 但 收 到 他 的 
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信 时 已 是 “文革 ”初期 . 著者 当时 对 海外 来 信 不 但 不 敢 回 , 而 且 未 及 详 阅 就 立即 销毁 
以 防 受累 . 后 来 他 将 初版 译 成 英文 在 美国 Academic Press 于 1972 年 出 版 , 并 加 了 许 
多 译 者 注 . 这 次 再 版 就 吸收 了 其 中 的 某 些 意见 . 

上 世纪 70 年 代 , 在 国外 出 版 了 无 限 维 空间 上 测度 和 积分 论 方面 的 另 一 些 专著 ， 
如 Schwartz[1], Skorokhod|1]， Watanabe[1]. 但 都 是 在 与 本 书 不 同方 向 上 的 发 展 . 据 
著者 所 知 , 欧美 一 些 学 术 著作 中 引用 着 本 书 , 而 且 据 说 有 些 导 师 指定 本 书 , 作为 他 们 
的 研究 生 的 必 读 材料 . 因此 著者 再 版 本 书 , 并 作 了 必要 的 修改 . 是 为 序 . 


夏 道 行 
(Vanderbilt 大 学 ) 
2008 年 6 月 于 上 海 寅 所 
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无 限 维 空间 上 测度 和 积分 的 研究 起 源 于 随机 过 程 理论 , 特别 是 Wiener 过 程 的 
理论 . 近年 来 , 关于 特征 泛 函 , 极限 定理 , 样本 空间 , 广义 随机 过 程 的 研究 都 和 它 有 密 
切 的 联系 . 更 值得 注意 的 是 , 最 近 十 多 年 来 在 许多 学 科 , 如 量子 力学 , 量子 场 论 , 统计 
物理 学 , 不 可 逆 热 力学 , 相对 论 , 灌流 理论 , 反应 堆 计 算 , 编码 问题 等 中 都 出 现 了 无 限 
维 空间 上 的 积分 问题 . 然而 在 这 些 领 域 中 , 无 限 维 空 间 上 积分 的 进一步 应 用 却 遇 到 
了 许多 深刻 的 困难 , 也 缺乏 处 理 的 方法 . 看 来 似乎 值得 对 这 个 新 的 课题 作 进 一 步 的 
研究 . 

过 去 国内 外 都 还 没有 书籍 介绍 这 方面 的 成 果 . 据 笔 者 所 知 , 只 有 Friedrichs, K.O. 
在 1957 年 左右 写 过 一 本 讲义 一 一 《 希 尔 伯 特 空间 上 的 积分 》, 但 未 见 发 行 . 并 且 除 
Wiener 积分 外 , 无 限 维 空间 上 测度 和 积分 的 数学 理论 大 部 分 是 在 1956 年 后 才 发 展 
起 来 的 , 由 于 这 方面 的 论文 牵涉 的 知识 面 较 广 , 初学 的 人 感到 困难 较 大 , 因而 笔者 不 
撕 寡 陋 , 写 出 这 本 书 , 为 国内 同志 进行 与 这 方面 有 关 的 研究 提供 “铺路 石子 ” 

在 这 一 册 中 着 重 介绍 抽 象 调和 分 析 , 大 体 上 分 为 三 部 分 : 一 、 正 沁 函 和 算 子 环 的 
表示 (第 二 章 ), 这 是 抽象 调和 分 析 的 基础 , 虽然 不 应 全 部 包含 在 无 限 维 空间 测度 和 积 
分 理论 的 范围 内 , 但 和 它 有 密切 联系 . 二 、 关 于 拟 不 变 测度 的 抽象 调和 分 析 (第 三 , 四 
章 ), 其 中 除 几 个 定理 外 , 较 多 的 是 国内 的 成 果 . 这 种 调和 分 析 可 能 为 进一步 研究 无 限 
维 空间 上 测度 和 积分 问题 提供 工具 . 三 、 量 子 场 论 中 的 数学 问题 之 一 : Bose-Einstein 
场 交换 关系 的 表示 (第 六 章 ), 其 中 也 包含 前 面 两 部 分 的 应 用 . 另外 , 作为 无 限 维 空间 
测度 论 中 重要 例子 的 Gauss 测度 也 列 为 一 章 (第 五 章 ). 

有 关 在 无 限 维 空间 积分 问题 的 应 用 中 大 量 出 现 的 所 谓 “ 连 续 积 分 ”问题 , 积分 与 
沁 函 变 分 方程 的 联系 以 及 其 他 应 用 等 , 准备 放 在 下 册 中 讨论 . 

我 们 假设 读者 已 经 熟 习 Halmos 《测度 论 》 一 书 , 或 已 具备 相当 于 该 书 的 知识 ， 
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以 及 沁 因 分 析 的 基本 知识 ,如 一 般 常见 的 泛 函 分 析 书 中 的 内 容 . 还 希望 读者 对 拓扑 
空间 , 拓扑 群 , 线性 拓扑 空间 的 基本 概念 已 有 一 些 了 解 , 例如 可 查阅 关 肇 直 《 拓扑 空 
间 概 论 ) 一 书 , 本 书 的 第 一 章 及 附录 L II 也 提供 了 一 些 补充 的 预备 知识 . 

由 于 笔者 水 平 及 表达 能 力 的 限制 , 加 以 写成 本 书 的 时 间 较 短 , 缺点 一 定 很 多 , 刻 
误 之 处 亦 属 难 免 , 希望 读者 不 音 指正 . 

本 书 承 中 山大 学 郊 曾 同 教授 审读 了 部 分 手稿 , 提出 了 一 些 宝贵 的 意见 . 复旦 大 
学 数学 系 孙 数 论 教研 组 泛 消 分 析 小 组 的 教师 和 研究 生 , 特别 是 严 绍 宗 同 志 , 也 对 本 书 
提出 过 一 些 宝贵 的 意见 . 在 此 一 并 致谢 . 


夏 道 行 
1964 年 11 月 于 上 海 , 复旦 大 学 
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第 一 章 ”测度 论 的 某 些 补充 知识 


本 书 中 所 用 到 的 测度 论 的 一 些 概念 和 知识 大 多 采 自 Halmos 著 人 《测度 论 》 一 书 ， 
此 后 在 本 书 中 将 直接 引用 而 不 加 以 说 明 ， 在 第 一 章 中 介绍 测度 论 的 一 些 补充 知识 ， 
其 中 有 些 不 包括 在 Halmos 书 中 ， 这 些 知 识 也 是 后 面 各 章 的 基础 . 

本 书 中 有 了 时 要 讨论 不 是 全 o- 有 限 的 测度 . 然而 一 般 的 非 全 o- 有 限 的 测度 性 质 
不 很 好 , 例如 Radon-Nikodym 定理 就 不 成 立 , 因此 我 们 在 81.2 考察 可 局 部 化 测度 
它 不 一 定 是 全 o- 有 限 的 , 但 保留 了 全 oc- 有 限 测 度 的 某 些 性 质 . 而 且 群 上 常用 的 测度 
是 可 局 部 化 的 , 因而 可 局 部 化 测度 也 是 够 广泛 的 一 类 测度 . 关于 可 局 部 化 测度 比较 
诛 人 的 性 质 留 到 $2.4 中 介绍 . 

在 $1.3 中 我 们 将 介绍 Kolmogorov 定理 . 这 是 由 有 限 维 空间 测度 构造 无 限 维 空 
间 测 度 的 一 个 基本 定理 , 这 里 写 出 比较 一 般 的 形式 , 它 和 局 部 凸 线性 拓扑 空间 投影 
极限 概念 有 一 定 联系 , 因而 可 以 用 来 作为 从 Banach 空间 上 测度 构造 局 部 凸 线 性 拓 
扑 空间 上 测度 的 一 个 工具 . 

在 81.4 中 介绍 Kakutani 内 积 , 它 不 仅 是 研究 乘积 空间 测度 等 价 性 的 一 个 量 , 而 
且 是 研究 拟 不 变 测 度 的 一 个 重要 的 量 . 


81.1 测度 论 中 某 些 概念 
1 测度 的 一 种 扩张 , 测度 的 限制 


本 书 中 把 Halmos[1] 中 关于 可 测 集 的 概念 作 一 些 推广 . 


定义 1.1.1 设 (G, 汉 ) 是 可 测 空 间 . 设 4 c G, 且 对 每 个 Be ,ANBEe%, 
则 称 4 是 关于 (G,%) 的 可 测 集 . 记 这 种 可 测 集 全 体 为 8. 
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显然 cB, 而 且 芭 是 G 上 的 o- 代 数 . 若 是 代数 , 则 = 人 %. 
设 f 是 G 上 实 ( 复 ) 困 数 . 如 果 对 于 实数 直线 ( 复 平面 ) 上 每 个 Borel 集 4, 集 
{g|f(g) e A} e 区 , 那么 称 f 是 (G, 四 ) 上 的 可 测 函 数 . 


定义 1.1.2” 设 (G, ,4) 是 测度 空间 . 作 (G, 色 ) 上 的 集 函 数据 如 下 : 当 Ae8 


时 ， 
L(A)= sup uy(ANMB). 
BEDB 
称 £& 为 测度 的 扩张 . 


容易 证 明 , 当 4 e % 时 , L(A) = py(4). 因此 以 后 仍 记 有 为 六 这 不 致 发 生 混淆 . 
今后 对 于 任何 测度 空间 (G, ,1), 当 必 要 时 , 总 是 把 它 延 拓 成 (G, ,4). 

再 将 (G,B, 1) 扩张 成 完备 的 测度 空间 (G,%B*,y*), 若 f 关于 (G,%B*) 为 可 测 的 ， 
则 称 f 是 (G, ,1) 上 的 可 测 函 数 . z 

当 Be 角 8, 且 1(B)=0 时 称 B 为 1- 零 集 , 简称 零 集 . 


定义 1.1.3” 设 (G, 肖 ,1) 是 测度 空间 , 4 C G, 令 


Ba = {ENAIE eB}, 


称 它 是 6 在 4 上 的 限制 . 
各 有 Ce 外 使 CN\4 的 内 测度 
ux(C~NA)=0, (1.1.1) 
作 加 4 上 的 集 函 数 ya 如 下 : 当 互 < 外 时 ， 
ua(ANE)= (ENC). (1.1.2) 


称 ja4 为 测度 在 4 上 的 限制 , 这 个 pa 和 C 有关. 


引 理 1.1.1 设 (G, 另 , 久 ) 是 测度 空间 ,4 是 G 的 子 集 适 合 条 件 (1.1.1), 则 /在 
4 上 的 限制 ya 有 确定 的 意义 , 而 且 (4,%B4,14) 也 是 测度 空间 . 


证 ”这 个 引 理 中 要 证 明 的 只 是 ja 的 意义 的 确定 性 , 其 余 的 部 分 是 显然 的 . 
设 B,Fe ,而 且 A4NE=ANnm 要 证 明 ja 的 确定 性 也 就 是 要 证 明 
un(ENMC)= (FNCOC). (1.1.3) 
不 妨 设 EC 厂 不 然 的 话 , 换 王 为 UF 即 可 .那么 由 ANE=ANFRECF 立即 
可 知 
AN(F\E) = 0 


中 参看 Halmos[1]. 
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即 CAD(CNFN(CNB), 但 jw.(C~NA)=0, 因 此 yjy((FNON(EBNOC)) = 0, 这 就 
是 (1.1.3). 证 毕 . 


2” 函数 空间 £2 (9) 
我 们 后 面 要 用 到 取 值 于 Hilbert 空间 中 的 向 量 的 抽象 函数 的 空间 ， 先 引进 如 下 
的 概念 . 


定义 1.1.4 ” 设 五 是 Hilbert 空间 , Q = (G,%B,n) 是 一 测度 空间 , 又 设 /是 Q 上 
的 抽象 函数 , (i) 对 每 个 ge G, f(g) € H, ( 对 每 个 ve H, 数值 消 数 (fg eG 
是 9 上 可 测 函 数 , (iii) 值 域 {f(g)lg es G} 包含 在 FH 的 一 个 可 析 子 空间 中 . 那么 称 f 
是 可 测 果 数 , 这 种 函数 全 体 记 成 M(H, 0). 


容 多 看 出 , M( 瑟 ,oO) 按 函 数 加 法 及 数 与 函数 的 乘法 成 为 线性 空间 . 


引 理 1.1.2 设 {e、, 和 A € A} 是 Hilbert 空间 厂 上 完备 就 范 直 交 系 , 则 f e 
M(H, 0) 的 充分 必要 条 件 是 存在 一 列 {入 } CcC A 以 及 Q 上 一 列 可 测 函 数 有 ,使 


= 2 fa (9) g)ea,. (1.1.4) 


证 设 f 满足 引 理 1.1.2 的 条 件 , 则 f 的 值 域 包含 在 {e、,,n = 1,2,…} 张 成 
的 可 析 空 间 之 中 , 而 且 (f(9),w) = 史记。(9)(eku) 是 可 测 的 . 反之 , 各 f 是 可 测 的 ， 
设 M 是 包含 f 的 值 域 的 可 析 线 性 闭 子 空间 , 设 {gn} 是 M 的 完备 就 范 直 交 系 , 对 
每 个 k 必 有 一 列 {A%} c A, 使 得 

Ok = 》 (Pky EA )ex0， 
因此 f 的 值 域 含 在 {e、ww ,k,n = 1,2,…} 张 成 的 可 析 线 性 闭 子 空间 中 . 由 于 (f, ew) 
是 Q 上 的 可 测 函 数 , 而 且 


f(g) = (je NODLACOF 


n,k=1 


所 以 满足 引 理 中 条 件 . 证 毕 . 


系 1.1.3 硅 yp,f Ee M(H, 人 0), 则 (f(g),w(9)) 是 Q 上 可 测 函 数 . 特别 , ||f(g) 
是 Q 上 可 测 函 数 . 


证 ”利用 引 理 1.1.2, 有 {e、,} 使 (1.1.4) 成 立 , 因此 
(f(g), p(9)) = >_(f(g), ea,) (P(g9), es,), 
立即 知道 (f(g), yp(9)) 是 可 测 函 数 . 证 毕 . 
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定义 1.1.5 设 五 是 Hilbert 空间 , 9 = (G,%,n) 是 测度 空间 , 令 £2(H,0) 为 
M(H, 0) 中 满足 条 件 


Wola) < ~ (19 
的 函数 全 体 , 按 内 积 
= | U9),v(0)anly) (1.1.6) 
所 成 的 内 积 空间 @， 
记 Za(O) (或 工 (9)) 为 通常 的 可 测 平方 可 积 函 数 空间 . 


定理 1.1.4 设 {e 和 eeAl 是 万 中 完备 就 范 直 交 系 ， H\= {f(g9)elf € 12(0)}. 
那么 
22(H,Q) = >_ 8H. (1.1.7) 
入 EA 


证 设 fe 2(H,Q). 由 引 理 1.1.2, 有 一 列 {An} CA 使 (1.1.4) 成 立 . 又 因为 
GO) < f(g) 所 以 A (0), 即 及 (gjexs se 到 因此 fe ye 也 就 
是 说 f 落 在 (1.1.7) 右边 . 证 毕 和 

我 们 再 留意 , 若 有, (:)e、, EH、,,k 二 1,2,… , 而且 


>》 fai ()eas | < 29， 
那么 按 (1.1.4) 作 fe M(H,0), 这 时 


hse )|| du(9) =/ fa, (9) [du(g) = 》 | Ps( )ex | 一 oo. 


因此 fe 22 (已 ,O). 由 此 易 证 

系 1.1.5 2 (万 Q) 是 Hilbert 空间 . 

我 们 可 以 看 出 22( 瑟 ,O) 与 五 的 具体 形式 关系 不 大 , 重要 的 是 玖 的 维 数 一 
即 互 中 完备 就 范 直 交 系 的 势 . 若 瑟 是 大 维 的 , 则 改 记 五 为 Hi, 改 记 2(H,Q) 为 
&x(O). 特别 当 &= 1 时 , Fi 可 视 为 实数 直线 (或 复数 平面 ), 这 时 82(Q) 就 是 [2(0). 

一 般 , 我 们 令 L?(Q)( 或 L,(Q)),p > 1, 表示 Q 上 wp 方 可 积 的 可 测 函 数 全 体 按 通 


常 的 线性 运算 及 范 数 | 
l= (/ Fo)Panle) ) 


中 由 系 1.1.3, (f(g), p(9)),g e G, 确 是 Q 上 可 测 函 数 . 又 由 于 条 件 (1.1.5), [||f(9)|ip(g)|an(g) < 
co 则 G1(f(g9), wp(9))lap(g) < ff(g) 趾 plg9)laplg) < oo, 即 (f, yp) 有 确定 意义 . 容易 验证 , (f,) 
确 是 22 (万 0) 上 内 积 . 
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所 成 的 Banach 空间 . 又 令 Fo(Q)( 或 L%(Q)) 表示 Q 上 本 性 有 界 可 测 困 数 全 体 按 
通常 运算 及 范 数 
[fiw = jE sup f(z)| 


E)=0 ~ 
所 成 的 Banach 空间 . 
3 决定 集 
定义 1.1.6” 设 (G,%) 是 一 可 测 空 间 , % 是 oc- 代数 , 又 设 D9 是 (G, 和 8) 上 一 族 
可 测 函 数 , 而 且 不 存在 任何 子 co- 代数 1 C ,1 冯 胃 ,使 全 成 为 (G1,B1) 上 的 可 


测 函 数 族 . 那么 称 D 是 (G, 8) 上 的 决定 (函数 ) 集 , 称 色 是 由 人 D 决定 的 G 上 o- 代 
数 . 


容易 知道 , 设 G 为 一 集 , D 是 G 上 的 一 族 函 数 , 那么 唯一 地 存在 着 由 人 决定 的 
0- 代 数 6. 事实 上 ,只 要 邻 站 是 包含 形 如 
{glf(g) eC,gEG}, feD 
(C 是 Borel 集 ) 的 一 切 集 的 最 小 o- 代 数 就 可 以 了 . 


定义 1.1.7 设 Q = (G, 邓 ,站 ) 是 一 测度 空间 , DD 是 Q 上 的 一 族 可 测 函 数 , 如 采 
对 于 Q 的 任 一 oc- 有 限 集 4, 当 记 多 4 是 由 D 决定 的 4 上 的 o- 代 数 时 , 9 的 每 个 含 
在 4 中 的 可 测 子 集 必 和 4 中 某 一 集 相 差 一 jy- 零 集 , 那么 称 D 是 9 上 的 决定 ( 函 
数 ) 集 . 


显然 , 若 是 (G,%) 上 决定 集 , 则 D9 必 是 (G, 四,/) 上 的 决定 集 . 


引 理 1.1.6” 设 是 测度 空间 Q 上 的 一 族 有 界 可 测 函 数 , 而 且 人 按 通 常 的 运 
算 成 为 含 单位 元 1 的 代数 , 同时 D 又 是 Q 上 的 决定 集 . 


任 取 pe L1(Q),p > 0, 令 2(0,p) 是 9 上 适合 条 件 
= (fe ao) < 
的 可 测 函 数 f 全 体 按 范 数 | 有 所 成 的 赋 范 空间 , 那么 D 是 在 (9, p) 中 笛 密 的 . 
证 令 6 是 形 如 
[Ta € (aj,bjl}®, fiED (1.1.8) 
j= 


的 集 全 体 ,$ 是 6 中 有 限 个 集 的 和 集 全 体 所 成 的 集 族 , 那么 人 了 是 代数 . 事实 上 , Ce 
是 显然 的 .和 中 的 任意 有 限 个 集 的 和 集 或 通 集 也 显然 属于 $. 只 要 证 明 和 中 集 的 余 集 
这 里 oj <b. 而 当 b; = oo 时 , (@j,b;] 表示 大 于 oj 的 实数 全 体 . 
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属于 六 就 知道 & 是 代数 . 容易 看 出 , 只 要 证 明 6 中 集 的 余 集 属于 $ 即 可 , 而 这 一 
点 可 由 下 式 立 即 得 到 : 


n 


~ {z|f;(72) € (a;,b;]} 


nN 


-Ut {z| 方 (z) € (一 oo， Uta ) € (b;, 00)}, 


因此 8 是 代数 . 


令 人 D9? 是 D 在 2(Q,p) 中 的 包 , 那么 由 于 DD 是 线性 的 , D5° 是 线性 闭 子 空间 . 现 
在 来 证 明 对 一 切 Ee $, 互 的 特征 函数 Cp ce DD?. 设 有 1,… ,所 € D9, 那么 必 有 正 数 
使 得 对 一 切 ge G, |f;(9)| < ,j= 1,2,… 作 区 间 [-e 与 上 的 函数 


(rl TE (bdN[é,d) 
和 ( Te [—é, NN(a;j, bj;l. 


容易 证 明 , 存在 多 项 式 序列 {pmj;7 二 1,… ,n;m = 1,2,…}, 使 得 


max pmi(2)| < 2,， (1.1.9) 


lim 1 Prmj(7) 一 wi(7). (1.1.10) 


看 记 (1.1.8) 中 的 集 为 , 那么 由 (1.1.10) 容易 看 出 


S 


Jlim, [[ pm (7(9) =- 了， wbi(fi(g)) = Ce(9) (1.1.11) 


7 二 1 7 二 1 


因为 呈 是 具有 单位 元 1 的 代数 ,因此 wm(9) = I pmj(fi(g)) € D. 由 (1.1.9), 
lpm(g9)| < 2". 再 根据 Lebesgue 控制 收敛 定理 , 得 到 
im lpm — Cgll=0. 
因此 ， 当 忆 eG 时 Cg ED°. 帮 Bi,E2€G, 则 户 NEeG. 又 由 
/ CEiUE2 = CE + CE, — CEiNE, 


和 D* 的 线性 , 得 知 Ce up。e G. 因此 对 一 切 Be 3,Cp € 9%. 
DD 关 L2(Q,p), 必 有 非 零 的 向 量 pg e L2(9,p), 使 得 p 上 D9°. 因此 对 一 切 
Eew, 
| sean 一 | Cappar = 0. (1.1.12) 
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利用 积分 的 可 列 可 加 性 得 知 , 对 于 包含 Y 的 最 小 oc- 代 数 条 中 的 集 EE, (1.1.12) 也 成 
立 . 令 A = {glp(g) > 0}, 那么 4 是 9 的 oc- 有 限 集 . 由 人 D 的 决定 性 , 对 于 4 的 每 个 
可 测 子 集 必 有 et, 使 EN A 与 只 差 一 1- 零 集 . 因此 由 (1.1.12) 得 到 


/ Ppdh = / Ppdh = / Ppah = 0. 
F EMA 已 


所 以 对 几乎 一 急 g € 4,p(9) = 0. 这 就 是 说 , p 为 [2(Q,p) 中 的 零 回 量 , 这 是 矛盾 , 因 
此 D? = 2(Q,p). 证 毕 . 


4” 乘 积 空间 上 的 测度 


我 们 注意 , 虽然 Halmos[1] 中 只 考察 过 可 列 个 测度 空间 的 乘积 , 事实 上 那些 处 理 
方法 也 可 用 来 定义 任意 个 测度 空间 的 乘积 , 这 里 不 准备 详细 叙述 . 今后 记 测 度 空 间 
族 {Q。 = (Go, Ba ha),a e 时 的 乘积 空间 为 2 Qo 或 (入 Ga, 从 Bo, 入 Hoa). 我 
们 再 列 出 下 面 一 些 明 显 的 事实 . 

设 (G, ,px),k = 1,2, 是 两 个 测度 空间 ，( 五 ,$,vp),k = 1,2 是 另外 两 测度 空 
间 , 那么 (G x HH, x $ 引 上 的 测度 ji x vi 对 于 jo。 x wm 绝对 连续 的 充 要 条 件 是 
和 地 J2,V1 切 v2. 这 时 有 

dp x vi(g,h) _ dp1(9) dvi(h) 
dhu2 Xx vo(g,h) du2(9) dv2(h) 
， 设 {Q% = 二 (Gn, Bn, Jn),n = 二 1,2,…} 是 一 列 概率 测度 空间 ,Q = (G,B3,n) = 
XQ. 记 Qo) = x 0, = (GW ,BY yt). 对 于 每 个 fe (QW), 作 QQ 上 的 也 数 
gn f(g™)), 这 里 9g 二 {91, 92， "Jn, } EG 而 gm 一 {91, , gn } € GY. 显然 这 
个 函数 属于 L2(Q). 这 样 把 (0) 能 人工 (9) 成 为 I2(Q9) 的 闭 线性 子 空间 . 令 已 
是 2(9) 到 (0 ) 的 投影 算 子 . 今 证 
引 理 1.1.7 {PP} 强 收敛 于 恒 等 算 子 I. 
证 显然 有 忆 < 己 < … < P< … ,我们 只 要 证 明 8 = 到 (0) 在 


n 二 1 
IL?(Q) 中 稠密 就 可 以 了 . 令 习 是 Q 中 有 界 可 测 函 数 全 体 , 显然 D 是 含有 单位 元 1 
的 代数 . 然而 对 任何 n 及 n 维 空间 的 Borel 集 媚 


(1.1.13) 


E= {glg= {91,92,..…} E G, {91,*…: , gn} E EF} 


的 特征 函数 Cs ec Z2(Q)). 因此 Cr e D. 又 形 如 五 的 集 全 体 张 成 8. 因此 人 是 Q 
的 决定 集 . 根据 引 理 1.1.6, DD 是 2(9) 中 稠密 子 集 . 证 毕 . 


5 直接 和 测度 


定义 1.1.8 ” 设 Q。 = (Gu 由。pajaeU 是 一 族 测 度 空间 , 其 中 {Go,a € 地 


8 第 一 章 ”测度 论 的 某 些 补充 知识 


是 一 族 互 不 相交 的 集 . 记 G = | | G。. 令 3 是 下 面 形式 的 集 : 


CE 处 
OO 
A= LU Ao,, 4 EBoa,, {aQ1,02,. an } CH (1.1.14) 
v=1 . 


的 全 体 . jy 是 (G, 8) 上 的 如 下 的 集 函 数 : 当 4 形 如 (1.1.14) 时 ， 
4(A) = >》 Ho (Aa, ). 
那么 称 Q = (G, 3,y) 为 测度 空间 {96,a e &} 的 直接 和 . 又 当 和 (Ga < eola € 
时 , 我 们 称 {Go,a e &} 是 9 的 一 个 剖 分 . 
显然 , 定义 1.1.8 中 的 9 确 是 测度 空间 . 


引 理 1.1.8 设 0 = (G,%B,4) 是 一 族 测度 空间 {(G。,%B6,1o),a e 各 的 直接 
和 . 那么 B e 分 的 充 要 条 件 是 对 每 个 a e 绿 


BNG, e PB,, (1.1.15) 
而 且 这 时 
nu(B) = >》 Kal(BNGa). (1.1.16) 
aEU 


证 ” 奉 B 满足 条 件 (1.1.15), 对 形 如 (1.1.14) 的 4, 显然 


ANB= [J (Aon B) 


y=1 
因为 (1.1.15), 4A, nn Be Ba Cc %. 因此 Be .反之 , Be 8,A。e 中。 则 有 
(BnGuJn4 = BNA Ee, 
然而 BN As。 c Go, 因此 BN A。 e %。, 即 得 (1.1.15). 
再 来 证 明 (1.1.15). 设 A4e % 形 如 (1.1.14), 则 


nu(B 站 4) 一 >》 kai(B 人 4 ) < ?HalB [1 Ga), 


1(B)= sup (BNA)< > He(BnGo) (1.1.17) 
AE®D 


右 (1.1.17) 的 右边 是 有 限 数 , 则 we(GumEB) > 0 的 a 最 多 只 有 可 列 个 , 记 为 ai,…， 
Qin, ， 因此 
>》 Hu(GunB)= 》 pa(Ga, NB). (1.1.18) 
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当 (1.1.17) 右边 = co 时 , 当然 也 可 以 找到 aj,… ,a， .cg 使 (1.1.18) 成 立 , 然而 
Ha: (Ga 站 B) 一 HL(Ga 1 B), 因此 


1(B) > >》 HGonB) > 》 po (Go, NB). (1.1.19) 


将 (1.1.17), (1.1.18) 和 (1.1.19) 结合 起 来 , 即 得 (1.1.16). 


系 1.1.9 在 引 理 1.1.8 条 件 下 , 设 Be %, 则 B 为 y_ 零 集 的 充 要 条 件 是 对 一 
切 ae 册 pa(BnGau)=0. 


例 1.1.1 设 Q = (G,%3,n) 是 测度 空间 , 若 Gn - 1,2,:… 是 8 中 的 一 列 互 
不 相交 的 集 , J(G%) < o0, 且 G = U Gr 则 {Gh,n=1,2,…} 是 9 的 一 个 前 分 


n 二 1 
设 9 = (G,%,y) 是 测度 空间 , {Gs,a e 由 c 为 一 族 互 不 相交 的 集 日 G 二 
U co. 当 斌 是 不 可 列 集 时, {Gs,a e 纪 不 一 定 是 9 的 剖 分 . 例如 G 是 [0, 1] 区 间 


aEU 


/年 Lebesgue 测度 , 显然 {{aj,a e [0, 1]} 不 是 [0, 1] 的 剖 分 

议 Qs = (Ga, Bo,pa),a e 4 是 一 族 测度 空间 , 9 = (G,%,n) 是 它们 的 直接 和 |. 
在 对 每 个 ce 4 在 G。 上 给 定 了 关于 Qu。 = (Ga Bana) 可 测 的 函数 六 那么 定义 
G 上 的 函数 f 如下: 当 g e G。 时 . 


f(g) 一 falg). 


因为 对 每 个 Borel 集 4 和 ae 4 集 


{gl|f(g) € A}N Go, = {glfo(g9) € A} 
年 可 测 的 , 因此 f 是 可 测 的 . 此 外 , 容易 证 明 
引 理 1.1.10 设 Q=(G,%B,n) 是 一 测度 空间 族 {Qs = (Go,%B6,po),aée 旨 的 
直接 和 , 把 每 个 fe Z2(Qu) 延 拓 成 G 上 的 函数 , 但 在 G\ G。 中 规定 为 0, 那么 


IO) = 》 e106). 


aeEg 
6” 群 上 的 测度 
我 们 后 面 常 用 的 群 上 测度 是 下 面 的 一 种 测度 . 
定义 1.1.9 设 G 是 一 群 , % 是 G 的 某 些 子 集 组 成 的 o- 环 , Q = (G,B,4) 是 
测度 空间 , 如 果 有 G 的 正常 子 群 Go, 和 G 按 Go 的 左 ( 右 ) 陪 集 系 {Go,ae 册 使 


Ga < %, 而且 Go 是 oc- 有 限 的 ; 又 车 记 B64, pu 为 8,w 在 G。 上 的 限制 , 如 果 Q 是 
{(Ga, Ba, Ha),a € 内 的 直接 和 , 则 称 9 是 准 -有 限 的 . 
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定义 1.1.10 ” 设 G 是 拓扑 空间 , (G,%,) 是 测度 空间 . 如 果 对 每 个 zo e G, 必 
有 zo 的 环境 Ve 器 使 L(V) < oo (在 V 上 的 限制 是 vc- 有 限 的 )， 则 称 (G, %B,) 
是 局 部 有 限 的 (局 部 o- 有 限 的 ). 


例如 当 G 是 局 部 紧 群 时 , G 上 的 Haar 测度 空间 就 是 局 部 有 限 的 . 

当 (G,%,y) 是 局 部 有 限 的 测度 空间 时 , 对 G 中 每 个 紧 集 C, 必 有 开 集 O e %， 
使 KW(O) < co. 

事实 上 . 对 于 每 个 ze C 有 z 的 环境 Ve 吧 使 p(Vs) < oo. 由 C 的 紧 性 , 必 有 
zi,… ,zn 使 0O= 碎 ,U…UVW, DC. 这 个 O€ 8, 而且 1(0) < Sp(Vi,) < oo. 


2 一 1 
引 理 1.1.11 设 G 是 局 部 紧 群 , 妇 是 由 G 中 一 切 紧 集 张 成 的 o- 环 ,如 二 
(G,%, 1) 是 局 部 oc- 有 限 的 测度 空间 , 那么 它 是 准 oc- 有 限 的 . 


证 ”不妨 设 (G, 好, 由) 是 局 部 有 限 的 . 任 取 G 中 单位 元 e 的 环境 V, 使 V 的 包 


. Ne 
C 为 紧 集 , 而 且 C = 0-1. 令 01 表示 CC:…C. 作 
Go = (Jo.. 
t= 二 1 


由 于 C 是 紧 集 , 0C? 是 乘积 拓扑 空间 G x G 中 紧 集 C x C 经 过 连续 映照 (x,y) 一 7y 
后 的 像 , 所 以 C2 是 紧 集 . 同样 地 Ci 是 紧 集 , 也 就 是 说 C 是 测度 有 限 集 , 因此 Go 
是 oc- 有 限 的 . 

令 {Ga,a e 4} 是 G 按 Go 的 左 陪 集 系 , 显然 Ga 也 是 可 列 个 紧 集 的 和 , 因此 
G。 也 是 oc_- 有 限 的 . 今 证 (G, 8,n) 是 {(Ga, Ba ha),a € 0 (这 里 Bo, pa 是 B,4 
在 G。 上 的 限制 ) 的 直接 和 . 由 于 % 是 由 G 中 紧 集 全 体 张 成 的 , 只 要 证 明 对 每 个 又 
集 KcG, 

J(K)= 2_Ha(KNGo) 


就 可 以 了 . 由 于 ja(K NGa) = 1(K Gao), 只 要 证 明 使 J(K mGa) > 0 的 a 最 多 只 
有 可 列 个 . 事实 上 , 因为 K 是 紧 集 , 必 有 有 限 个 z1,… ,zn 使 


人 


[LUjcvv) OK. 


2 一 二 


设 zy, E Gow, 由 于 C=07',Go,C = Ca 所 以 


Kc (Go 


7 一 1 


因而 当 ax ao 时 天 mnGu = 0 即 AEnGo) =0. 证 毕 
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系 1.1.12 ”局 部 紧 拓 扑 群 上 的 Haar 测度 空间 是 准 o_ 有 限 的 


下 面 我 们 再 介绍 局 部 紧 群 上 有 关 Haar 测度 的 积分 的 一 些 知识 . 在 下 面 的 三 个 
命题 中 都 设 G 是 局 部 紧 群 , 而 且 , 9 = (G, 3,1) 是 G 上 左 不 变 Haar 测度 空间 . 


引 理 1.1.13 设 ae (0),t e Li(Q) (或 22(Q)). 记 
(a* (9) = | alg)e(gr 19)an(g), (1.1.20) 
G 
则 ax& € Li(Q)(I2(0)). 又 当 G 是 交换 群 时 ax& 二 xa. 
证 ” 设 £e Li(0). 由 Fubini 定理 ， 
h ( 人 la(gi)é(g1 ‘glang) du(g) 


-/(/ algn)é(gr 'g)lan(g) ) wo 
= /aolanlon .Keelann), (1.1.21) 


因此 a*x€ € Li(Q). 而 且 la*# él < lallillellh. 
设 &€ I2(0). 由 Cauchy 不 等 式 ， 


( 1/ ootlorrg)lanto) 
G 
< 人 la(gi)lap(g) 人 agez(grlgjlda(gn) (1.1.22) 
又 2 EL1(0), 在 (1.1.21) 中 以 &2 易 就 得 到 
/ / alo) lle (gr g)lan(g) ) du(g) < llalliliél2. (1.1.23) 
在 (1.1.22) 两 边 对 9 积分 之 , 并 利用 (1.1.23), 我 们 得 到 
/ ( / eseriolaelo) du(g) < |lal 引 el 
因此 arEeZ2(O) 而 且 loxels selllela， 
当 G 是 交换 群 时 ,，/ 也 是 右 不 变 的 , 而且 dj(g1) = di(g-'), 在 (1.1.20) 中 令 
9 = 9915 则 (1.1.20) 化 成 
(a# é€)(g9) = / a(g'1g)é(g dn(g), 


即 得 a * & = tx a. 证 毕 . 


引 理 1.1.14 设 &,n eI2(0), 则 必 有 {an} Cc Li(Q) 使 
In an * € — éll2 = Dm |an * 7 — "72 = 0. (1.1.24) 
证 设 U 是 G 中 单位 元 的 一 个 环境 , 且 y(V) < oo. 作 


1 
Zu(g) = | AD 


0， gE€U, 


则 Zr e Zi(Q). 这 时 | Zu(9)dp(g) = 1; 因而 


(Zu # €)(9) — £(9) = / Zu(gi)(é(9719) — t(9))dn(g1). 
记 上 (orTlg) = é,(9). 在 (1.1.20) 中 以 Zr 代替 a, 又 以 &(g7'9) 一 上 (9) 代替 5(9T 9)， 
并 且 对 g 进行 积分 得 到 
lz xe -tlB< f ( | Zuo - eolaulo)) ) dp(9) 


< zl | lzo (ol 一 和 au 人 g 
G 
< sup | 和 on — él|l2. 
g1€U 
我 们 知道 对 给 定 正 数 s, 存在 着 具有 紧 支 集 的 连续 函数 &', 使 |&' 一 2 < s/3. 而 
对 于 #', 有 单位 元 的 环境 Vi 使 得 当 Uc ,ge 时， 
|é, — éll2 < es/3， 
因此 对 于 这 个 U, 利用 | Zrll: = 1 得 到 
Zr *é€—é| < |2o*(€—é)2 + — él2 + |Zv *€ — él 
< 2||é€ — éll2+ may [és — & ll2 < &. 
对 于 7 e L2(Q) 及 s > 0, 也 有 单位 元 的 环境 Ws 使 得 当 UC We 时 ， 
| Zr *n7— nll2 <e. 
取 am = Zv,nw， 那么 
1 1 
an * €— él2 < =—, llan*7— "2 < 
即 得 (1.1.24). 证 毕 . 
系 1.1.15” 设 上 ez72(9). 若 对 一 切 ae Zi),a*re=0, 则 上 =0. 


证 ” 取 {as} c L1(0) 使 (1.1.24) 成 立 . 则 由 an*e= 0 及 (1.1.24) 立即 得 到 
£=0. 
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7。 拓扑 空间 上 正则 测度 


在 本 书 中 , 我 们 将 较 多 地 限制 于 研究 拓扑 空间 (不 必 是 局 部 紧 的 ) 上 的 正则 测度 . 
定义 1.1.11 设 G 是 拓扑 空间 , (G, 攻 , 由) 是 一 测度 空间 , 如 果 对 每 个 BE e %， 


1(E) = inf{1(U)IUV e %,U 为 包含 五 的 开 集 }， 
那么 称 (G, 吕 ,4) 是 外 正则 的 . 如 果 对 每 个 EB e %， 
p(BE) = sup{y(O)IC e %B, C 是 马 中 闭 紧 集 }， 


那么 称 (G,%,y) 是 内 正则 的 .如 果 (G, %,x) 既是 内 正则 又 是 外 正则 的 ， 那么 称 
(G, 站 ,/) 是 正则 的 . 
我 们 先 研 究 测度 空间 成 为 正则 的 某 些 条 件 . 
引 理 1.1.16 ” 设 G 为 拓扑 空间 , (G, 和 ,由 为 全 有 限 测度 空间 , 那么 它 成 为 外 
正则 测度 空间 的 充 要 条 件 是 对 每 个 Ee 好 , 有 
1(B) = sup{4(F)|F € ,FF 为 含 在 中财 集 }. (1.1.25) 


证 ”我们 知道 (G, 多 ,由 成 为 外 正则 的 充 要 条 件 是 对 每 个 BE e , 有 开 集 序列 
{On} CC 外 适合 On 2D Bu(On) 一 4(B). 记 G\EB = EB', 那么 外 正则 的 充 要 条 件 就 是 
有 本 (= G\On) C ,使 得 人 (Fs) 一 J 到) 而 这 也 就 是 条 件 (1.1.25). 证 毕 


引 理 1.1.17 ” 设 G 是 可 析 的 距离 空间 , (G,%,y) 为 全 有 限 测度 空间 ， 又 设 一 切 
球 都 在 吧 中 , 那么 对 任何 正 数 s, 必 有 完全 有 界 集 Ce 3, 使 y(G \C) < a 


证 ” 设 {zw} 为 G 的 稠密 点 列 . 记 S(z,a) 为 以 z 做 中 心 a 做 半径 的 闭 球 , 那 
么 对 任何 上 自然数 ， 


因此 有 自然 数 p(k) 使 得 
p(k) 
fn UD 9 (= 日) > MG) 一 元 (1.1.26) 
作 集 
c= Us (el) en 
一 Tn, 本 E 
k=1 n=1 k 


中 这 里 6 是 代数 . 
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由 (1.1.26) 容易 看 出 
co p(k) ] 
AG\O < Dulo\ Us(mmt)) < 
k=1 n=1 


然而 由 C 的 作法 , C 是 完全 有 界 的 . 事实 上 , 对 任何 5 > 0, 取 自 然 数 天 使 > <6, 那 
人 么 71,…,， zp(k) 成 为 C 的 5- 网 . 证 毕 


定理 1.1.18 设 G 是 可 析 的 完备 距离 空间 , % 是 由 G 的 一 切 闭 集 张 成 的 r_ 代 
数 , j 是 (G, 多) 上 的 全 有 限 测度 , 那么 (G,%,y) 是 正则 的 测度 空间 . 


证 根据 引 理 1.1.17, 对 每 个 自然 数 n, 必 有 紧 集 0 使 
JW(G\ O,) < = (1.1.27) 


由 于 0; 也 是 Baire 集 而 且 是 紧 集 . 把 测度 4 限制 在 C， 上 时 , 是 C， 上 的 正则 测 
度 . 因此 对 每 个 Ee 好 有 紧 集 态 e %B, 使 CC 五 nC， 而 且 


WN((ENC,) \ Fm,) < = (1.1.28) 
由 于 EE\ FCG\Cn+t+[(BNC,) \ Fl. 从 (1.1.27), (1.1.28) 得 到 
p(B) < 及) 十 二 


因此 得 到 % 中 一 列 闭 紧 集 及 < 瑟 使 W(R) -p(B). 这 就 证 明了 (G, 节 , 4) 的 内 正 
则 性 , 再 由 引 理 1.1.16, 测度 jy 是 外 正则 的 . 证 毕 


8” 概 率 论 中 的 某 些 术语 


我 们 简略 地 叙述 一 下 后 面 用 到 的 概率 论 中 的 一 些 术 语 . 设 5 = (Q, %, P) 是 概率 
0 XX(w),w E 8 是 5S 上 的 可 测 函 数 , 那么 称 X(w) 是 (5 上 的 ) 一 个 随机 变 
E(e Y(t) = [ eiqP(w), 一 oo<t<oo 

9 


为 随机 变量 X 的 特征 函数 . 如果 X() e L1(5), 称 
B(X) = [ x(w)aPle) 
为 随机 变量 X 的 平均 值 或 数学 期 望 . 如 果 X e L2(S), 称 
(0) = E(CX ~ EX))®) = | (Xo) -ECOO)zaPO 


 @ 本 书 中 一 般 只 考察 实 函数 的 情况 、 
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为 X 的 方差 . 如 果 X,Y 是 两 个 随机 变量 而 且 X(),7Y() e Z2(5), 称 
E(XY) = / X(wJy(wjdP(w) 


为 和 和 Y 的 相关 数 . 设 和 ,Xn 是 5S 上 的 n 个 随机 变量 . 作 ” 维 实 空间 羽 ， 
上 的 Borel 测度 jy 如 下 : 若 瑟 是 瓦 。 中 的 Borel 集 , 则 规定 


HW(E) 一 PUw|(Xi(w), | ,Xn(w)) 和 E}). 
这 个 j 是 概率 测度 , 称 它 是 X1,… , X 的 联合 (概率 ) 分 布 . 有 时 称 函 数 
F(xi,:*: ,Tn) = P({wIXu(w) < ru, v=1,2,...,n}) 


为 X11,…… ,Xn 的 联合 分 布 函 数 . 特别 当 n = 1X = X11 时 称 4 (相应 地 下 ) 为 随机 
变量 X 的 概率 分 布 (分 布 函数 ). 容易 算出 , 若 / 是 Xi1,… ,XX 的 联合 分 布 , 则 对 于 
任何 有 界 Baire 晒 数 f 有 


BO , Xi)) = / f (Xi(w),:. ,Xn(w))aP(w) 


= fe , Tn du(T1,.… ,Tn). 


9 测度 之 间 的 绝对 连续 性 与 奇异 性 
我 们 再 介绍 关于 Radon-Nikodym 导数 的 极限 定理 . 为 此 先 引 进 下 面 的 概念 . 


定义 1.1.12 设 S = (0, B, 三) 是 概率 测度 空间 ， 外 1 | , Bn 是 一 组 0- 代 数 ， 
好 1 C 好 CC .…… C BC 外 . 又 设 z1(w),… ,zn(w) 是 5 上 的 一 组 ( 实 的 ) 随机 变量 ， 
又 zi 关于 (9,%B;) 是 可 测 的 . 如 果 对 任何 1 < i < n, 以 及 任何 集 A e %;, 有 


| zi(w)dP(w) < | gisi (wdP(w), (1.1.29) 
A A 


那么 称 {zi, %B;,i = 1,.… ,n} 组 成 S 上 的 半 款 . 
显然 , 右 {7i, Bi,i = 1,… ,n} 是 半 蒜 则 对 于 任何 正 数 c 及 任何 Ae %B; 有 


| max(zi(w) ~ c,0)dP(w) = / (zi(w) ~ oaP(w) 
A A 


{wlzi(w)>0} 


< | (zir1(w) - ojdP(w) 
Af{w|zi(w)>0} 


< | max(ini(o) -6 0)aP(w). 


因此 {max(zi(w) 一 c,0), 和 6i,i = 1,… ,n} 也 是 半 蒜 . 
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我 们 还 要 用 到 下 面 的 一 些 量 . 设 &,… ,&, 是 任意 一 组 实数 , r: 和 72 是 两 个 实 
数 , ri < 72. 记 vi 是 满足 &; 71 的 指标 7 中 最 小 的 一 个 , vs 是 满足 £j 之 72;7 > U1 
的 指标 7 中 最 小 的 一 个 , vs 是 满足 &; < 71,7 > v2 的 指标 ; 中 最 小 的 一 个 , .… 如 果 
继续 下 去 , 得 到 


Ey < 71) Ey 之 72 ， Eva < 六 1 ， Ew 之 72)，… 


| v; 中 i 的 最 大 数 设 为 m. 记 PB 为 不 超过 本 一 的 最 大 整数 ， 称 为 
en 穿 过 [rira] 的 次 数 . 
引 理 1.1.19 ” 设 {zxi(w), Bi,i = 1,… ,n} 是 概率 测度 空间 5 = (Q, 邓 , P) 上 的 
半 裔 . 设 7T1,72 是 两 个 实数 ， r1 < 72. 对 每 个 we 人, 记 B(w) 为 Z1(w ) , Tn (Ww) 穿 
过 Im 72] 的 次 数 . 那么 


E(B) < 二 一 BE(max(an — 71,0)) 


72 一 
1 
< (Ben) + nl) (1.1.30) 
证 ”我 们 留意 (1.1.30) 第 二 个 不 等 式 是 显然 的 . 今 证 第 一 个 . 先 设 
r=0, Zi(w)20, i=1,:...,n, wenQ. (1.1.31) 


对 每 个 we Q, 视 z1(w),… ,zn(w) 为 上 面 的 6 ,… ,&, 得 到 相应 的 数 Vi(wW)(= 
1),… ,Vm(w)(w) 及 B(w). 容易 看 出 6(w) 是 可 测 函 数 . 以 后 为 方便 起 见 , 对 于 适合 关 
系 m(w) <j<n 的 j, 规定 vj(w) =n 十 1. 这 样 得 到 的 vi(w),… ,wn(w) 也 是 S 上 可 
训 肯 数 . 我 们 再 定义 可 测 函 数 wo,:… ,un 和 zx 

l, 7 < Vi(w), 
Uj(w) 三 1， vi(w) <7 了 < wiri(w), 但 i 为 偶数 
0， wi(w) < 了 和 viti(w), 但 i 为 奇数 


7(0) = 1(0) + DD wei 人 -oa(o) 


Aj-1 = {wluj(w) = , 
= (wllw) < \ {whi(w) < 让) (1.1.32) 


i 为 偶数 
ij—1l1 


然而 (1.1.32) 最 右边 的 集 是 由 zi1(w),… ,x;-_1(w) 确定 的 . 因此 A;_1 e 和 3;_1. 利用 
(1.1.29) 得 到 
(Tj(wW) — zj;-1(w))dP(w) > 0. 
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由 此 得 到 
| rT(w)dPl(w) 
02 
一 人 ap 十 > — 2j-1(w))dP(w) > 0. 
男 一 方面 ， 
zZ(w) & zn(w) — raB(w), 
所 以 
0 < / z(w)dP(w) 
< | salaPto) -ra | BdPto) (1.1.33) 


因此 (1.1.30) 在 (1.1.31) 的 情况 下 成 立 . 对 一 般 情 况 , 只 要 考察 
Ti(wW) = max(Zj(w) — 71,0). 


由 前 所 述 , {21,8;,j = 1,… ,n} 也 是 半 园 . 再 考察 x 和 1，… ,zx 穿 过 [0,ra 一 71] 的 次 
数 . 它 就 是 T1,''' ,Tn 穿 过 [71 ,72| 的 次 数 . 这 时 A 0 和 [0,7a 一 71| 满足 条 件 
(1.1.31), 因此 类 似 于 (1.1.33) 有 

0< | shldP) — (m2 "1) | Baro) 


这 就 是 (1.1.30). 证 毕 . 


定理 1.1.20” 设 0 为 一 集 , 四; ,外 和 B 都 是 Q 中 子 集 组 成 的 o- 代 
数 ， 


BB] CHB,C...cCB,cC...c, 
而 区 即 是 由 【| 多 张 成 的 . 设 已 Q 是 (Q,%) 上 的 两 个 概率 测度 , 而 且 8 < PQ. 
也 一 工 
作 (0, 区 。) 上 的 概率 测度 P,Qn， 


P(E) = P(E), Qn(E)= Q(E), Ee %B,, 


显然 0 < P,. 设 ee 和 ee 分 别 是 它们 的 Radon_Nikodym 导数 , 那么 对 


几乎 所 有 ( 按 测 度 P) 的 we gm， 


J dQOn(wW) dQl(w) 
oo dBa(w) dP(o) 


出 即 Q@ 关于 P 为 绝对 连续 的 . 
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证 令 zi(w) = 站 全 - 5 那么 z。 关于 %,, 是 可 测 的 而 且 当 


A € Bn 时 , 由 Qn(A) = Qnti(A) = Q(A) 和 


| za)aPle) 一 | Tn(w)adP(w) = Qn(A), 
A A 


人 zn (wjdP(w) = 人 zi(w)dP(w) 
- 人 z(w)dP(w) = Q(A) (1.1.34) 


由 (1.1.34) 首先 知道 对 任何 n, {x;, %B;,i = 1,… ,n} 成 为 半 识 . 今 证 im zn(w) 
几乎 处 处 存在 . 记 


2 (w) = lim zn (w)， zx(w) = lm Tn(w). 
如 果 im zn(w) 不 几乎 处 处 存在 , 必 有 正 数 m < ra 使 集 
A= {wr (ww) > Tr2 >71 > rr(w)} 


具有 正 的 概率 测度 . 右 令 Bn(w) 为 x1(w),… ,zn(w) 穿 过 [ri,72] 的 次 数 ， 那 么 当 
ww € A 时 ，lim Bn(w) = co. 但 由 引 理 1.1.19， 


1 
72 一 1 
又 因为 所 (w) < 记 (o) < … < Bn(w) < … ,根据 Levi 引 理 , 由 (1.1.35) 应 该 有 
lim Bn(w) 几乎 处 处 小 于 ce. 这 是 矛盾 . 因此 存在 3 上 可 测 函 数 zoo(w) 使 得 几乎 处 


处 成 立 


E(Bn) < 


(1 二 rm) (1.1.35) 


lim Zn(w) = Too(w). (1.1.36) 


我 们 再 证 明 5 上 的 可 积 函 数列 {zu(w)} 具有 等 度 绝对 连续 的 不 定 积分 . 事实 上 , 对 
任何 正 数 s > 0, 有 正 数 5 使 得 当 A e 外, P(A) < 6 时 ， 


Q(A) = 人 z(w)dP(w) < /2 


另 一 方面 , 由 于 | za(w)dP(w) = Qa(0) = 所 以 


P (fo 


zn(w) > }}) <5 /mojdP(o) < 


81.1 测度 论 中 某 些 概念 .19 ， 
因此 当 P(A) < 所 时 


mdP) 


< / mo)aP(o)+ 上 Zn(w)aP(w) 
A{fwlzn(w)< 却 } {wlzn(w)>#} 


< PW) + {olanle) > ;|) < < 


这 就 证 明了 {zn(w)} 具有 等 度 绝对 连续 不 定 积 分 . 因此 从 (1.1.36) 和 著名 的 Vitali 
定理 知道 , zo (w) e L1(S), 因而 zoo(w) 是 几乎 处 处 有 限 的 , 而 且 对 一 切 A e %， 


im 人 z (wjdP(w) = 人 z_(wjdP(w) 
然而 由 (1.1.34), 当 A e 区 mm > n 时 ， 


) zm)aPp(o) = /rap 


因此 对 一 切 Ae | ]%;， 


有 一 荆 


raPO) = /zlojdP(w) (1.1.37) 
人 A 


然而 区 是 | 8。 张 成 的 o- 代 数 , 所 以 对 一 切 A < 交 , (1.1.37) 也 成 立 . 这 就 说 明了 


zoo(w) 几乎 处 处 等 于 z(w). 证 毕 
我 们 再 给 出 判别 两 测度 相互 奇异 的 一 个 条 件 


引 理 1.1.21 设 已 , 书 是 可 测 空间 (G, 吧 ) 上 两 个 测度 . 如 有 果 对 任何 正 数 =s, 必 
有 A。e 8, B。e 6 使 A 与 B。 不 交 , G = AcU B。， 


P(A.) < EE, P(B.) < E. 


那么 忆 与 忆 奇异 . 
证 作 


AUB=G, ANMB=Y. 
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而 且 
OO OO 1 
P(A)= lim P (Ua)< < ,2 记 = 0， 
lm 局 | 门 py ) < lim P,(B;)=0 


因此 忆 与 马 是 相互 奇异 的 . 证 毕 . 


81.2 ”可 局 部 化 测度 空间 


1” 可 测 集 族 中 的 半 序 


定义 1.2.1 设 Q=(G,%3,y) 是 一 个 测度 空间 , 和 3 是 它 的 可 测 集 全 体 , Bo 表示 
零 集 全 体 . 当 ,fe % 而 且 (BZ\ 下) U (F\ EE) e Bo 时 , 我 们 称 EB 和 是 等 价 的 ， 
记 做 户 ~ 不 当 ,Fe 人 8 而且 忆 \Fe Bo 时, 我们 记 为 < 不 


显然 等 价 关 系 “~ ”和 顺序 关系 “<” 有 下 面 的 性 质 : 当 E, He 双 时 ， 

站 六 ~ EB;( 阐 奉 忆 ~ 书 则 FF~E;( 放 车 EB~ 忆 FF~H, 则 Ew~ 有 H; (iv) 
硅 E~ 忆 则 <F;(v) 若 忆 < 下 F<EB, 则 EE~F;(vi) 和 蔡 EE<FF<H, 则 
E<H. 

因此 若 在 翁 中 视 互相 等 价 的 集 为 同一 元 素 , 则 当 按 顺 序 “<” 为 半 序 集 . 我 们 
按 半 序 集 的 上 界 (下 界 ), 上 确 界 (下 确 界 ) 等 引进 如 下 的 概念 . 


定义 1.2.2 设 3 是 和 3 的 子 集 , Ke 外 . 如 果 对 一 切 e$ 都 有 巨 <K, 那么 


称 KK 为 的 上 界 . 如 果 Ko 是 的 上 界 而 且 对 $$ 的 任何 上 界 KK 都 有 Ko < K, 那 
么 称 Ko 是 和 的 上 确 界 , 记 做 Ko = YE. 类 似 地 可 以 定义 下 界 和 下 确 界 , 记 人 的 


Ee 
下 确 界 为 人 人 序 . 
Ee 
容易 看 出 , 当 多 是 有 限 集 或 可 列 集 时 ，V E~ 【jE,A 人 EE~ [|E. 
站 EE Ee EE EE 
设 3 了 是 % 的 子 集 , 因为 当 久 eB 时 Q\KeB, 容易 看 出 
NA\VE~A(\D), (1.2.1) 
Ee Ee 
o\AE~YV(\D). (1.2.2) 
EE Ec 


引 理 1.2.1 设 忆 是 测度 有 限 集 ， 吝 征 古 的 一 族 可 测 子 集 , 那么 3 必 有 上 确 界 
而 且 有 一 列 Ee $n = 1,2,… ,使 得 | | EE, 是 全 的 上 确 界 
n= 二 1 
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证 从 
六 1 = {U FF sn 
n= 二 1 
那么 条 中 任意 可 列 个 集 的 和 集 仍 在 $1 中 . 令 
a = SUP 4(F). (1.2.3) 
Fes 


则 Qa < /五 ) < co. 因此 有 一 列 入 EF1,n = 1,2,... 使 


a = lim p(XM). (1.2.4) 


一口 


作 Eo = U A 和 An EF1, 则 az 4(B0) > 4(Mn). 再 由 (1.2.4) 知道 


n= 二 1 


uA(Eo)= a. 
今 证 Bo = V Ff 显然, 当政 e 人 时 下 Ee 全 ,因此 Bo UF EG. 然而 由 (1.2.4) 知道 


Fe 
KA(Eo UF) < a = (Bo), 这 样 , Eo UF\ Eo 是 零 集 . 因此 Eo 是 久 的 上 界 . 另 一 方面 ， 
硅 KK 是 $$ 的 上 界 ,由 于 Eo 必 是 名 中 可 列 个 ,n= 1,2,.… 的 和 ， 


Eo\KC (J (En \ KR) 


n= 二 1 
为 jy- 零 集 . 即 Eo < K. 所 以 Eo 是 上 确 界 . 证 毕 
系 1.2.2 设 马 是 o- 有 限 集 ,名 是 它 的 一 族 可 测 子 集 , 那么 3 必 有 上 确 界 , 而 
且 存在 一 列 Ee $,n 二 1,2,… ,使 得 【jE= VF 


人 4 一 工 Few 
证 将 马 分 解 成 一 列 互 不 相交 的 测度 有 限 的 集 Bo,m = 1,2,.… 的 和 . 令 
$0") = {AEW|A e 人 车, 根据 引 理 1.2.1, 对 每 个 n, 存在 一 列 Fn eg = 1,2,… ,使 


得 OO 
UnnEmw)= V 4. 
k=1 AEeR(n) 
容易 证 明 这 时 、 
() Fi, = V A. 
k,n=1 4E 容 
证 毕 . 


引 理 1.2.3” 设 0 = (G,B,4) 为 测度 空间 , 和 CC 外 而 且 $3 为 同上 和 集 , 即 对 任何 
A,Be 人 有 Ce 信使 A4<O0,B<0OC. 记 马 为 3 的 上 确 界 , 则 


MA 五) = Sup 4(A). 
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证 由 于 当 4e 和 时 4< 瑟 所 以 AH4) < un(B). 因此 只 要 证 明 当 aw = 
sup NA 人) < co 时 jj(B) < a 即 可 . 这 时 有 An, eE 名 n= 12 ,使 AU4) 一 a 
€ 


$ 
由 于 是 向 上 的 , 不 妨 设 


A1 < hz < < An < 


作 4 二 (4%, 则 (4) =a. 今 证 4 是 的 上 界 . 否则 ,有 KKe3 使 4(K\A)>0 


你 一 | 
但 这 时 有 B。eY 人 使 
K<B,., A,=<B,, 


因此 当 nn 一 co 时 ， 
4 之 HBn) > HK UA) = HK \ An) 十 H(An,) 
J(K\A)+a>a. 
这 是 矛盾 . 证 毕 . 


引 理 1.2.4” 设 0 = (G, 和 8,4) 是 测度 空间 ,$c % 而 且 光 中 任何 两 个 不 同 的 集 
DF 都 有 u(FN I')==0. 设 是 $ 的 上 确 界 , 则 


= 》 xn(F). (1.2.5) 


Fe 


证 ” 设 (1.2.5) 右边 是 o0, 则 有 {Fnln =1,2,…}C 人 使》 y() = oo0. 然 而 由 


n=1 


于 马 是 的 上 确 界 , 忆 是 {} 的 上 界 , 所 以 (EE 24 (U7 ) -> yw) = oo 


nn 二 1 


若 》 HPE) < co, 则 3 中 不 是 零 集 的 最 多 只 有 可 列 个 , 记 为 三 , 羽 ,… . 容易 看 出 
Fe 
【J 是 3 的 上 确 界 , 因此 E 与 等 价 , 即 得 (1.2.5). 证 毕 
可 测 集 与 投影 算 子 


设 7Z2(9) 是 0 上 平方 可 积 函 数 全 体 所 成 的 Hilbert 空间 ( 见 81.1), 对 每 个 Ee %， 
记 Cp 为 EB 的 特征 晴 数 ， 


1, 当 geBR, 
ceo-| 
0， 当 geG\E. 


又 令 Hs 是 I2(Q) 中 在 三 性 子 空间 , Ps 是 了 (9) 到 
Hs 的 投影 算 子 . 那么 (Pgf)(g) = Cg(g9)f(9),f € 12(0). 
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我 们 注意 , 一 般 说 来 Hilbert 空间 五 的 线性 闭 子 空间 全 体 按 包含 关系 C 成 为 半 
序 集 . 对 于 任何 一 族 线性 闭 子 空间 $ 必 有 下 确 界 . 它 是 了 中 一 切 集 的 闭 子 空间 的 公 
闪避 分, 记 为 作 _M. 也 有 上 确 界 , 它 是 包含 3 的 一 切 全 的 亲子 空间 的 公共 部 分 


或 是 说 由 避 L 中 向 量 作 线 性 组 合 得 到 一 个 线性 子 空间 , 再 作 它 的 包 就 是 所 要 的 闭 


线性 子 空 


Me 
相应 地 五 中 的 ( 直 交 ) 投影 算 子 会 体 按 大 小 关系 “<” 也 成 一 半 序 集 , 由 于 投影 
算 子 与 闭 线性 子 空间 是 一 一 对 应 的 , 而 且 这 个 对 应 关系 也 保持 顺序 不 变 , 即 是 说 若 
P,Q 是 H 中 的 投影 算 子 , 则 PH Cc QH 等 价 于 P < Q. 因此 知人 六 是 万 中 的 一 族 
投影 算 子 , 则 和 有 上 确 界 已 它 是 由 条 件 


PH= V QH 
QESI 


决定 的 . 记 为 = \/ Q. 类 似 地 名 有 下 确 界 , 记 为 人 M. 
CE 六 1 MERL1 
我 们 注意 , 当 ,fe %B 时 , 显然 巨 ~ 卫 的 充 要 条 件 是 Hp = Hs (或 Pp = Pr)， 
而 < 古 的 充 要 条 件 是 Hp C Hs (或 Pp < Pr). 
引 理 1.2.5 设 人 $C%,Ee%, 则 互 = YF 的 充 要 条 件 是 


Fe 


Pe = V Pr. (1.2.6) 
Fe 


证 设 巨 = Vf 则 当 记 Ee8 时 下 < 万 ,因此 Pr < Pg. 因此 


Fe 


Pg> V Pr. (1.2.7) 
Fes 


设 f e Hs, 则 集 mM = {glf(g) 六 0} \ 瑟 为 零 集 ， 这 个 mM; 是 有限 的 ， 令 
$f = {A4Nn mj|4 e 如. 根据 系 1.2.2, 有 一 列 4。e 名 n = 1,2,… ,使 得 【| (hn 


gf) ~ (4n%y). 然而 容易 验证 V (4ngy) ~ (V 4 NM = ENMs ~ My. 


AE AE AE 
因此 当 N 一 co 时 
2 


f-Cn f= ,Ifang) 0 (1.2.8) 
My\ U 4. 


U An 
=] 


又 容易 看 出 Cn feHnx C VY Hs. 而 V Hs 又 是 闭 集 ， 从 (1.2.8) 看 出 
UA" U 4 Fe Fe 


7 
一 工 
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FE 


Hr C V Hn. 
Fe 


因此 Ps < VV, Pr. 把 这 个 不 等 式 和 (1.2.7) 结合 起 来 就 得 到 (1.2.6). 至 于 条 件 (1.2.6) 
的 充分 性 的 证 明 留 丛谈 者 . 

引 理 1.2.5 指出 了 集 族 上 确 界 与 相应 的 投 时 y 算 子 族 上 确 界 的 联系 

3” 可 局 部 化 测度 空间 的 定义 和 一 些 性 质 

定义 1.2.3 设 9 = (G,%B,n) 是 一 个 测度 空间 , 满足 下 面 两 条 件 : (i) 若 B € 


站 ,1 人 ( 有) > 0, 必 有 eB,EcB, 使 0 < HB < coco; (i 令 和 3 是 它 的 可 测 集 全 体 , 对 
于 任何 $ c 外 , 必然 存在 着 它 的 上 确 界 ~, A e 外 . 那么 称 9 是 可 局 部 化 测度 空间 . 


由 系 1.2.2 立即 知道 
例 1.2.1 全 oo- 有 限 (或 全 有 限 ) 测度 空间 必 是 可 局 部 化 测度 空间 . 


又 如 设 测度 jy 与 4 等 价 , 当 9 是 可 局 部 化 测度 空间 时 , 9' = (G, 3, jw) 也 是 可 
局 部 化 测度 空间 . 
我 们 写 出 下 面 一 类 重要 的 可 局 部 化 测度 空间 . 


定理 1.2.6 ”可 局 部 化 测度 空间 族 的 直接 和 测度 空间 是 可 局 部 化 的 . 


证 讽 0=(G, 邓 ,站 是 可 局 部 化 测度 空间 族 Qe = (Ge,%Be,pne),E € 的 直接 
和 . 设 条 C 外 . 今 证 多 在 中 有 上 确 界 . 


作 $e = {FN GelF € 人 $}. 根据 假设 , $e 有 上 确 界 Ee ce Be. 作 思 = U Ee, 这 是 
SEES 

区 中 的 元 素 而 且 是 集 族 {Ee,t e 5} 的 上 确 界 . 今 证 巨 是 的 上 确 界 . 

当下 ee 省 时, 由 于 对 每 个 ee =,(F\ BE)NGe = FN Ge \ Be 是 零 集 ， 所 以 
天 \ 五 < 外 o. 即 五 为 省 的 上 界 . 男 一 方面 , 奇 K 是 $ 的 任 一 上 界 , 则 对 每 个 Fe 多 
和 每 个 € 3,(F\K)NGe = (FNGe)\ (KN Ge) 为 零 集 , 即 KNnGe 是 $e 的 上 界 ， 
所 以 Ee \ (Kn Ge) 为 零 集 . 也 就 是 说 (EB\K) n Ge 是 零 集 . 因而 EE\K € %B0. 此 外 ， 
显然 每 个 测度 无 限 的 集 必 含 有 一 个 正 有 限 测度 的 子 集 . 因此 Q 是 可 局 部 化 的 . 证 毕 . 


例 1.2.2 群 上 的 准 o- 有 限 的 测度 , 特别 言 之 , 局 部 紧 群 上 的 Haar 测度 , 是 可 
局 部 化 的 . 


后 面 还 要 用 到 下 面 的 概念 . 


定义 1.2.4” 设 (G,8,p) 是 测度 空间 , 任 取 已 s 好 , 令 [可 表示 {FIF ~ E,F e 
好 }, 即 外 按 等 价 关系 ~ 划 出 的 等 价 类 . 令 & 是 这 些 等 价 类 全 体 . 当 [ 梧 ,[ 刀 < 式 时 ， 
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令 [加 VI]= [BV 了,[BIA[F]= [BA 全, 称 为 相应 于 测度 空间 (G,%,y) 的 可 测 
环 . 又 定义 上 的 函数 jy 如 下 : 
人 | 可) = p(B), 

称 5 为 可 测 环 4 上 的 测度 , 称 (&,) 为 相应 于 测度 空间 (G, 邓 , 站 的 测度 环 

设 Q=(G, 和 3,4) 与 = (G',%B',y) 是 两 个 测度 空间 , (pw) 和 (,w') 是 相应 
的 测度 环 . 如 果 存 在 着 4 到 上 的 一 一 映照 y 满足 如 下 的 条 件 : 

p([2]) = [2@], 2(G]) = [G]， 
PEAT) = P(E) APN, pl(EVT) = (EV y(n), (1.2.9) 

而 且 pe) = 0 与 yw/(yp(86)) = 0 等 价 , 则 称 测度 空间 Q 与 Q' 是 等 价 的 . 


当 G = GB = %' 时 , 如 果 yp([ 思 ) = [可 ,那么 这 里 等 价 的 概念 就 是 可 测 空间 上 
4 与 jy/ 二 测度 等 价 . 


81.3 ”天 olmogorov 定理 
在 Halmos [1] 的 第 七 章 介绍 过 乘积 空间 , 显然 那里 的 讨论 很 容易 地 推广 到 任意 
空间 的 乘积 , 下 面 我 们 所 谈 的 乘积 空间 、 乘 积 测度 空间 都 是 指 任意 个 空间 的 乘积 . 
1” 测度 空间 族 的 投影 极限 
我 们 现在 要 把 乘积 测度 空间 的 概念 作 一 些 推广 . 


定义 1.3.1 设 CT, 外 \)) 入 E A 是 一 族 可 测 空 间 , A 是 加 上 半 序 集 .， 又 设 当 

和 < 入 ,和 ,EA 时 PX 是 TW 到 T 的 上 映照, 而且 当 A e 好 时 (PA)-1(4) € Bw 

(换言之 , PX 是 (Tw,%B%w) 到 (Ta, 加 、) 的 可 测 映 照 ), 满足 如 下 的 相 容 条 件 : 当 入 < 
入 ,入 < 入 时 ， 

PN PA 一 PA . (1.3.1) 


那么 称 {PA ,入 < 入 ,入 ,入 EA} 是 可 测 空间 族 {(T、, 加 、), 入 EA} 的 相 容 投影 算 子 族 . 
硅 有 和 集 T, 及 械 到 TT、 上 的 映照 P 适合 如 下 条 件 : 当 入 < 入 时 ， 


PN Pv = RP. (1.3.2) 


记 BX = {P、 (4)|4 e %\}. 称 P~ (4) 为 工 中 以 A e 好 为 基 的 相应 于 入 的 Borel 
柱 . 记 %80 为 一 切 Borel 柱 全 体 , Bo = | ] BX. 我 们 用 8 表 示 由 工 的 子 集 组 成 的 


入 EA 


也 即 PC) = 
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包含 %0 的 最 小 o- 环 . 称 (T,B) 为 可 测 空间 族 {(T、,B、), 入 e A} 的 (关于 投影 族 
{, 入 EA} 的 ) 投影 极限 . 

我 们 注意 , 当 入 < 入 时 Bx C 8%,, 又 对 每 个 入 e A,%B* 是 一 个 o- 环 . 于 是 易 知 
Bo 是 环 , 但 %0 不 一 定 是 o- 环 . 


定义 1.3.2 设 4 是 %o 上 的 非 负 集 函数 , 而且 对 每 个 eA, 当 我 们 把 限制 
在 外 x 上 时 , 它 是 测度 , 那么 称 j 是 (TI, Bo) 上 的 柱 测 度 . 


显然 , uo 在 Bo 上 是 有 限 可 加 而 不 一 定 是 可 列 可 加 的 . 
定义 1.3.3” 设 (TIT,,B、, 1a), 入 EA 是 一 族 测度 空间 , {PX ,和 A < 入 ,和 ,入 EA} 是 
一 族 投影 算 子 . 如 果 当 入 < 入 时 , 对 一 切 A e 他 和 
HA(4) = px (PX ) -4)， (1.3.3) 
那么 称 这 族 测 度 ,和 eA (或 测度 空间 族 (T、,B、\, a), 入 Ee A) 关于 投影 算 子 族 
{PN } 是 相 容 的 . 
定义 1.3.4 ” 设 人 ,由 0) 是 可 测 空间 族 (IT, 加、), 入 eA 的 投影 极限 . 设 uo 为 
(T, Bo) 上 的 柱 测 度 . 记 ja 为 (I, 各 、) 上 如 下 的 测度 : 当 4 e 他、 时， 
pa(A) = po( P(A)). (1.3.4) 
称 (TI, 80,4) 为 测度 空间 族 (T、,%B、, pa), 入 EA 的 投影 极限 . 


引 理 1.3.1 设 (T,%80) 是 可 测 空间 族 (T、, 8、), 入 EA 的 投影 极限 , ya 是 (T、, 8、) 
上 的 测度 . 那么 在 (T, Bo) 上 存在 柱 测度 jo, 使 (T,%0,p0) 为 {(T、,B、, 4), 入 EA} 
的 投影 极限 的 充 要 条 件 是 {(T、, 胃 ,a), 入 EA} 成 为 相 容 的 测度 族 . 


证 ” 设 {(T、,B、,4、), 入 E A} 是 相 容 的 ， 作 好 0 上 集 函 数 jo 如下: 车 A4 Ee 
好, P_1(4) < 8B*, 规定 
po(P、 (4)) = ya(A). (1.3.5) 


今 证 yo 有 确定 的 意义 . 即 若 A € %8、, 4A'€ Bw 且 PrI(4) = Pj1(4'), 则 
px(A)= pa(A). (1.3.6) 


事实 上 , 这 时 有 X e A, 入 < 入 ,入 < 和 .根据 (1.3.1) 和 (1.3.2), 我 们 有 (PN )-14' = 
PvP 4)= PvPr14)= (PX )-14, 因此 从 (1.3.3) 得 到 


Ar(4) = AP ) 1A) =Av((R )4) = 人 (4 


这 就 是 (1.3.6). 这 就 得 到 (T,%%o) 上 的 柱 测度 yo ( 它 在 (T,B*) 上 的 可 列 可 加 性 容易 
由 ya 的 可 列 可 加 性 导出 ). 
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反之 , 设 (人 四 opo) 是 {(T、, B14a), 入 EA} 的 投影 极限 . 那么 任 取 4 e 他 , 当 
入 < 和 时 , 由 (1.3.2) 得 到 Pr1(4) = PrI(CPA )-14). 因此 由 (1.3.4) 得 到 


AAA(4) = Ho(PI(C4))= po( Po (PN) 14) = px (PM) A). 


这 就 得 到 了 测度 族 {U, 入 E Aj 的 相 容 性 . 
下 面 给 出 一 个 重要 的 例 . 


例 1.3.1 设 (To 外 ,ae 和 是 一 族 可 测 空间 , A 为 人 的 非 空 有 限 子 集 全 体 . 在 
A 中 规定 半 序 ( 称 之 为 自然 顺序 ) 如 下 : 若 入 XeA 且 入 C 和 X, 则 令 入 < ,显然 A 是 


回 上 半 序 集 . 对 每 个 Ne A, 作 乘 积 可 测 空 间 (TAX, 凶 \) = (¥ a: ) 特别 当 


入 只 含有 一 个 a 时 ,我 们 把 Tf、 与 Ta 一 致 起 来 . 当 入 = {oi,… ,am} 时 , 记 T 中 的 点 
为 wa == (wu ,wa 小 其 中 wo eTa .在 入 < MX 不 妨 记 X = {al)… ,am},m 之 nn. 
作 FTx 到 FA 的 映照 PA 如 下 : 


7 
Py (Wor, ,Warm ) 一 (wo , Wan) 


容易 看 出 这 族 映 照 {PX } 满足 相 容 条 件 (1.3.1). 称 {PN } 为 自然 投影 算 子 族 . 


令 工 为 乘积 空间 X Te. 对 每 个 we T, 用 wu 表示 w 的 a 坐标 . 对 于 每 个 
入 EAI 入 = {al,…. ,on}, 记忆 为 映照 


w 一 wA 王 (wa wa )， 


称 之 为 工 到 TA 上 的 目 然 投 影 , 特别 当 入 只 含有 单元 素 a 时 , 就 记 及 为 .容易 看 出 
{P} 与 {PN} 适合 关系 (1.3.2). 令 Bo 为 中 Borel 柱 全 体 . 那么 称 (T, B80) Wie 
空间 族 (Ta,8、), 入 Ee A 的 典型 投影 极限 . 这 时 , (T, 季 ) 就 是 可 测 空间 族 (T。, B64),a 
4 的 乘积 . 
设 jo 是 (Ta, 8B。) 上 的 概率 测度 . 对 每 个 Ae A, 和 = {Qi1,… ,an}, 我 们 令 j、 
是 (ITs, 总 、) 上 的 乘积 测度 NX Ho 那么 测度 空间 族 (TIT、, ,4、) 是 相 容 的 ， 根据 


Halmos [1], 在 (T, 区) 上 存在 着 乘积 测度 4 使 (T,%,p) 为 | 关 To X86, Xpo | 


我 们 把 y 限制 在 多 。 上 得 到 一 个 柱 测度 jo, 而 (T, 四 o, wo) 就 是 测度 空间 族 的 投影 极 
限 . 这 时 jyo 在 Bo 上 是 可 列 可 加 的 . 

一 般 地 说 , 对 于 一 族 相 容 测度 空间 族 (TA, 凶 ,AAA), 入 EA 的 投影 极限 (T, 0, p0)， 
我 们 最 感 兴趣 的 问题 是 柱 测 度 po 的 可 列 可 加 性 . 当 jo 是 可 列 可 加 测度 时 , po 可 以 
延 拓 成 o- 环 和 四 上 测度 jp. 上 面 已 经 举 出 了 一 个 最 简单 的 情况 , 在 上 述 例 中 jo 为 可 
列 可 加 的 . 

下 面 我 们 在 TT、 为 拓扑 空间 情况 下 来 研究 yo 的 可 列 可 加 性 . 
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定义 1.3.5 ” 设 (T,X\), 入 EA 是 一 族 拓 扑 空 间 , A 是 向 上 半 序 指标 集 . 又 设 
当 A, 入 EA, 入 < 入 时 存在 Tw 到 TT、 上 的 连续 映照 PX, 它们 满足 相 容 条 件 (1.3.1). 
则 称 {PX } 是 拓扑 空间 族 {(T、, 人 T、), 入 Ee A} 的 ( 相 容 ) 投影 算 子 族 . 

设 工 是 一 集 , 存在 着 TT 到 TA 上 的 映照 及, 它们 适合 如 下 的 条 件 : 当 入 X < 
A, 入 < 入 时 (1.3.2) 成 立 . 

再 规定 工 中 的 拓扑 如 下 : 对 每 个 和 eA, 记 


T= {Pr1(A)|A € T\}. 
记 3o = 中 .9 令 工 是 包 售 So 的 最 弱 拓 扑 . 那么 称 (PS 是 拓扑 空间 族 


入 EA 
{(T WT\), NE A} 的 (关于 投影 算 子 族 { 忆 ,A eA} 的 ) 投影 极限 显然 , 这 种 投影 
极限 若 存在 并 非 是 唯一 的 
这 时 , 如 果 对 于 任何 一 列 {AM} C A 
Al1 <A2<:.….<An<-:.…, (1.3.7) 


以 及 按 拓扑 TC ”的 闭 紧 集 玖 ， 


ED ED...D EE,D..., (1.3.8) 


只 要 每 个 肋 不 空 ，[ 】En 就 不 空 , 那么 称 投影 极限 (T, 3) 为 投影 完全 的 . 


n=1]1 

引 理 1.3.2 ” 设 人 ,3&) 是 Hausdorf 拓扑 空间 族 {(T, 人、), 入 EA} 的 投影 极限 ， 

如 果 对 任何 适合 条 件 (1.3.7) 的 一 列 {An} C A 以 及 任何 一 列 适合 条 件 (1.3.9) 的 元 
素 列 {én, 7 一 1,2,.…:}, 


btn ET， 当 m¥zn 时 PmE, 一 与， (1.3.9) 
必 有 & eT 使 得 对 一 切 wm 
Pné = En, 
那么 (T, 信 ) 是 投影 完全 的 . 
证 任 取 满 足 条 件 (1.3.7) 的 {An} CA, 及 满足 条 件 (1.3.8) 的 按 拓 扑 IT 闭 紧 
的 一 列 非 空 集 为. 今 证 站 妃 , 不 空 


人 一 二 
因为 户 ,, Em 是 (Th, Ta ) 中 的 闭 紧 集 而 且 当 m > n 时 Ps” 是 连续 映照 , 所 
以 PP,Em = PMA" PEm 是 (T,X ) 中 的 闭 紧 集 . 因此 , (Ts,,3,) 中 的 单调 非 空 
闭 紧 子 集 列 {Em,m = 1,2,…} 必 有 公共 点 &,. 
@ 称 zo 中 元 素 为 中 的 开 柱 . 
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由 于 外 € Py Bmsm = 1,2,.…, 所 以 Ph 门 Em 不 空 . 由 于 设 (T,X) 满足 
Hausdorff 公理 , 又 由 于 Po& 一 Pu (PM™) le, 所 以 Po 按 XA 为 闭 集 ， 因此 
P 刀 门 Bm 是 仅 ， 中 的 非 空 闭 紧 集 . 把 前 面 的 讨论 施 之 于 集 列 


Pit (|B oO.IO PEn I..., 
那么 {PB,(PH& 门 Bn),m = 2,3,…} 有 公共 点 &. 因此 
PYé2=&, é&€E PoEmn, m=2,... 
如 采 继 续 讨论 下 去 , 我 们 得 到 一 列 元 素 {6&,,n = 1,2,…》, 它们 具有 如 下 性 质 : 


当 m > nH Pa"én, = 6 € DP, Bm, (1.3.10) 
由 (1.3.10) 知道 {&、,,} 适合 条 件 (1.3.9). 因此 有 上 se 使 得 对 一 切 n,P& = &、. 因 
此 再 由 (1.3.10) 得 到 
Pt EP, PF,n=1,2,.... 
但 包 , 是 按 人 .的 闭 集 , 因此 上 < En,n=1,2,…, 即 门 EE 不 空 . 证 毕 


例 1.3.2 设 (T,XTo), ae 多 是 一 族 拓扑 空间 , 令 A 为 的 有 限 子 集 全 体 
所 成 的 集 族 . 按 例 1.3.1 的 办 法 规定 A 的 半 序 , 并 对 每 个 和 eh, 作 乘 积 拓扑 空间 


CTS) =| 和 Tu 和 To |. 特别 , 当 入 只 含有 一 个 a 时 , 我 们 把 入 和 a 一 致 起 来 


又 根据 例 1.3.1. 引进 投影 算 子 族 {PX }， 作 拓扑 空间 族 {(T。, 56),a € 各 的 乘积 
拓扑 空间 (T, 人 2). 又 按 例 1.3.1 引进 算 子 {P}. 容易 看 出 (T,3) 也 就 是 拓扑 空间 族 
{(Ta, 分 、), 入 EA} 的 投影 极限 , 称 这 种 投影 极限 为 典型 投影 极限 . 

下 面 引 理 中 , 设 (T,, 人 6),a € A 是 Hausdorf 空间 族 . 

引 理 1.3.3 ”典型 投影 极限 必 是 投影 完全 的 . 

证 ”只 要 验证 引 理 1.3.2 中 的 条 件 就 可 以 了 .， 任 取 满 足 条 件 (1.3.7) 的 序列 
{Xn} 2 A. 不 妨 设 


Mn = {Q1, 0, ,ak 上 CC A. 
厂 {6&%} 是 满足 条 件 (1.3.9) 的 元 素 列 , 则 必 有 nm。 ，e TI。 使 
En 一 {Mei , Ma 上 


作 & e 生 To 如 下 : & 的 第 aw 坐标 为 mm = 1,2,… ,而 的 别 的 坐标 可 以 任意 
选 定 . 显然 & 满足 条 件 (1.3.9). 因此 典型 投影 极限 满足 引 理 1.3.2 中 的 条 件 . 由 引 理 
1.3.2, (T, 3) 是 投影 完全 的 . 证 毕 . 


在 $4.3 中 还 要 举 出 满足 引 理 1.3.2 中 条 件 的 另 一 例 . 
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2 柱 测度 的 可 列 可 加 性 
我 们 先 就 一 般 情况 写 出 下 面 结 果 , 这 是 在 无 限 维 空间 上 构造 测度 的 基本 定理 . 


定理 1.3.4 ” 设 (TSA) 是 拓扑 空间 , (Ts, 好, 1a) 是 正则 概率 测度 空间 , 入 e A. 
设 {PX } 是 TW 到 TT、 上 的 相 容 的 投影 算 子 族 , 它们 既是 连续 的 又 是 可 测 的 . {P} 
是 工 到 T 的 相 容 的 投影 算 子 族 . 设 (T, 3) 为 拓扑 空间 族 (Ts, 人、) , 入 EA 的 投影 极 
限 , 而 且 是 投影 完全 的 . (T, B80, po) 为 相 容 的 测度 空间 族 (TT, %B、, na) , 入 EA 的 投影 
极限 . 那么 柱 测度 po 必 是 可 列 可 加 的 . 


证 ”根据 Halmos[1] 89 定理 F, 只 要 证 明 对 于 Bo 中 任何 一 列 柱 


B1 I B2DO:..……D Bn hI., 


当 
im Wo(Bn)=L>0 (1.3.11) 
时 ,有 [|】Bn 0. 


n= 二 1 


这 时 必 有 和 ne A, 使 Be 8 . 不妨 设 
A <A2<As3<:...<An<.:.:…. (1.3.12) 


事实 上 , 由 于 A 是 向 上 半 序 集 , 对 于 和 ,Xo 必 有 入 使 入 < 和 4,X2 < 为， 这 时 
Bs e BX。C 外， 因此 只 要 易 和 2 为 入 即 可 . 对 n= 3,4,… 也 一 直 如 此 处 理 , 因 
此 有 4。e 好、 使 B= P (An). 由 于 测度 jy、 的 正则 性 , 有 TA， 中 的 财 紧 集 
Cn € 他 和 使 CC A 是 


L 
HA,, (An, \ Cn,) < ont 
因此 由 (1.3.4) 得 到 
L 
Wo(Bn \ (Pi Cn)) < 元 HT (1.3.13) 
今 Eb,, = ( | (Po Cy). 由 于 PR Cn C Br, 和 
Bn \ En = |)(BnNPLC:) CCGBeNPAICA)， 
k=1 


k=1 


以 及 (1.3.13), 我 们 得 到 po(BaEs) < 和 再 由 (1.3.11) 得 到 


Ho (En,) 一 Ho( Bn) 一 Lo( Bn En) > >0. 
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由 此 妃 , 不 是 空 集 , 然而 轧 , 是 作 ” 中 的 闭 紧 集 , 且 
ED EOL.L.DE,D-.... (1.3.14) 


根据 拓扑 空间 (T, 人 2) 的 投影 完全 性 , 从 (1.3.12) 和 (1.3.14) 得 知 


L 
| 


不 是 空 集 , 因而 [ ] Bn 2 门 Bn 更 不 是 空 集 了 . 定理 证 毕 . 
了 一 | n= 二 1 


我 们 最 有 兴趣 的 是 如 下 的 (Kolmogorov 的 ) 随机 变量 存在 定理 . 


系 1.3.5 包 设 外 是 一 指标 集 , A 是 外 的 有 限 子 集 全 体 按 自然 顺序 所 成 的 向 上 
集 . 对 每 个 入 = {a1,… ,an} EA, 令 R\ 为 n 维 欧 几 里 得 空间 , 3、 为 R、 中 的 Borel 
集 全 体 所 成 的 o- 代 数 , 记 R、 中 的 点 为 z、= {zu za 设 ja 是 (R,,B、) 
上 的 概率 测度 , 而 且 {a, 入 Ee A} 是 按 如 下 的 意义 相 容 : 设 和 = {Qi1, 2,.*…* ,Qn} C 
{B81,… ,Bm} = 入 . 任 取 Ee B、, 则 


HCLZx {To , Ton } 和 E}) = pA(E). (1.3.15) 


令 T= 入 Ro, = 为 Bo, 那么 必 有 (T,%8) 上 唯一 的 概率 测度 j 满足 如 下 的 条 件 : 
当 A= {Qi1,.… ,Qn} E A, I z= {ro,0 € A}, EB eB\ WH, 


AtZ{tza ,Za } EE}) = pA(E). (1.3.16) 


通常 称 ya 或 由 py、 所 决定 的 R 上 的 分 布 函数 为 jy 的 有 限 维 概率 分 布 . 


证 ”由 于 / 作 是 Borel 测度 , 所 以 HA 是 正则 的 , 又 按 例 1.3.1 作出 投影 算 子 族 
{PX },{PA} 等 ,而 (1.3.15) 说 明了 {ja, 入 Ee A} 按 定义 1.3.3 是 相 容 的 . 利用 引 理 1.3.1 
作为 (T, Bo) 上 的 柱 测度 jo, 这 个 柱 测 度 满足 条 件 (1.3.16) 而 且 由 (1.3.16) 唯一 决定 . 
在 TA 上 取 欧 几 里 得 拓扑 TX、, 在 荆 上 取 乘 积 拓扑 3, 那么 (T, 人 3) 是 {ITASA)) 入 EA} 
的 典型 投影 极限 ( 见 例 1.3.2). 根据 引 理 1.3.3, (T, 人) 是 投影 完全 的 . 由 定理 1.3.4 知 
道 jw 是 可 列 可 加 的 , 然而 易 知 % 是 包含 B80 的 最 小 o- 代 数 , 因此 jo 可 以 扩张 成 
(T, 种 ) 上 的 概率 测度 j. 又 的 唯一 性 立即 由 yo 的 唯一 性 推出 . 证 毕 . 


我 们 还 可 以 把 系 1.3.5 用 另外 的 形式 叙述 . 下 面 我 们 简称 有 限 维 欧 几 里 得 空间 


中 这 里 的 一 些 术 语 见 例 1.3.1. 
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上 概率 分 布 的 特征 函数 号 为 特征 函数 ， 


系 1.3.5′ 设 & 是 一 指标 集 , 任 取 & 中 有 限 个 元 素 ol,…… ,an, 作 有 序 组 & = 
(al ,Qn) 9 , 令 三 是 这 种 的 全 体 . 令 { 玉 ,ee El 是 一 族 特 征 消 数 , 具有 如 下 的 
性 质 : (i) 右 上 一 (ad ,a2)， ) am ) 是 &€= (al ,om ) 的 一 个 置换 ， 则 


Fetor mt) 三 to ,to,): (1.3.17) 
( 刘 当 m >&n 时 ， 

(aa ,Qam) (tai) ,Ya 0， 0， , 0) 一 Fo,... ,on ) (toi) 0 , ta, ). (1.3.18) 
记 R。 为 1 维 欧 几 里 得 空间 , %。 是 Rs。 中 Borel 集 全 体 ,T = 办 Re, 中 = 从 Bo, 记 
T 中 点 z 为 {zua € 对. 则 必 有 (T,%) 上 唯一 的 概率 测度 p, 它 适合 如 下 的 条 件 : 

当 = (ai,… ,Qn) € 时 , 成 立春 
Fe (to, | , tan, ) 本 / ean t tenson)dp(z). (1.3.19) 

r 


证 设 和 为 的 有 限 子 集 ,将 和 中 元 素 任 意 排 成 一 组 & = (ai,a2z,… ,an). 根 
据 Fe 作出 R、 = Ro x Ros。 xX.… Xx Ro, 上 的 Borel 测度 je 如 下 : 


Fel(toa, “ , ta, ) 一 人 eilta1 Tal tttanTan) dpe (To ) ,Ta ). (1.3.20 ) 
é& 


利用 条 件 (1.3.17) 易 知 当 上 中 元 素 次 序 调换 时 ， 只 要 调动 相应 的 坐标 轴 仍 然 得 到 
相同 的 测度 . 又 由 (1.3.18) 可 以 推出 (1.3.15)， 事 实 上 , 者 & = {ai,… ,Qam} 2 
{Qi1,… ;Qn}, 则 作 测 度 


HelE) 一 We’ {(Tai,: ,Tam )|(Tas ,* ,Tan ) C E}, 


那么 
Fe (to, “"") ta,, 0,* ,0) 
— f- fe i(ta] Tol 十 … tton Tan) dpe (Xa, 。 。 , To, ) 
/  . / elto1Toi tttonToan) dye (To, 。。。 ,Za ). (1.3.21 ) 


@ 根 据 Bochner_Khinchin 定理 , n 个 变 元 xz = (zl,.… ,zn) 的 函数 p(z) 为 某 个 概率 分 布 的 特 
征 函 数 的 充分 必要 条 件 是 (i) w(x) 是 连续 的 ; (ii) gp(0) = 1; (Gii) w 是 正定 的 , 即 对 任何 一 组 点 
7(D),.…. ,zx(m) 和 复数 ,… ,cm 都 有 


》 ez -wD))d >0. 
k,l=1 | 
外 这 里 当 Q1, 0Q2,0Q3,°"" ,On 的 次 序 调动 ， 例如 改 成 Q2,01,03,."°: ,Qn 时 ， (Qi1, 02, 3 + ) On) 和 
(a2, Ql1,03,.'"',， Qn) 看 成 不 同 的 两 组 . 
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由 (1.3.18), (1.3.20), (1.3.21) 和 由 特征 函数 决定 的 测度 的 唯一 性 知道 
He’ = 人 


因此 (1.3.15) 成 立 ， 利 用 系 1.3.5 我 们 得 到 (T, 当 ) 上 唯一 的 测度 j, 它 满足 条 件 
(1.3.16). 


因为 己 , 入 = {Qi)… ,amn} 为 可 测 变 换 , 根据 (1.3.16), (1.3.20) 立即 推出 (1.3.19). 
证 毕 . 


3” 样本 测度 空间 


定义 1.3.6 设 6 = (0,3,4) 是 概率 测度 空间 , {za( ),a e } 是 6 上 一 族 
( 实 ) 随机 变量 , 我 们 也 称 {zo(”),a EA} 为 G6 上 的 随机 过 程 . 又 设 {zo( ),a € A} 
成 为 {0% 4) 上 的 决定 族 . 对 每 个 a e , 作 实 数 直 线 R。 和 其 上 的 Borel 集 全 体 
Bo. 令 TC X Rs, 为 XR 在 T 上 的 限制 . ze = zu(z) 表示 x eT 的 第 a 坐标 . 
如 果 (T, 3) 上 有 概率 测度 上 4 使 得 对 任何 有 限 个 ol,:… ,an 以 及 n 维 空间 Borel 集 
B 成 立 着 


AtZ(za ,Xan,) E BED) 

一 Powl(zas(w) Zan(w)) E ED}. (1.3.22) 
那么 称 (T,B,p) 是 (6 的 ) 相应 于 随机 过 程 {x6(w),a € 外}(w ego) 的 样本 概率 测度 
空间 . 也 称 {za(7x),a € Q}(z eT) 为 随机 过 程 的 样本 . 

引 理 1.3.6 ”样本 概率 测度 空间 必然 存在 . 
证 ”对 任意 有 限 个 {oi,… ,an} Cc, 作 n 维 空间 上 的 测度 : 


Ha oan} (E) = P({wl|(xo(w), ,Ta (w)) € E}) (1.3.23) 


容易 验证 测度 族 {futw wy {a1,… ;an} C 对 是 相 容 的 . 取 工 = 欠 R。, 根据 系 
1.3.5, 有 (T, 和 8) 上 的 概率 测度 使 (1.3.16) 成 立 , 而 (1.3.16) 与 (1.3.23) 合并 起 来 推出 
(1.3.22). 证 毕 . 


现在 顺便 给 出 后 面 要 用 到 的 , 由 样本 空间 测度 的 等 价 性 或 奇异 性 判别 原来 测度 
的 等 价 性 、 奇 异性 的 引 理 . 


引 理 1.3.7 设 (T,%B,ux),k = 1,2 分 别 是 概率 测度 空间 Gj = (9,%, Px),k = 
1,2 的 样本 概率 测度 空间 . 它们 的 随机 过 程 都 是 {ze( ),a e }, 而 且 这 随机 过 程 是 
Gr,k=1,2 上 的 决定 族 . 那么 Wl1 志 2 的 充 要 条 件 是 PP 和 < 忆 , 而 HW1 | Ha 的 充 要 
条 件 是 已 上书. 
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证 ”我们 作 9 到 TT 上 的 映照 yp:;w 一 z= {za(w),a eA} eT. 那么 yp 是 (9,%) 


uk(B) = P(g:(B)), k=1,2. (1.3.24) 


由 于 {za(w),a es 对 是 决定 集 , 而 {yp-1(B)|B e 8} 是 9 上 使 {zo(w),a e 对 为 可 
测 的 最 小 co- 代数. 对 每 个 已 < 和 必 有 了 Be 外 使 


P((E\yp (BB) J(p (BNE)) =0, k=1,2. (1.3.25) 


在 ji 世 jw2; 忆 (BEB) = 0, 今 证 户 (B) = 0. 设 Be 8 使 (1.3.25) 成 立 , 则 由 
(1.3.24) 和 (1.3.25)， 
kp2(B) = P(E)=0. 


因此 jy1(B) = 0. 再 由 (1.3.24) 和 (1.3.25) 得 到 
P(E) 一 HI 也 ) = 0, 


所 以 己 科 殊 . 其 余 的 部 分 留 给 读者 证 明 . 
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1 Kakutani 距离 的 初等 性 质 
我 们 引入 全 有 限 测 度 空间 的 一 种 有 用 的 距离 . 


定义 1.4.1 设 工 为 一 集 ,好 是 TT 的 某 些 子 集 所 成 的 oc- 代数 , mM(T, 8) 是 可 测 
空间 (T, 汉 ) 上 全 有 限 测度 全 体 , 任 取 m,n e MM(T, 和 3). 又 取 一 测度 re 9M(T,%B) 使 
m,n 对 于 > 为 绝对 连续 的 2. 记 


dm(w) dn(w) 本 
pn) = 四 (1.4.1) 


其 中 dm dn 分 别 表示 m 和 n 关于 7 的 Radon-Nikodym 导 函 数 . 称 p(m,n) 为 m 


d 
与 nn 的 Gatani 内 积 , 又 记 


四 [dm(w) [dn(w) 本 
dm,n) = 中 dr(w) 人 5 ) 


称 之 为 m 与 n 的 Kakutani 中 离 . 
这 种 7 总 是 存在 的 , 例如 取 = mm 十 m. 
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我 们 首先 注意 , p(m,n) 和 d(m,n) 实质 上 与 > 的 选取 无 关 
事实 上 , 对 (T, 各) 上 的 任何 可 测 函 数 f(w), 只 要 积分 


dm(w) Jdn(w) 
fi% dr(w) \ dr(w) drlw) 


存在 , 那么 这 个 积分 的 值 与 + 无 关 , 因为 如 果 男 有 7’ 使 


dm(w) J an(w) ，， 
[1% dr'(w) Hr (wo) 地) 


存在 , 取 7r” =r 十 7'. 那么 容易 算出 (1.4.2), (1.4.3) 都 和 


(1.4.2) 


(1.4.3) 


dn(w) 
dr’(w) 人 
相等 . 所 以 (1.4.2) 实质 上 与 无 关 . 今后 就 记 (1.4.2) 为 


dr’" (ww) 


/ f(w) Va dy. 
此 外 容易 看 出 d 与 p 之 间 具 有 关系 


d(m,n)” = m(T) +n(T) ~ 2p(m,n). (1.4.4) 
特别 当 m,n 为 概率 测度 时 , (1.4.4) 化 成 


d(m,n) = 2(1 ~ p(m,n)). 
又 d(m,n) 确 为 集 7(T, 光 ) 上 的 距离 . 
引 理 1.4.1 mM(T,%) 


两 个 测度 m,n 相互 奇异 的 充 要 条 件 是 m,n 的 Kaku 
tani 内 积 为 零 . 


证 ”我 们 知道 , 奉 p(m,n) = 0, 则 对 几乎 所 有 ( 按 测度 7) 的 


dm(w) dn(w) 
dr(w) dr(w) 


(1.4.5) 
、 J/, dm(w) _ ) dm(w) _ 

4 Pe ol 那么 m(4) = / 守 yo w) = 二 0， 然而 在 TN\4 上 
Hr) 0, 由 (1.4.5) 和 


导 知 在 TN\M4 上 dn(w) 


Fr 几 于 外 外 为 要 同样 地 得 到 ”(TNN\4) = 
0. 所 以 m 与 n 奇异 . 引 理 中 条 件 的 必 朗 性 也 可 以 类 似 地 证 明 证 毕 
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2” Kakutani 内 积 的 男 一 种 表示 法 

我 们 现在 要 避免 利用 Radon-Nikodym 导数 来 表示 Kakutani 中 离 . 这 在 后 面 第 
三 , 四 章 有 用 处 . 

引 理 1.4.2” 设 u,v 是 可 测 空 间 (G, 委 ) 上 的 两 个 概率 测度 . 设 了 是 G 的 一 切 
可 列 放 分 台 ,那么 jv 的 Kakutani 内 积 


p(t)= inf >》 VA(Er)v(Er). (1.4.6) 


{Ex}ES L 


车 G 是 拓扑 空间 , pv 又 是 正则 测度 , 则 (1.4.6) 中 的 $ 可 换 成 和 ,go 是 由 区 中 闭 
紧 集 组 成 的 一 切 可 列 训 分. 


证 ” 任 取 可 列 训 分 {Ek} EeE $$, 由 Schwarz 不 等 式 
人 Va av) < VE vr) 


立即 可 知 
PN rv) < >, V HBr)V (Er) (1.4.7) 
k 


再 作 (G,%8) 上 的 概率 测度 + = (4 十). 由 于 的， 是 非 负 可 测 函 数 
对 任 一 数 a > 1 作 可 测 集 


_ du(g) .kp -1 dv(g) .1 
Ex = gla*-! < — <a ,a < <a ，， 
| V drt) dr(g) 


其 中 ,i 是 整数 . 那么 


dp(9) | dv(g) 大 十 ! 一 2 
周 dr(g) | dr dr(g) > aT“r(Br), (1.4.8) 
aA) = 9 dr(g) < or( Bk) (1.4.9) 
vV(Exr1) < or(Er1). (1.4.10) 


由 (1.4.8)~ (1.4.10) 我 们 得 到 


| 
| Vi > HV (Be) (Ee) (1.4.11) 
中 即 $ 中 元 素 是 % 中 的 一 列 互 不 相交 的 集 {Ek}, 而 使 G- > Ek 按 测度 凡 > 都 是 零 集 . 
k 
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du(g) dz(9) du(9) dv(g) 
= te dr(g) 一 契 (g) > 中 一 t dr(g) > dr(g) -路 那 和 vB) = 


(有 到) = 0, 而 且 {及 , 记 } UU{Bkt} Ee $. 因此 由 0 4.11) 得 到 
OU ZW) > 五 并 VB v(Er) > = inf V HBr)V( Ek). 


(sD 


在 上 式 中 令 a 一 1, 并 利用 (1.4.7) 立即 得 到 (1.4.6). 
我 们 注意 , 奉 G 是 拓扑 空间 , jv 为 正则 测度 , 那么 对 任何 Be 8, 必 有 一 列 互 
不 相交 的 闭 紧 集 {及 ,1=1,2,…}, 使 及 cB 而 包 = 台 -~-》 岂 按 测度 4 与 v 都 是 
l 


零 集 , 由 Schwarz 不 等 式 有 


>》 VAR) VV(R) < 2 (Fi) ) | 2_,v(Fi) 
/之 0 /之 0 /过 0 


Vu(E)V(E). (1.4.12) 


因此 大 {Ex} GE 站， 必 有 {Pk} E $0 使 Frr CC Ex, 而 由 (1.4.12) 得 到 
> VAER)V(ER) > > Vu(Fr)v (Fa). 
k kl 


因此 
des 2 VE) 人 (可 > jp of > ,Vu(Fr)v (FY). (1.4.13) 
”天 
但 是  C 名 所 以 (1.4.13) 中 “>” 可 以 易 为 “=”. 引 理 证 毕 . 
3” 乘积 测度 的 Kakutani 内 积 


现在 先 考 察 有 限 个 有 限 测度 空间 的 乘积 空间 . 
引 理 1.4.3 设 T4,k 一 1,2,.… ,1 是 1 个 集 , 8B, 是 工 ， 中 子 集 组 成 的 o- 代 数 ， Lk 
和 vi 分 别 是 (Tk, Bs) 上 的 有 限 测度 . 记 (T*, B+) 为 乘积 可 测 空间 ( Xr X%), Hi 


与 vr 分 别 是 乘积 测度 Xp Xm 那么 


|) 
p(y ,7) = | ppr, wx) (1.4.14) 
k=1 


证 设 rk 是 (Tk, Bx) 上 的 有 限 测 度 ， Hp Uk < Tk. 作 ( 工 ; 季 ) 上 的 乘积 测度 
一 Xr 由 于 jw 久 rp, 所 以 Wr Ti. 同样 地 vr RT. 这 时 , 者 记 wi 一 
(wl， , WL ), Wh C Lx,w 和 Il, 那么 


dz) dpi) dui(wi) 


dr (wy ) ~ dri(wi) dri(wi) 


(1.4.15) 
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对 v* 也 有 类 似 于 (1.4.15) 的 等 式 . 由 此 立即 算出 (1.4.14). 


定理 1.4.4 设 (Tx, 凶 由 ,8 = 1,2,: “ 是 一 列 可 测 空 加 ]， pz 都 是 (T, Bi) 上 
的 概率 测度 . 记 (T,%8) = (Kr) = X pv = Xu 又 设 对 一 切 ,jwi 与 


vk 等 价 . 那么 么 与 v 或 是 相互 等 价 的 ， 或 是 相互 奇异 的 fh 与 ， 等 价 1 的 充 要 
条 件 是 I p(yvkp) > 0(= 0). 而 且 一 般 地 有 


(pv) = [| plpx, wt). (1.4.16) 
k=1 
证 ”利用 引 理 1.4.3 中 的 可 测 空间 (T*,%B*) 与 其 上 的 测度 / 心 ,好 我 们 首先 注 
意 , 由 (1.4.6) 和 p(UUk vi) <1,p(p DY = 1,2,- … 是 单调 减少 数列 . 因此 无 限 乘积 


OO 


ll pp vk) = lm pt v7) (1.4.17) 
1 


或 是 收敛 于 正 数 或 是 发 散 于 0. 因此 共 分 两 种 情况 : 
(i) lim p(yi, v7)=0 
这 时 , 对 任何 正 数 e, 必 有 自然 数 1, 使 


pi) < 


dp (7) < Ww) a 那么 


取 区 中 集 入 = { dr? (wr? ) ~ drt(w 


/Ax J 
1 (人 =/ -dri (w 
1( 1) A: dry (wx*) 可 站) 


QH (wr?) dv (wr) ，， 
rr (ot) drr (or) el (7 


< p(Ni,V) < Ee. (1.4.18) 


又 由 于 TTA* = {a 


dpi (WwW?) ~ dvi (wi) 得 
和 > 9 } ,我 们 得 到 类 似 于 (1.4.18) 的 公式 
dh? (WW?) dvr (Ww?) 
r+\A* drr (wr)d 
今 作 工 中 以 4* 为 基 的 柱 4 = {wl(wi,… ,wi) € 4 € 8, 其 中 wm 表示 w 的 
第 m 个 坐标 . 根据 乘积 测度 的 定义 , p(4i) = 启 (4}),v(41) = 到 (42). 由 (1.4.18) 和 
(1.4.19) 得 到 


(LI — Ai)< (1.4.19) 


L(Al) < E€, v(I、NA) < E€. 
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根据 §1.1 的 第 9 段 , 此 时 /与 > 互相 奇异 , 再 由 引 理 1.4.2, p(1,v) = 0, 所 以 (1.4.16) 
成 立 . 

(ii) lim plpi, vi) > 0， 

由 于 jw 与 vi 等 价 , 不 妨 取 rs = 内 我 们 注意 , 对 于 每 个 天 oi es 可 以 看 成 
Ww 的 图 数 . 和 而且， 知 记 


/A 
Var 


则 函数 yw e L2(T,B,v). 容易 算出 , 当 < 1 时 , 由 于 wx 与 办 关于 区 * 可 测 ， 
Ww) = Parke) 
一 9 6 dur (wr dp (WE) ， 3) | (1.4.20) 


dvr (wr ) dvx (wx ) 
再 根据 (1.4.14) 即 知 


dp (Wi) Auk (wR) 
dv? (Wi) dvi (wk) 


k l 
-人 T ct 1I Cuptwp) ， dv * (wt ) 


1 p=1 dvp (wp) p=k 二 1 dvp (Wp) 


一 1[ plHp, Vp)- (1.4.21) 
DP 二 kk 十 1 


( 
由 于 (1.4.17) 是 正 数 ， lim_ 由 p(w,wp) = 1. 因此 由 (1.4.20) 和 (1.4.21) 得 知 
D 二 kk 十 1 
{wj},!l = 1,2,… 为 Dr 好 ,7) 中 的 基本 点 列 , 它 在 7Z2(T, 委 ,>) 中 收敛 于 函数 vy 
设 4 € B*, 当 1 > m 时 记 ht ={fo onll wm € 4»)}, 又 记 4 = 
{w|(w1,. wm ) E 4 %}， 那么 


du* (w* 
Ap = lim (AD) = lim f ED qr) 


mm 1 之 mm > dri (wr ) 
QU (w 

li ! 

女儿 种 的 0 Vw) 


由 此 容易 验证 , 对 一 切 A ec %8, (4) = | 四 (wj)dv(w), 因此 六 关于 是 全 连续 的 , 而 
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且 和 5 = 蚁 () 类 似 地 v 关于 /是 全 连续 的 即 / 与” 是 等 价 的 , 而 且 


po = 人) 人 


dlr (ww i 
-器 二 和 dv(w) = lim 本 7 sf dvr (wr ) 


= lim plpi, Vi) 
一 Co 


因此 (1.4.16) 成 立 . 证 毕 . 


第 二 章 ” 正 泛 函 与 算 子 环 的 表示 


如 所 周知 , 赋 范 代数 上 正 泛 函 的 积分 表示 理论 是 局 部 紧 群 上 调和 分 析 的 基本 工 
具 . 事实 上 , 正 泛 函 的 积分 表示 本 身 就 是 抽象 调和 分 析 基 本 问题 之 一 . 在 本 章 中 用 
无 限 维 乘积 空间 测度 的 方法 给 出 较 广 泛 的 一 类 交换 线性 拓扑 代数 上 正 泛 函 的 表示 定 
理 , 揭示 出 正 泛 函 积分 表示 问题 与 无 限 维 乘积 空间 测度 的 联系 . 

由 于 我 们 后 面 要 讨论 非 局 部 紧 群 , 这 种 群 上 缺少 一 个 能 作为 调和 分 析 工 具 的 群 
代数 , 因而 通常 研究 局 部 紧 群 的 赋 范 代数 方法 就 失效 了 . 只 能 用 Hilbert 空间 上 交换 
弱 闭 算 子 代数 的 方法 , 在 82.4 中 介绍 这 种 代数 与 可 局 部 化 测度 空间 上 乘法 代数 的 联 
系 , 更 进一步 研究 可 局 部 化 测度 空间 的 性 质 . 其 中 的 结果 主要 是 作为 后 面 应 用 的 工 
具 . 
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1” 赋 半 范 代数 的 概念 

我 们 先 复述 一 下 “代数 ”的 概念 . 

定义 2.1.1 设 玉 是 一 集 , 其 中 的 元 素 用 x,y,z,… 来 表示 . 如 果 在 R 中 定义 
了 线性 运算 及 元 素 间 的 乘法 运算 , 它们 满足 下 面 的 条 件 : 

Gi) 五 成 为 线性 空间 (以 实数 域 或 复数 域 为 系数 域 ); 

(ii) 当 入 为 数 , x,y,z € R 时 , 和 (zy) = (Xz)y = x(XM), (zy)z = 2(yz), (2 + Y)z = 
ZZ yz,z(T++Y) = 2 + zy, 
那么 称 R 是 一 个 代数 , 我 们 有 时 也 称 它 为 环 . 如 果 对 任何 x,y e R 恒 有 zy = yz, 则 
称 RR 是 交换 代数 . 如 果 有 se RR 使 得 对 一 切 ze R,ze = zx, 则 称 e 是 R 的 单位 元 . 
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设 是 一 代数 , |z|,z e RR 是 RR 上 的 肾 数 (不 恒 为 0), 满足 下 面 的 条 件 : 当 和 是 
数 , zx,y € RR 时， 

(i) |z| 0， (i) |z +y| < |z| + lyl, 

Gii) jxAz| = |Allz|, (iv) |zy| < jz 
那么 称 lz| 是 尺 上 的 一 个 半 范 (在 Naimark [1] 中 , 称 为 对 称 拟 范 数 ). 

设 RR 是 代数 , {|zla,a e } (4 是 指标 集 ) 是 R 上 的 一 族 半 范 , 而且 对 每 个 
zx € R,z 关 0, 必 有 ae 久 使 |z|。> 0, 那么 称 RR 按 半 范 族 {lzlc,a es 由 } 成 为 赋 半 
范 代 数 (有 些 文献 上 也 称 这 是 局 部 可 乘 凸 代数 ). 

特别 当 你 中 只 有 一 个 指标 时 , 这 就 是 赋 范 代数 . 又 当 RR 中 只 有 可 列 个 指标 时 ， 
例如 4 是 自然 数 全 体 , 我 们 称 RR 按 {zn,n = 1,2,...} 成 为 赋 可 列 半 范 代数 . 又 当 
RR 具有 单位 元 e 时 我 们 常 假设 对 一 切 a, |el = 1. 

我 们 注意 半 范 也 是 R 上 的 一 种 拟 范 数 , 因此 R 按 拟 范 族 {|zla,a e 则 } 成 为 线 
性 拓扑 空间 ; 并 且 这 个 空间 中 元 素 的 乘法 运算 是 连续 运算 . 我 们 不 去 详细 地 刻 划 这 
个 拓扑 , 这 里 只 用 到 R 中 元 素 列 收 伍 的 概念 . 


定义 2.1.2 ” 设 尺 按 半 范 族 {|z|jo,a e 多 } 是 赋 半 范 代数 , {zm} 是 R 中 的 元 素 
列 , ze R, 如 果 对 每 个 a ec 都 有 


im [zm 一 Za = 0, 
那么 称 {zm} 收 伍 于 z, 记 为 zm 一 7. 设 {zm} 是 展 中 的 一 点 列 , 而 且 对 每 个 aw e 刚 ， 


lim |zn 一 Zmla = 0, 
n,m— 00 


那么 称 {zc} 是 R 中 的 基本 点 列 . 当 RR 中 的 每 个 基本 点 列 必 收敛 于 R 中 某 个 元 素 
时 , 称 RR 是 完备 的 2. 称 完备 赋 范 代数 是 Banach 代数 . 

设 / 是 尺 上 的 线性 泛 函 , 如 果 存在 有 限 个 指标 a1,… ,an e 及 正 数 M, 使 
得 对 一 切 ne RR, 成 立 着 

f(D) < Mmax (leles, ,lele,), 

那么 称 f 是 R 上 的 线性 连续 泛 函 

当 是 赋 可 列 半 范 {|zla,n = 1,2,…} 时 , 我 们 作 新 的 半 范 序列 {|z} 如 下 : 

zl = max (lz ,zl 

那么 |zli < lz < …, 而 且 这 两 个 半 范 序列 导出 相同 的 拓扑 . 因此 以 后 对 于 赋 可 列 
半 范 代数 , 我 们 总 是 假定 它 的 半 范 序列 {|z|a,n = 1,2,…} 适合 条 件 


9 在 线性 拓扑 空间 理论 中 称 这 种 R 为 序列 完备 的 . 
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此 外 容易 证 明 , 赋 半 范 代数 R 上 线性 泛 函 f 成 为 连续 的 充 要 条 件 是 : 对 于 尺 中 
任何 收敛 元 素 列 {zx},zn 一 z 恒 有 f(x) 一 f(z). 


2” 对 合 和 正 泛 项 的 概念 


定义 2.1.3” 设 RR 是 代数 , x 一 2 是 由 如 到 已 上 的 一 一 映照 , 它 满足 下 面 的 
条 件 : 当 A,y 是 数 , z,y e R 时 ， 

G) (Az 十 lg 六 = Mr* + 1， (29)* = 2 (i) (2*)* = 7, 那么 称 映照 > 一 x* 
是 R 上 的 一 个 对 合 . 这 时 称 z* 是 z 的 共 思 元 素 . 当 z = z* 时 , 称 x 是 自 共 思 的 . 


对 于 每 个 ze R，z*z 是 目 共 恩 的 . 当 R 具有 单位 元 e 时 , e 必 是 自 共 斩 的 . 事 
实 上 , 因为 e* = e*e 是 目 共 恩 的 , 故 e = (e*)* = e*, 即 e 也 是 自 共 斩 的 .对 每 个 
zx € R, 作 目 共 斩 元 素 


烤 


和 十 允 T— 7 
X72 = 一 -一 一 
2 i! 271 


则 z 可 以 写成 两 个 目 共 轿 元 素 zt, za 的 线性 组 合 


X11 一 


2 = v1 二 LT2. 


定义 2.1.4 设 丸 是 具有 对 合 的 代数 ,/ 是 尺 上 的 线性 泛 郴 , 如 果 对 一 切 x € RR， 
成 立 着 


f(x*) = jz)， (2.1.1) 
则 称 f 是 对 称 的 . 设 f 是 尺 上 的 线性 泛 函 , 它 满足 条 件 
f(x7x)20, zeER, (2.1.2) 


那么 称 f 是 正 泛 肾 
设 f 是 具有 对 合 的 代数 RR 上 的 正 泛 函 , 任 取 xz,y e R 及 复数 入 由 于 (2.1.2)， 
f(x°7) + Af (TY) + AF YT) + AMF (YY) 
= f((z+Ay) (z+ Ay)) 0. (2.1.3) 


又 因为 Flz*z) > 0, f(y*y) 0, 所 以 Af(zx*y) 十 和 f(yw*zx) 是 实数 , 因此 适当 选取 和 就 
知道 


f (xy) = f(y*7). (2.1.4) 
又 由 (2.1.3) 立即 可 知 , 当 z,y e R 时 ， 
fo < Vr) Vf (yy). (2.1.5) 


这 个 不 等 式 称 为 正 沁 项 的 Schwarz 不 等 式 . 
当 RR 具有 单位 元 e 时 , 在 (2.1.4) 中 取 y = e 得 到 (2.1.1). 换 句 话说 , 在 具有 单 
位 元 和 对 合 的 代数 上 , 一 切 正 泛 孙 都 是 对 称 的 . 
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定义 2.1.5 ” 设 RR 是 具有 对 合 的 赋 半 范 代 数 , {|z|。,a e A} 是 它 的 半 范 族 . 如 
果 对 一 切 a € ,x € RR 
Za = |zlo, (2.1.6) 


那么 称 R 是 对 称 的 赋 半 范 代 数 . 


我 们 注意 这 里 的 条 件 (2.1.6), 实质 上 只 是 限定 了 对 合 x 一 x* 的 连续 性 . 因为 当 
条 件 (2.1.6) 满足 时 x 一 x* 显然 是 连续 的 , 反之 , 若 对 合 z 一 z* 是 连续 的 , 我 们 把 
zlo 换 成 


1Z|。 一 max (|zla, 1Z |a)， 
这 样 得 到 新 的 半 范 族 {|z| 和 ,a e A} 并 不 改变 RR 的 拓扑 , 然而 |z*| = |z| 
3。 可 乘 线性 泛 天 


定义 2.1.6” 设 尺 是 具有 单位 元 e 的 代数 , f 是 R 上 的 线性 泛 聘 , 满足 条 件 
Qi) 当 x,y € RHW, f(zy) = f(z)f(y), 
(ii) fle)=1. 
那么 称 f 是 R 上 的 可 乘 线 性 泛 函 . 
可 乘 线 性 泛 函 f 也 就 是 代数 R 到 复数 全 体 的 同 态 映照 . 
在 本 书 中 , 我 们 感 兴趣 的 是 具有 对 合 的 代数 上 的 对 称 的 可 乘 线 性 泛 函 . 若 f 是 
具有 对 合 的 代数 尺 上 的 对 称 可 乘 线性 泛 函 , 那么 当 ze R 时 ， 


flazrz) = f(2*)f (2) = FE)f(z) > 0 


所 以 在 具有 对 合 的 代数 上 , 一 切 对 称 可 乘 线性 泛 函 是 正 泛 函 .后 面 我 们 要 在 某 种 赋 
可 列 半 范 代 数 上 用 对 称 可 乘 线性 泛 函 来 表示 正 谤 天 . 

我 们 把 对 称 可 乘 线性 泛 函 全 体 记 做 97. 

直面 要 用 无 限 维 乘积 空间 中 的 点 来 表示 对 称 可 乘 线性 泛 图 . 首 先 用 无 限 维 乘积 
空间 中 的 点 来 表示 实 线性 泛 函 . 

设 B 是 线性 空间 , {fze,6 e B} 是 8B 中 一 族 线 性 无 关 问 量 , 而 且 更 中 任 一 向 量 
必 是 {fze,6 e B} 中 有 限 个 向 量 的 线性 组 合 . 这 种 向 量 集 {x6, 6 e B} 是 存在 的 ( 尽 
管 不 是 唯一 的 ). 事实 上 , 令 $ 是 5 中 线性 无 关 问 量 集 & 全 体 所 成 的 集 族 , 在 全 中 规 
定 半 序 如 下 : 当 ,ne 人 久 且 Cn 时 , 记 & <. 利用 Zorn 引 理 可 以 证 明 $ 中 有 极 大 
元 , 而 这 个 极 大 元 就 是 我 们 需要 的 向 量 集 . 这 个 向 量 集 {x6,6 e B} 称 做 更 中 的 线 
性 基 . 

当 线 性 空间 更 选 定 线性 基 {fze,6 e B} 后 , 对 8 上 的 每 个 线性 泛 函 f, 我 们 得 
到 一 族 数 {f(zg),8 € B}); 反之 , 任意 给 定 一 族 数 {wa,B8 € B}, 则 有 B 上 唯一 的 线性 
泛 函 使 f(z6) = we,B8 € B, 这 个 泛 函 f 的 形式 是 


f (cpi7p8i + :+ cB, TB,) 一 colU6 + :+ Cp, UB,. (2.1.7) 
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因此 得 到 线性 泛 函 全 体 与 数组 {wg, 8 e B} 全 体 之 间 的 一 一 对 应 

特别 , 设 R 是 具有 对 合并 具有 单位 元 e 的 代数 , 更 是 R 中 自 共 罗 元 素 全 体 , 屠 
么 下 是 实 线性 空间 而 且 e e 6. 这 时 对 R 上 的 每 个 对 称 线性 泛 函 限 制 在 8 上 时 得 
到 B 上 的 实 线性 泛 函 . 反之 , 下 上 的 每 个 实 线性 泛 函 f 可 以 唯一 地 延 拓 成 R 上 的 
对 称 线性 泛 函 , 只 要 定义 


就 好 了 . 

作 5 的 线性 基 {Xs,B <e B}, 不妨 设 其 中 0€ B,zo = e (单位 元 ). 令 4= B—{0}. 
对 每 个 指标 6 e 4, 作 一 个 实数 空间 Eo. 又 令 Eo 是 只 含有 实数 1 的 单元 素 集 . 作 
空间 族 { Epo,6 e B} 的 乘积 

E= XE, (2.1.8) 
BeB 

其 中 的 点 记 做 w= {wp,B e B},wg 是 久 的 8- 坐标 , ug e Eg. 根据 (2.1.7), 作出 五 
上 满足 条 件 f(e) = 1 的 对 称 线性 泛 函 f 与 we EE 之 间 的 一 一 对 应 . 我 们 把 相应 的 f 
与 v 一致 化 , 那么 对 称 可 乘 线性 泛 函 全 体 名 就 可 看 成 玉 的 一 个 子 集 . 

取 Tp8, Ta', 0 CE 也 ， 由 于 26) 726 € Rh, TBTH' 形 如 VY ++ 72,Yy,Z E 中 . 因此 有 复数 
族 {c6 gp,k& B} 一 一 其 中 只 有 有 限 个 不 是 0 一 -使 


L828’' 一 > ,cB vk. (2.1.9) 
k 


相应 于 关系 式 (2.1.9), 我 们 作 的 子 集 9%a,p,, 它 是 EE 中 满足 条 件 
UBUB' = 2》, CBB UR (2.1.10) 
k 


的 后 w= {wp,B € B} 的 全 体 (例如 oo = 忆 )， 


引 理 2.1.1 R= ()】 mg,p. 
B,8’'EB 


证 设 ve 们 | Msp'. 设 f 是 相应 于 ww 的 线性 泛 函 ( 见 (2.1.7)). 若 x,ye RR 
B,B’EB 
必 有 两 族 数 {Xe,6 e B}, {&8,B8 & B} (其 中 只 有 有 限 个 不 是 零 ) 使 得 
0 一 》 Xezp y 一 >》 6o'7Zp/ 
B p' 
则 利用 (2.1.9) 得 到 


k 
LY 一 >》 C88' NBEB' Tk. 
CR 
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由 于 此 时 对 于 一 切 8, 8',w 满足 (2.1.10), 所 以 由 (2.1.7) 得 到 


f(zy)= 》 cgprukAagp' = 》 U6AMeup'Epo' = f(7)f(Y). 
B,B’,k B,B’ 


所 以 f 是 满足 条 件 f(e) = 1 的 对 称 可 乘 线性 泛 图 , 即 ve 缴 . 


反之 , 设 ue 蛛 , 则 相应 的 泛 函 f 具有 可 乘 性 , 将 f 作用 于 (2.1.9) 式 两 边 , 我 们 
就 得 到 (2.1.10). 这 样 一 来 u € Mg 60,O €B. 即 gt C 会 Mtg 6. 证 毕 . 


B,B， 
我 们 在 每 个 Es 中 取 欧 几 里 得 拓扑 ( 即 欧 几 里 得 距离 导出 的 拓扑 ), 在 中 取 乘 
积 拓扑 , 那么 
mM 是 的 闭 子 空间 . (2.1.11) 


事实 上 , 这 时 对 每 个 6 e B, 映照 v 一 ug 是 上 的 连续 函数 ,因此 ww 一 
UBUB’ 一 >》 cBGrU 也 是 连续 函数 , 它 的 零 空 间 Wg,p 是 闭 集 . 由 引 理 2.1.1 立即 得 


EB 


k 
到 (2.1.11). 
互 在 MM 上 导出 的 相对 拓扑 称 为 mm 上 的 弱 拓 扑 , 今后 如 果 没 有 特别 声明 , % 上 
都 是 取 这 个 弱 拓 扑 , gr 按 这 个 拓扑 是 Hausdorf 空间 . 
下 面 我 们 再 仿照 把 线性 空间 舱 和 第 二 共 斩 空 间 的 想法 , 把 R 中 的 元 系 看 成 叫 
上 的 函数 . 详 言 之 , 对 每 个 ze R, 作 员 上 的 函数 £2(f), fe€ 9 如 下 : 


令 良 是 上 述 的 这 些 函 数 全 体 , 按 通 常 的 线性 运算 及 乘法 , 户 成 为 代数 . 我 们 又 在 BE 
上 引进 对 合 一 2* 如 下 : 


(£2)*(f)= 2(f), f eM. 
那么 映照 z ，$ 成 为 R 到 外 的 同 态 映照 而 且 保持 对 合 关系 : 


我 们 为 了 方便 起 见 以 后 就 将 2(f) 改写 为 z( 了 ). 

当 gt 上 赋 以 弱 拓 扑 时 , 对 每 个 ze R, RR 中 的 元 素 z(f),f€ WM, 是 质 上 的 连续 
函数 . 事实 上 , 这 时 有 复数 组 cp,，,… ,cp 一 一 n 是 一 有 限 数 , 61,… ,Bn e B, 一 一 
使 得 多 一 ,C62p,, 因此 

v= 二 1 


7 


z(f)= > cpup,, up, = f(zp,). 


v=1 


它 是 ve ,ve … ,us 的 连续 函数 . 因此 z(f), fe 0M, 按 弱 拓扑 是 连续 的 . 
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4” 一些 例 
我 们 再 给 出 后 面 用 到 的 一 些 例 . 
贡 函 数 的 线性 运算 及 乘法 , R 成 为 具有 单位 元 1 的 交换 代数 . 当 z e 4。 时 我 们 规定 
z* 为 如 下 的 整 函数 : 
2Z (21 ， “…，，。 , Zn ) 一 2Z (2 ， … , Zn ). 
显然 z 一 x* 成 为 4,, 上 的 对 合 . 我 们 现在 来 求 出 4,, 上 的 对 称 可 乘 线 性 泛 函 全 体 . 


fzo: 7 一 2Z(20)， 


容易 看 出 fo。 是 4. 上 的 对 称 可 乘 线 性 泛 函 . 反 过 来 , 设 f 是 4 上 的 对 称 可 乘 线性 
沁 困 , 由 于 函数 z, € An,v = 1,2,.…. ,7 Zz* 二 zy, 记 


2 一 f(z), 
则 加,v = 1,2,.… ,n, 是 一 组 实数 . 将 4,, 中 每 个 函数 z(z) 展开 成 宕 级 数 


7(z) = >》 Qviv (2 一 好) 和 (2 一 3) 
Vl, ,Un 


则 


T(z) = Z(21 ,2n) + ,9k(Z) (zk — oR) 
k=1 


其 中 
gk(z) = >》 QO..0vg. vn (Zh — ZE) (zn Zo) k=1,2,... 


vk 之 1 


都 是 整 函 数 , 即 gi € 4 因此 当 六 e 9% 时 , 由 f (zx) = z0 得 到 


f(x) = 2(2, ,20) + > f(gr)f (zx — 2)) = foo(z), 
k=1 
这 里 z? = (z?,… ,20). 因此 
20 一 一 fz0 
实现 了 n 维 实 空间 RE 到 7 的 一 一 映照 , 如 果 我 们 把 zo 和 fzo 一致 化 , 那么 RR 与 
一致 化 ， 即 当 f 一 fz0 时 , 
z(f) = zx(2"). 
中 即 在 整个 ” 维 复 空 间 上 解析 的 函数 . 
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我 们 又 可 以 在 4。 上 规定 一 列 半 范 @ |zl。a = 1,2,…… 如 下 : 


zla = Iz(z)|. 
,nN 


[zy {av=1,2,... 
这 样 , A 按 {|zls,a = 1,2,…} 成 为 赋 可 列 半 范 代数 . 这 时 , 4 中 元 素 列 {zk} 收 
敛 于 z 的 充 要 条 件 就 是 {xi(z)} 内 闭 地 均匀 收敛 于 zx(z). 还 可 以 证 明 4h, 是 对 称 的 ， 
完备 的 . 

我 们 注意 , 4。 是 一 个 典型 的 交换 对 称 赋 半 范 代数 . 理由 如 下 : 大 R 是 任意 一 个 
完备 的 、 对 称 的 、 具 有 单位 元 的 赋 半 范 代数 . 任 取 定 yi,… ,yn € R. 当 yp € An 时 ， 
将 po 展开 成 笑 级 数 

p(z) = >》， Qn Zr. 


Lv] Vv 
[av [er ”0 Cr < OO， 
Z1 ,Ln 


因此 对 于 任 一 a E 包 


SY ol yn < oo 
U1 ,Un 


再 利用 代数 R 的 完备 性 , 级 数 


> Qtvnyl Yn 
V1 ) ,Lr 


收敛 于 R 中 的 元 素 , 记 它 们 为 
p(Y1) | , Yn ). 
这 时 有 
p(Y1, “0 , Yn) 一 PP (1 ) Yn) 

特别 当 yi,… ,yn 是 R 中 自 共 轿 元素 时 , op 一 p(y1,… ,yn) 成 为 An 到 RR 中 保持 对 
合 的 同 态 映照 . 这 个 映照 的 像 记 做 RR.…,y,. 

例 2.1.2” 设 五 是 内 积 空 间 , 好 (万 ) 是 了 吾 上 线性 有 界 算 子 全 体 . 按 算 子 的 运算 ， 
站 (万 ) 成 为 代数 , 它 以 恒 等 算 子 7 为 单位 元 . 当 4 e %( 五 ) 时 , 我 们 把 4 的 共 思 算 子 
记 做 4*. 那么 4 一 4* 是 名 ( 瑟 ) 上 的 对 合 . 又 好 (万 ) 按 算 子 范 数 及 上 述 对 合成 为 对 
称 赋 范 代 数 , 对 每 个 £ e 号 , 作 委 ( 瑟 ) 上 的 沁 隆 

Fe(A)= (Aé,é€), Ae%B(H) 


这 是 (五 ) 上 的 连续 正 泛 函 . 
巴 这 里 的 半 范 [zla 实际 上 是 范 数 
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我 们 称 名 (五 ) 以 及 它 的 子 代数 为 空间 太 上 的 算 子 代数 , 有 时 也 称 做 算 子 环 . 其 
中 的 范 数 及 对 合 都 是 按 例 2.1.2 中 的 规定 . 
在 本 书 中 最 重要 的 一 类 正 泛 函 是 下 面 的 例 . 


例 2.1.3” 设 5S 是 一 紧 的 拓扑 空间 . C(S) 是 9 上 连续 函数 全 体 按 通 党 的 函数 
运算 , 范 数 
z| = may |z(s)|, wz € C(S), 


及 对 合 z 一 z*;x*(s) = z(s),C(S) 成 为 具有 单位 元 1 的 、 变 换 、 对 称 Banach 代数 
设 吧 是 5 的 闭 子 集 全 体 张 成 的 o- 代 数 , 六 是 (3, 季 ) 上 的 ( 非 负 ) 全 有 限 测度 , 那么 
Jo) = | a(0)dn(s), se cls) 

是 C(5) 上 正 连 续 泛 函 . 事实 上 , 这 也 是 C0(5) 上 正 泛 函 的 一 般 形式 . 
例 2.1.4 设 呈 是 具有 单位 元 和 对 合 的 代数 , 是 它 的 对 称 可 乘 线 性 泛 函 全 体 
按 弱 拓扑 所 成 的 拓扑 空间 . DD 是 中 的 紧 子 集 , % 是 由 D9 的 闭 子 集 张 成 的 D9 中 的 
o- 代 数 , j 是 (D,%B) 上 的 ( 非 负 ) 全 有 限 测度 . 那么 泛 函 
f(z) = [ zr(M)du(M), zeR (2.1.12) 
名 


有 确定 的 意义 . 事实 上 , 由 于 ze R 时 , z(M) 是 M 上 的 连续 函数 , 也 是 D 上 的 连 
缕 盟 数 , 因而 是 有 界 的 , 又 限制 在 呈 上 时 , 它 是 (DD, 和 8) 上 的 可 测 函 数 , 所 以 (2.1.12) 
右边 积分 存在 . 容易 验证 


f(z*z) = 人 jz(M)l2au(M) >0， zeR. 


所 以 /是 R 上 的 正 泛 函 . 下 一 节 在 某 些 情况 下 , 可 证 明 (2.1.12) 是 R 上 正 泛 函 的 一 
般 形 式 . 


例 2.1.5 设 Q = (G,%B,n) 是 测度 空间 , Lx(9) 是 Q 上 本 性 有 界 的 可 测 函 数 
全 体 , 按 通常 的 线性 运算 及 乘法 成 为 代数 . 又 规定 当 z e L>(Q) 时 


zl = 本 性 上 办 |z(g)l; x”*(g)= 7(9), ge G; 
那么 L%(Q) 成 为 具有 单位 元 的 完备 的 对 称 Banach 代数 
5” 连续 函数 代数 
我 们 先 引进 一 个 记号 . 设 f 和 9 是 两 个 函数 , 记 
f Vg9= max(f,g), f Ag= min(f,g). 
下 面 是 连续 函数 空间 中 的 一 个 一 般 副 近 定 理 . 
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定理 2.1.2 (Stone-Weierstrass)” 设 啤 是 一 紧 空 间 , ROM) 是 MM 上 的 实 连 
续 函 数 全 体 , 按 范 数 ||p|| = max Ip(M)| 所 成 的 Banach 代数 . 设 8 是 R( 哆 ) 的 闭 
子 代数 , 满足 如 下 条 件 @:; 对 于 rN 中 任何 两 个 不 同 点 M,N, 必 有 peEQ 使 yw(M)= 
0, p(N) = 1. 那么 8 即 是 RO%). 

证 “(1) 先 证 当 € Q 时 |p| e Q. 事实 上 , 对 任何 正 数 s, 必 有 多 项 式 P 使 得 
当 |t| < |lyl| 时 ， 

tl P(E)| < > (2.1.13) 
令 万 由 = P(t) 一 P(0), 则 马 是 没有 常数 项 的 多 项 式 . 因为 @ 是 代数 , 因此 PP(wp) < 
Q. 又 由 (2.1.13), aax ltl — PD < > 十 IP(0)| < e， 因 此 对 一 切 M e ,由 
引入 | jw 
2 < llgl| 得 知 
IpI(M) — Po(¥)(M)| < es 
即 |||yp| 一 Po(yp) 咱 <e. 然而 8 是 闭 的 . 因此 lol s @. 


由 是 , 当 py EQ 时, pV»= 2p 一下 6g, 同样 地 pAweQ 

(2) 我 们 注意 , 对 员 中 任何 两 点 M,N, 有 wp EQ 使 wv(M) = 0,p(V) = 1 调 
换 N, MM 的 位 置 即 知 有 % es Q@ 使 %N) = 0,w(M) = 1， 因 此 对 任何 数 a,b, 函数 
ap +bwy EQm(ap+ow)(M)= 0b, (ap + WwW)(N)= a. 

对 任何 z(M) e C(M)， 任 取 M,N e 叫 ) 由 上 所 述 有 函数 zww < Q 使 
ZMN(MI)=ZUI 人 ZWMNOV) = 7r(N). 因此 开 集 


UMN 一 {ZAN(V) < zr(u) + e}, 
VMN 一 {vlzmN (vu) > Tz(u) 一 本 
都 包含 M,N. 然而 {UN|M e MM} 是 MM 的 开 和 覆盖 族 , 因此 有 Mi,… ,Mn € 使 
Um,NU…UUwwn DM. 由 (1), 孙 数 
ZN = TMUN A YM,N 人 A zmn €E , 


那么 对 一 切 we gzw( < zw)+e. 记 W = 八 Viww, 那么 Vw 也 是 N 的 


环境 , 而 且 当 vw € Vy 时 zn(x) > zZ(u) —&. 类 似 地 又 存在 有 限 个 Vry,，,"… ,Vn 使 
yw UU…U Vy > rr. 再 由 (1), 函数 


t= ZN VrNns VViN, EQ. 
但 这 时 就 有 


zu) —e<iu) <Iu) te vEM. 


- 


可 以 证 明 这 个 条 件 等 价 于 对 9% 中 任何 两 个 不 同 点 M, N, 有 pe Q 使 p(M) 关 p(N), 又 对 任 
何 Me 纪 有 ecQ 使 %M) 尖 0. 
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Bh ||z 一 z|| <e. 然而 8 是 闭 集 , 所 以 ze Q. 证 毕 


系 2.1.3 ” 设 C(M) 是 紧 空 间 咬 上 复 值 连续 函数 全 体 所 成 的 对 称 赋 范 代数 ( 见 
例 2.1.3). 设 5 是 C(9m) 的 对 称 闭 子 代数 , 如 果 对 9% 中 任何 两 个 不 同 点 M, N, 必 有 
pw E55 使 yp(M)=0,w(N)=1, 那么 5S = C(O9%). 


证 令 Q 是 5 中 的 实 函数 全 体 , 那么 Q 是 RM) 的 闭 子 代数 . 对 任何 M,N < 
gt M 关 NN. 由 假设 有 pe 5 使 PLM) = 0,w(N) = 1. 因为 5 是 对 称 的 , 5 e 5, 因此 
y= 人 < Q. 这 时 仍 有 yw(M) = 0,w(N) = 1. 因此 @Q 满足 定理 2.1.2 中 的 条 件 ， 
因而 8 = RD 对 于 任何 re C(9D ,zi 二 za - 2 都 在 RD 中 , 因而 
在 Q 中 由 是 x = zl 十 和 zy € 9, 即 9= CM). 证 毕 . 
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我 们 首先 证 明 具 有 单位 元 的 、 对 称 、 完 备 、 赋 可 列 半 范 代数 R 上 正 泛 函 f 的 连 
续 性 . 这 里 线性 泛 函 的 连续 性 和 通常 的 意义 一 样 , 即 对 于 RR 中 收敛 于 0 的 任何 一 
列 元 素 {zn} 恒 有 f(zn) 一 0 


引 理 2.2.1 设 RR 是 具有 单位 元 e 的 、 对 称 、 完备、 赋 可 列 半 范 代数 . 又 设 / 
是 RR 上 的 正 泛 函 , 那么 f 是 连续 的 . 


证 不 妨 设 f(e) = 1. 我 们 用 反 证 法 . 若 f 不 是 连续 的 , 则 必 有 一 列 {z%} c 
RR,zn 一 0, 但 f(zn) 大 0. 不 妨 设 (必要 时 选 出 {zw} 的 子 列 ) 


E= inf f(zn)| > 0. (2.2.1) 
在 Schwarz 不 等 式 (2.1.5) 中 令 z = zy = e, 则 
|f (zr)| < V f(T Tn). 


因此 由 (2.2.1) 得 到 /zxzn) > e2. 又 因 zx 一 0, 所 以 zx 0. 令 y= Fe 1, 风 


Yn, = yn, tr 一 0 f (Yn) = 1. 


当 zz eR 时 , 记 和 Ni(z) = max(|zjn,1)8. 由 于 ,一 0, 必 可 以 取出 {y,} 的 子 列 
{zn} 使 
Qn = Nn(z1)+ (Nn(z2) 十 (Nn,(z3) 十 (… 十 (Nn(zn_1) 十 2 机 ))) 
—{Nn,(Z1) + (Nn(z2) + (Nn (zs) 十 (… 十 (Nn (zn-2) 
FN (sm)?)? 9) < 去 (2.22) 


中 这 里 {zln,n = 1,2,…} 表示 R 的 半 范 数 . 
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事实 上 , 在，… ,1 都 已 取 好 , zw = yn, 而 且 使 (2.2.2) 当 n= 1,2,… ,1 一 1 时 成 
立 . 只 要 取 kh > ku-1 使 lykili 充分 小 , 则 当 a = yn, 时 (2.2.2) 对 n= 7 也 成 立 (由 于 

lim lynlt = 0, 这 样 的 必 总 可 以 取 到 ). 于 是 子 序列 {24} 已 取 好 

作 RR 中 的 元 系 
和 二 和 十 (22 十 (Z3 十 (十 22 (2.2.3) 
数 多 项 式 记 为 P(t1,… , 妃 ). 容易 看 出 , 和 ,一 入 _1 也 是 z1,… ,zm 的 正 系数 多 项 式 ， 
这 个 多 项 式 中 以 复数 包 代 z, 时 所 得 的 正 系数 多 项 式 记 为 5%(t1,… ,tn), 那么 吻 知 
| 和 Am 可 Mn_iln < On (|z11n,, 四 , [Zn |n ) 
< Sn(Nn(21),° ,Nn (Zn-1), |znln) 
一 = P(Nn(z1), 机 Ne) [zn|n) 
一 1(Nn (z1), , Nn (Zn—1)) 


= Qu < 元 (2.2.4) 


由 此 可 见 {Aw} 成 为 RR ee 点 列 , 它 必 收 钙 于 RR 中 的 一 个 元 素 记 为 x1. 由 于 
Zu = ,Mn = NY, 因此 x1 = 
令 入 == 甩 十 (z8 十 (z4 十 CC 十 (zm-1 十 台 ?>…)?)?)?. 那么 和 (2.2.4) 类 似 地 可 以 
证 明 
Mn — Mn iln < Nn(z2) + (Nn(z3) + (+ (Nn(zn-1) + zn ln) i )) 
一 {Nn(22) 十 (Nn(Z3) 二 (二 (Nn (Zn-2) 
+Nan(2n-1)*)?.… )2)2} 
= Qn{Nn(z2) + (Nn(z3) + (i: 


+(Nn(2n-1) + Izn| ) 2 
tNn(z2) + (Nn(z3) + (: 
+(Nn(zn-2) + Nn(2n-1)°) jp 


于 和 X， 一 2 十 X2 所 以 
X1 = Z1 十 X2. 


一 直 继续 下 去 , 就 得 到 环 R 中 的 一 列 元 素 {xn} 适合 


和 人 一 Xp Xn=2nt+Xirl n=1,2,... (2.2.5) 
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由 Schwarz 不 等 式 (2.1.5), 并 注意 到 xx = x,,， f(e) = 1. 我 们 得 到 
xn) < f(x2). (2.2.6) 
又 由 f(zn) = 1 和 (2.2.5) (2.2.6) 得 到 


f(x1) ZF1+ f(x2) 21+(1+ f(x3))? > 
>1 十 (1 十 (1 十 … 十 (1 十 f(xn)2)?2:….)2)2>>n 


对 一 切 ”成 立 , 但 这 是 不 可 能 的 . 因此 f 是 连续 的 . 证 毕 . 


系 2.2.2 ”在 引 理 2.2.1 的 假设 下 , 若 R 的 半 范 族 {|z|。,a = 1,2,…} 又 适合 条 
件 |zli < |zlz < …, 则 必 有 自然 数 a 和 正 数 使 得 对 一 切 z e R 成 立 着 


f(z)| < clzlo. (2.2.7) 
证 ”如果 不 然 , 对 每 个 a Sup f(z)|/lzla = co. 因此 对 每 个 nn 有 ze RR 使 
Tla0 


f(zn) = 1, |znl, < > 但 这 时 显然 有 z。 0. 这 和 f 的 连续 性 矛盾 . 证 毕 . 


有 例 说 明 这 个 引 理 不 能 推广 到 赋 不 可 列 个 半 范 的 代数 上 . 
我 们 注意 , 不 等 式 (2.2.7) 还 可 以 准确 化 , 使 它 成 为 


f(z)| < fle)lzlo (2.2.8) 
事实 上 , 重复 使 用 Schwarz 不 等 式 (2.1.5), 并 利用 (2.2.7) 可 以 得 到 


ja 入 入 (orz)j2” ) 
和 je 六 cr((zrz)2 la) 机 


令 m 一 o0 就 得 到 


ls fle) lm“VIGzrz)2 | (2.2.9) 


然而 |(z*z)2” |。 < |z*|2” |zl2 ”= |z|2”, 因此 由 (2.2.9) 立即 推出 (2.2.8)， 
特别 当 RR 是 赋 范 代数 时 , (2.2.8) 即 为 


f(r) < fle)lzl, zeR, (2.2.10) 


其 中 |z| 为 R 上 的 范 数 . 这 时 的 不 等 式 (2.2.10) 可 以 相当 简单 地 证 明 ( 见 Naimark 
[1]) 如 下 . 
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设 z 是 目 共 固 的 而 且 |z| < 1. 考察 二 项 式 级 数 


(1- 和 ?=1-5- 丰 太一 (2.2.11) 
而 当 入 = 1 时 (2.2.11) 右边 收敛 . 于 是 容易 看 出 级 数 
y 一 ee (2.2.12) 


(2.2.12) 是 指 按 范 数 收敛 . 由 于 在 RR 中 |z|=|z*|, 从 z 的 自 共 斩 性 导出 y 的 自 共 力 
性 . 易 知 y? =e 一 xz. 但 由 了 的 正 性 fly2) = f(y*y) > 0, 因此 


f(z) < fle). 
由 此 可 见 对 于 R 中 任何 自 共 斩 元 素 ,，(2.2.10) 成 立 . 再 利用 Schwarz 不 等 式 和 z*z 
的 自 共 斩 性 得 知 对 一 切 ze RR, 成 立 着 
f(r)P < fle)f(z*z) < fle) zz < je) zh 


这 就 是 (2.2.10). 
但 是 这 个 证 法 显然 不 能 推广 到 赋 可 列 半 范 代 数 . 


引 理 2.2.3 ” 设 4, 是 nn 变 元 整 函数 的 代数 ( 见 [ 例 2.1.1]), 又 设 f 是 4。 上 的 
正 泛 函 ,， f(1) = 1. 那么 必 有 m” 维 实 空间 R, 中 的 有 界 闭 集 D 以 及 D 上 的 概率 测度 
/使 得 当 yp < 4。 时 ， 
fp) = 人 eaan(o) (2.2.13) 
D 
日 满足 (2.2.13) 的 是 唯一 的 . 


证 ” 设 |wpla,a = 1,2,… 是 例 2.1.1 中 所 规定 的 4。 上 的 半 范 族 . 根据 例 2.1.1 
和 系 2.2.2, 必 有 正 数 c 和 自然 数 a 使 得 不 等 式 (2.2.7) 对 一 切 ze An 成立 . 


t .Zi 一 112 十 .十 如 2 
作 函 数 w(t) = f(exp (it .z)) e An， 由 f 的 连续 性 得 到 y(t) 对 t 的 连续 性 .又 
(0) = 1 设 t0,1=1,2,… ,kk 是 RR 中 任意 有 个 点 ,上 ,人 是 任意 个 复数 , 记 


k 
7(z) = >》 &exp (itt) . z). 
l=1 


DVD — tan, = f(r*7) > 0, 
l,m 
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其 中 tO 一 tm) = (9 一 区 ,t0 一 tt )， 所 以 vw 又 是 正定 函数 .由 Bochner- 
Khinchin 定理 , 在 R,, 上 存在 唯一 的 概率 测度 /使 


fleit®) = | eitzqdp(z). (2.2.14) 


自 完 证 明 测 度 5 集中 在 R, 的 子 集 D = {zl| 包 | < a 十 1,v = 1,2,…,n} 上 . 作 函 数 
列 
人 十 im)? 


| Eom), m= 1,2,...,， 
容易 算出 4, 中 的 元 素 


Oo 2 
hm(z) = / etiz1gn,(ti)dt1 = exp (和 十 9 人 21 一 | . (2.2.15) 


我 们 注意 (2.2.15) 中 的 积分 按 A 中 拓扑 收敛 , 因此 在 (2.2.14) 中 取 t= (#1,0,:… ,0)， 
并 在 (2.2.14) 两 边 乘 以 gn,(t1) 后 再 对 tt 进行 积分 , 左边 利用 f 的 连续 性 , 右边 交换 
积分 得 


一 -时 +m 
f(hm) = 人 hm(z)du(7z) > 1/ dnu(7). (2.2.16) 
由 于 |hmls < e 空 ,在 (2.2.16) 中 令 m 一 co, 利用 (2.2.7) 即 知 (2.2.16) 左边 有 界 . 但 
右边 除非 / e- 革 dn(z) = 0, 否则 不 可 能 是 有 界 的 ， 


因此 半空 间 > a 1 的， 测度 为 0 再 进行 类 似 的 讨论 就 知道 测度 “集中 在 
DF. 
所 以 我 们 此 后 在 (2.2.14) 的 积分 中 把 忆 ， 换 成 D. 将 (2.2.14) 两 边 作 运算 


DR 十 … 十 fn 
Di .. .Oth™ 


容易 证 明 这 个 运算 作用 到 (2.2.14) 左边 时 , 可 以 放 到 f(-) 的 里 面 , 而 这 个 运算 与 
(2.2.14) 右边 的 积分 运算 可 交换 . 因此 再 令 t = (0,:… ,0) 即 得 知 (2.2.13) 对 于 yp(z) = 


] | zx 成 立 ， 因 而 (2.2.13) 对 任 一 多 项 式 成 立 ， 再 由 于 f 的 连续 性 和 多 项 式 全 体 


在 4,, 中 的 稠密 性 推出 (2.2.13) 对 一 切 pe 4， 成立， 至 于 测度 /的 唯一 性 可 由 
Bochner-Khinchin 定理 中 测度 的 唯一 性 推出 . 引 理 证 毕 . 

利用 82.1 中 关于 对 称 可 乘 线性 泛 东 的 表示 通过 Kolmogorov 定理 可 以 将 引 理 
2.2.3 推广 到 更 一 般 的 代数 上 , 见 定理 2.2.4, 这 是 迄今 为 止 , 以 抽象 形式 表述 的 最 一 
般 定 理 . 


定理 2.2.4 设 R 是 具有 单位 元 的 对 称 交 换 完 备 赋 半 范 代 数 , M 是 R 的 对 称 
可 乘 线性 泛 函 全 体 所 成 的 拓扑 空间 . 又 设 f 是 R 上 的 正 泛 函 , f(e) = 1. 那么 存在 
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9 的 紧 子 集 Kj, 和 纲 : 上 唯一 的 概率 测度 / 使 得 
f(z) = 人 rT(M)dux(M) (2.2.17) 


对 一 切 zx € R 成 立 . 


证 ”利用 82.1 的 方法 , 任意 选取 R 中 由 自 共 斩 元 素 组 成 的 线性 基 {fze,6 € B}. 
对 已 中 任意 固定 的 B1, “ , Dn 及 An, 中 任意 函数 p(Z1, “ , Zn), 作出 vb | , TBn ). 
通过 f 作 4。 上 的 泛 函 


WP 下 Jp(Z6i， 机 , TBn ))- (2.2.18) 

由 于 yp 一 p(xp,,… ,2B。) 是 An 到 环 RR ,.…,zs,( 它 的 意义 见 82.1) 的 保持 对 合 的 同 

态 , 所 以 (2.2.18) 是 4。 上 的 正 泛 函 . 由 引 理 2.2.3, 存在 n 维 实 空间 Eg, x:… x 五 6， 

中 的 有 界 闭 集 号 o,…,6。 及 集中 在 其 上 的 唯一 概率 测度 wo, 6。, 使 得 当 yp e 4 时， 
JP(Z6i， , TBn )) 


/ PluB1) | ,Un ) dHB1,... Bn (ug, 四 , UB )- (2.2.19) 
Dp1,... ,Bn 
由 于 当 m > n 时 ， 


fe ttin ven) dp, ,Bn (Wp, “*， , WB, ) 


— (esi(tazel+… 十 如 Zpn)] __ (etttazpl 二 二 加 7pn 十 0 TBn+1I 十 十 OZpm) 


— fe tttnuen) dpg,... ,Bn (Wg, , WB )) 


这 族 有 限 维 空间 上 的 概率 测度 {16,,…,p,,B1,… ,Bn es B} 是 符合 的 . 不 妨 设 (2.2.19) 
中 的 Dp， ( 取 n= 1 的 情况 ) 为 |ug,| < de. 由 于 测度 族 {wg,.… a,} 的 符合 性 易 知 
测度 we6,… 6, 集中 在 有 界 集 |ug,| < ge,,v = 1,…,n 上 . 由 Kolmogorov 定理 ( 系 
1.3.5), 存在 D9 = 多 Ds 上 唯一 的 概率 测度 jy 使 得 对 于 任何 相应 于 指标 81,… ,Br 
及 以 Borel 集 Q 为 基 的 Borel 柱 Q 成 立 着 nu(Q@) 二 181,…,8,(@)， 因 此 ， 我 们 从 
(2.2.19) 得 到 

fplep 208s) = 人 po ,ups dp(u) (2.2.20) 


设 {c6g'} 是 (2.1.9) 中 的 一 族 数 . 由 (2.1.9) 和 (2.2.20) 我 们 得 到 
| (wug — pcg up) du(u) = (zeze — csa rr)) = 0. (2.2.21) 
但 可 测 集 DN%hgpi( 见 82.1) 是 使 (2.2.21) 中 被 积分 函数 大 于 0 的 点 wu 全 体 . 因此 


nu(D\ Mgg) = 0. (2.2.22) 
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我 们 把 9% 看 成 万 = 六 Es 的 子 集 . 今 证 习 门 昨 的 到 外 测度 居 ( 人 四 站 种 ) 为 1 
设 了 = JT 是 中 一 列 开 柱 的 和 而 且 适 合 


n= 二 1 


1 ODNM. (2.2.23) 


根据 Halmos [1], 只 要 证 明 wp) = 1, 那么 外 测度 J*(D 门 9m) = 1. 
因为 全 = 的 9p, 而 Dg 为 欧 几 里 得 直线 上 的 紧 集 , 由 Tychonof 定理 ( 见 关 泌 


直 站) D 是 互 中 的 紧 集 . 令 An 为 从 》、Tw, 它 是 台中 的 闭 柱 . 由 (2.2.23), 我 们 
有 v=1 
DNM { | An =0. (2.2.24) 


n=1] 
今 证 必 有 A。 和 有 限 个 Ra, ,8 ，,… ,gto ea 使 
l 


DNMA, 全 Mg, ,8 = 0. (2.2.25) 


不 然 的话 , 全 中 团子 集 族 {D Nn Mp,p', 8， B' < B}U {An ND,n = 1,2,...} 中 任意 
有 限 个 集 有 公共 点 ， 由 D9 的 紧 性 得 D NN An | aaa # G, 而 由 引 理 2.1.1, 这 
n= 二 1 
和 (2.2.24) 了 矛盾. 因此 (2.2.25) 成 立 . 但 是 由 (2.2.22) 有 GNI 全 mo, = 0. 


Z 一 工 


1 
由 An na c EN [ |p,,ps 得 到 


L(AnND)=0. 
但 是 j*(D) =1, 所 以 p(An) = py*(AnmD) = 0, 即 得 jy(T)=1. 因此 yw*(DN9%M)=1. 
再 利用 $1.1 第 一 段 的 方法 , 我 们 把 /集中 在 紧 集 号 mg 上 , 这 样 由 (2.2.20) 立 


印 寻 出 (2.2.17). 至 于 测度 5 的 唯一 性 可 由 jg,.… 6, 的 唯一 性 立即 得 到 . 证 毕 
利用 (2.2.17) 立即 可 知 定理 2.2.4 中 的 正 泛 函 适 合 不 等 式 


f(z)| < fle) sup |z(M)|. (2.2.26) 
MEM 


下 面 我 们 再 利用 (2.2.10) 研究 对 称 Banach 代数 的 对 称 可 乘 线性 泛 函 空间 . 


定理 2.2.5 ” 设 玉 是 具有 单位 元 的 、 对 称 Banach 代数 , MM 是 它 的 对 称 可 乘 线 
性 泛 函 全 体 按 弱 拓扑 所 成 的 拓扑 空间 , 那么 t 是 紧 空 间 . 
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证 ”利用 82.1 的 方法 把 % 嵌入 到 空间 EE 中 . 我 们 注意 82.1 中 曾 说 过 , MM 中 
的 元 素 也 是 R 上 的 正 泛 函 , 利用 (2.2.10) 立即 可 知 , 当 De B 时 ， 


lug| < |zal. (2.2.27) 
令 Cg 是 Bg 的 紧 子 集 {ugllug| < |zal}. 由 Tychonoff 定理 , C = 办 cs 是 拓扑 空间 
万 的 紧 子 集 , 由 于 (2.2.27), 9 C C. 在 82.1 中 又 说 过 员 是 巨 的 闭 子 集 , 因此 mt 作 
为 紧 集 的 闭 子 集 , 它 本 和 号 也 是 紧 的 . 证 毕 . 

现在 利用 定理 2.2.4, 2.2.5 给 出 Hilbert 空间 上 交换 对 称 算 子 环 的 结构 . 


定理 2.2.6 ” 设 五 是 一 个 Hilbert 2 空间 RR 是 玉 上 某 些 线 性 有 界 算 子 组 成 的 交 
换 对 称 完备 算 子 代数 , 日 单位 算 子 Te R. 令 MM 是 及 上 的 对 称 可 乘 线 性 泛 函 全 体 所 
成 的 紧 Hausdorff 空间 , CM) 是 上 上 复 信 连 线 函 数 全 休 所 成 的 函数 环 那么 映照 


A— AM), Me (2.2.28) 
是 R 到 CO%) 的 对 称 等 距 同 构 上 映照 . 


证 ” 当 A e RR 时, 4A(M),M eM 是 C(9%) 中 元 素 , 这 种 元 素 全 体 记 做 R. 那么 
(2.2.28) 是 R 到 RE 的 对 称 同 态 映照 . 对 于 任何 ze H, 作 R 上 的 正 泛 函 


fr(A)= (Az,7x), AEeR. 


由 (2.2.26)， 
fr(A“A)< max |A(M)| fz(D), 


因此 


A = 4A = sup £7 < pe AODF, 


再 由 (2.2.10) 得 到 |4(M)| < || 此 地 M e MM. 所 以 


A = max |A(M) 


因此 (2.2.28) 是 R 到 让 的 等 距 同 构 映 照 , 由 于 R 是 对 称 的 完备 的 , 认 也 是 对 称 的 完 
备 的 , 即 是 CGMN) 对 称 闭 子 代数 . 对 于 mM 中 任何 两 个 不 同 点 M 和 NN, 必 有 AeR 使 

A(M) A# A(N). 令 9p= A — ANY’ 则 pe€ R,p(M) eR, 而 yp(M)=0,p(N)=1. 
根据 系 2.1.3, R 即 是 CO9%N). 证 毕 


82.3 ” 弱 闭 算 子 代数 的 基本 概念 


1? 代数 好 (五 ) 上 的 各 种 拓扑 
设 HH 是 Hilbert 空间 , (HH) 是 五 到 五 的 线性 有 界 算 子 全 体 按照 算 子 的 运算 
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所 成 的 代数 . 又 在 名 (H) 上 引进 对 合 : 4 一 4*, 其 中 4* 是 4 的 共 斩 算 子 . 下 面 我 
们 在 涩 (五 ) 引进 各 种 拓扑 : 

I. 弱 拓 扑 . 对 任 一 ho e 外 (万 ), 任 取 正 数 e 及 瑟 中 的 元 素 户 ,fn; p41 ,pn 
称 


U(Ao; f1,:… ) fn, P1,* , Pn, €) 
= {Al|(A— Ao)fr, pr)| < ek =1,...,n} 


为 ho 的 弱 环境 . 以 上 述 类 型 的 集 的 全 体 作为 环境 基 , 我 们 得 到 (五 ) 上 的 一 个 拓扑 ， 
称 它 为 弱 拓 扑 . 一 般 说 来 , 这 个 拓扑 并 不 满足 第 一 可 列 公理 . 当 5 C 外 (五 ) 时 ,5 按 弱 
拓扑 的 包 记 为 51. 容易 看 出 好 (万 ) 按 弱 拓扑 成 为 线性 拓扑 空间 ， 当 固定 B e B(H) 
时 , 乘法 运算 4 一 BA, 4A e 8(H) (以 及 4 一 4B, 4A e 8(H)) 是 连续 的 , 然而 对 弱 拓 
扑 来 说 , 运算 (4, B) -4B 并 不 是 %( 瑟 ) x 器 ( 瑟 ) 到 名 (五 ) 的 连续 映照 ( 见 例 2.3.1). 
因为 |((4 一 A0)fr, pn) = |(fr, (4* 一 .43)opl, 对 合 映照 4 一 A* 关于 B(H) 的 弱 拓 
扑 是 连续 的 . 

II. 强 拓 扑 . 对 任 一 ho e 站 (万 ), 任 取 正 数 se 及 五 中 有 限 个 向 量 方 ……… , f, 作 集 


V (Ao; 万 , fn; E) 一 {Al||(A — Ao)fxl < e,k = 1,2,.… ,人 上 


称 它 是 ho 的 强 环境 . 用 上 述 类 型 的 集 的 全 体 作 为 环境 基 , 我 们 得 到 名 (五 ) 上 一 个 
拓扑 , 称 之 为 强 拓 扑 , 它 一 般 地 不 满足 第 一 可 列 公 理 . 当 5 C 好 (五 ) 时 , 记 5 按 强 拓 
扑 的 包 为 52. 吕 ( 五 ) 按 强 拓扑 仍 为 线性 拓扑 空间 . 当 固 定 B e %(H) 时 , 乘法 运算 
A 一 4B( 以 及 运算 4 一 BA) 都 是 连续 的 , 然而 对 强 拓扑 来 说 , 运算 (4, B) 一 4B 
仍然 不 是 种 (五 ) x (万 ) 到 种 (HH) 上 的 连续 映照 ( 见 例 2.3.1). 不 但 如 此 , 按 强 拓扑 ， 
对 合 映照 4 一 4* 也 并 不 是 连续 的 ( 见 例 2.3.1). 
III. 一 致 拓扑 . 在 82.1 中 我 们 已 经 说 过 茹 (万 ) 按 算 子 范 数 成 为 对 称 Banach 代 
数 . 由 范 数 导出 种 (五) 上 的 一 个 拓扑 , 当 ho e 8( 瑟 ) 时 , 形 如 
{Al|A — Aoll < e} 


的 集 全 体 组 成 在 ho 的 环境 基 , 这 个 拓扑 称 为 一 致 拓扑 . 这 个 拓扑 满足 第 一 可 列 公理 ， 
而 且 按 这 个 拓扑 , 加 法 、 乘 法 及 对 合 都 是 连续 的 . 当 5 c 外 (五 ) 时 , 5 按 一 致 拓扑 的 
包 记 为 53. 

显然 好 ( 互 ) 的 弱 拓 扑 弱 于 强 拓 扑 , 强 拓 扑 弱 于 一 致 拓扑 . 一 般 说 来 , 这 三 个 拓扑 
彼此 各 异 ( 见 下 面 的 例 ). 当 5 Cc 好 (五 ) 时 , 显然 
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例 2.3.1 设 互 是 可 析 的 Hilbert 空间 , {ey},v = 12… 是 五 中 的 完备 就 范 

直 交 系 . 作 算 子 0 如 下 : 当 z eH 时， 


UZx = >_(z, ev+1)ev. 


v=1 
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显然 0 <1. 置 4;, = TV 则 当 ze 互 时 ， 


OO 
An7 = >》 (7， Ey+n)ev, 


v=1 
那么 eAnzll* = > |(z,eb)|” 然而 >, (zet = zl|* < 00. 所 以 对 每 个 ze 万 ， 
k=n 二 1 大 一 工 


lim |4uzll = 0 
即 {4。} 按 强 拓扑 收敛 于 零 . 但 是 容易 算出 4 的 共 斩 算 子 是 


Anzx 一 y ev )Ev+tn, 
vv 二 1] 
于 是 | 4*zl| = jizjl, 即 {4*} 按 强 拓扑 不 收敛 于 零 . 这 说 明了 两 点 : (i) 映照 4A 一 A* 
按 强 拓扑 是 不 连续 的 , (i) 名 (五 ) 上 的 强 拓扑 与 弱 拓 扑 并 不 一 致 . 


又 由 于 4,4* = [一 一 恒 等 算 子 , 并 且 {4,} 按 弱 拓扑 也 收敛 于 零 . {4*} 按 弱 拓 
扑 也 应 收敛 于 零 (因为 4 一 4* 按 弱 拓扑 是 连续 的 ), 然而 {4A 4A*} 不 收敛 于 0, 因此 
按 弱 拓 扑 乘法 (4, B) 一 4B 是 不 连续 的 . 
再 来 说 明 按 强 拓 扑 (4, B) 一 4B 也 是 不 连续 的 . 任 取 f € 8,||f = 1, 正 数 
e <1. 作 B(H) 中 零 的 强 环 境 了 (0; f,e). 只 要 证 对 于 0 的 任何 两 环境 
V (0; 万, , fp, E1) 及 (0;.P1 , Pq, £2) 
必 可 在 其 中 分 别 取 两 算 子 4 和 B, 使 得 它 的 积 ABeV (0; f,e). 取 正 数 6 < 


那么 上 34%prl = 名 pxll < ez. 因此 


£2 
max|lpxl| 
Pk 


6A” E YY(0;.p1 ,Pa, £2), n= 1,2,.…. 


对 于 这 个 5, 取 no 充分 大 使 | < ck 二 -12 那么 


1 
FAno EV(0; fi,:… , fo, £1). 


然而 这 时 了 == ($A) .664* jeV(0; fa). 证 毕 
2 von Neumann 代数 


定义 2.3.1 设 呈 是 名 (H) 的 子 环 , 而 且 是 对 称 的 ( 即 当 Ae RR 时 4" e 且 , 弱 
闭 的 , 且 恒 等 算 子 Te R, 那么 称 R 是 五 上 的 弱 闭 算 子 环 (代数 ). 


中 有 些 文献 上 称 之 为 von Neumann 代数 . 也 有 的 文献 上 称 对 称 弱 闭 的 算 子 环 R (并 不 假设 Te RR) 
为 弱 闭 算 子 环 或 W*- 代 数 . 
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议 SC 好 ( 万 ), 称 包 含 5 的 最 小 弱 闭 算 子 环 为 5S 张 成 的 弱 闭 算 子 环 , 记 成 R(5). 

由 于 奢 干 个 弱 闭 算 子 环 的 通 集 仍 是 弱 闭 算 子 环 , R(S) 是 包含 5 的 一 切 弱 闭 算 
子 环 的 通 集 . 

设 SC 个 (万 ), 记 5S = {4*|Ae 5}. 令 5S' 是 与 SLJS* 中 算 子 交换 的 一 切线 性 
有 界 算 子 组 成 的 集 . 容易 看 出 5S' 是 弱 闭 算 子 环 . 而 且 3' 具有 下 面 的 一 些 性 质 : 

站 大 Si1C52 则 SyC 581. 


(ii) SC 9 . 
我 们 用 3" 表示 (5)', 8” 表示 (5”),… , 那么 
ii) 9 = 58"= SV=...,S"= SV = SSVI 


事实 上 , 在 (i) 中 令 51 = 5, S52 = 3 即 得 SC S'. 又 在 (ii 中 以 3 易 5 即 
得 S'C S”. 结合 起 来 得 到 3S' = 35. 其 余 类 推 . 

我 们 用 R.(S) 表示 包含 8 的 对 称 、 按 一 致 拓扑 闭 的 且 含 有 恒 等 算 子 的 最 小 算 
子 环 . 在 SUS* 中 加 入 恒 等 算 子 后 再 做 有 限 次 代数 运算 得 到 一 算 子 代数 , 再 取 按 一 
致 拓扑 的 闭 包 即 是 R.(S). 容易 证 明 

(iv) 9 = (Ri(S)) = (R(S)). 

再 由 于 (ii), S” 是 包含 5 的 弱 闭 算 子 环 , 因此 又 有 

(v) R(S) CS". 

定理 2.3.1 设 Sc 外 (万 ), 则 R(S) 是 环 R.(S) 按 强 拓 扑 (也 是 按 弱 拓扑 ) 的 
包 而 且 

R(S)= 5". (2.3.1) 

证 ”任意 取 定 Ao e SS”, 今 证 明 Ao。 e R,(S)?. 即 是 说 要 证 明 ho 的 任何 强 
环境 V(ho; 10,… , f90,e) 必 含有 R,(S) 中 算 子 . 作 nn 个 五 的 直接 和 空间 五， 
H@HE@.……@H 0. 对 每 个 Be R(S), 作 H, 中 向 量 


fa = {Bf?,Bfy,:.. ,BAo}. 
这 种 fp,B e R.(S), 全 体 作 成 五 , 的 线性 子 空间 E. 令 EB° 是 巨 在 HH, 中 的 包 ( 按 


HH 中 范 数 ); 这 是 五 ,, 的 线性 闭 子 空间 . 令 PP 为 五 , 到 E?° 的 投影 算 子 . 我 们 作 五 


DD 一般 地 说 , 设 玉 是 Hilbert 空间 , n 是 一 个 势 (基数 ), 任意 作 一 势 为 n 的 集 A. 设 z= {za, 和 E 
A} 是 和 A 上 取 值 于 五 的 向 量 函 数 ( 即 ze 万) 而 且 满 足 条 件 
> |zxl2 < ce， 
入 EA 
这 种 函数 z 全 体 记 做 责 . 在 FH 中 规定 线性 运算 如 下 : 当 a, 6 是 数 时 afzx, 入 E A} 二 Of, 和 <E 
A} = {aza 十 Bya, 入 EA}, 那么 万" 成 为 线性 空间 . 又 在 HH 上 规定 内 积 如 下 : 


({za, A EA}, {ya 和 8 EAD = >》 (za). 
和 


容易 证 明 , FH 按 上 述 线性 运算 和 内 积 成 为 Hilbert 空间 , 称 之 为 m 个 互 的 直接 和 . 当 n 是 有 限 数 
时 , 记 A = (1,2,…,n) 而 {za, 和 A EA}= {21,.. ,rn}. 
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中 算 子 Pr 如 下 : 当 f eH 时 , 令 Pnif 是 向 量 


P{0, 0,.…: , 0, f,0,.…- , 0} 
Na 


mC—1 
的 第 1 个 分 量 , 容易 看 出 Pn e B(H). 今 证 Pre 5'. 
任 取 C e R,(S), 作 如 上 的 算 子 C 如 下 : 


C{fi,:… , fn} 一 {Cfi,.… ,Cfn}. 


当 0, Be R(S) 时 , Cfp = fcsB € BE. 因此 马 是 C 的 不 变 子 空间 , 从 而 B° 也 是 C 
的 不 变 子 空间 , 所 以 

PCP = CP 
然而 C* 也 属于 R.(S) 而 且 C* = C*, 在 上 式 中 以 C* 易 C, 再 作 共 恩 算 子 得 到 
PCP = PC. 因此 当 C e R,(S) 时 ， 


CP= PC. 
因此 
{CPnif,CPm2f,::. ,CPnnf} 
= CP{0,.…. , 0, f,0.…- ,0} = PC{0,.…: , 0, f, 0,.… , 0} 
_1 
= P{0,.……- , 0, Cf,0,.…: ,0} = {Pn1Cf,…… , PnnCf}. 
这 就 得 到 了 下 面 的 结论 : 


当 C € R(S) 时 ， PniC = CPm, 
也 就 是 Pu e (R.(S)) = 5. 因为 ho € S"”, Pniho = AoPn. 
由 于 Te R(S), 了 ?= fie EB?°, 因 此 Pf? = 9, 所 以 对 每 个 1 氏 
fr = >, Pnifn,. 
mm 二 1 


因此 ， 
Aof? = 》 AoPmfd, = 》 PnAofd, 
二 1] 


7 =1 


即 是 Pf4。 = f4o, 或 是 说 fas e Bo. 因此 有 Be R,(5), 使 


Sho BA? = fp- faol? < e2， 
i=1 
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这 就 证 明了 4o e (RS5))2 C (R.(S))! C R(S). 所 以 
Ss” C R(S). 

又 由 性 质 (v) 得 到 5S” = R(5), 再 由 95/ C (R.(5))? C (R(5))! C R(S) 知道 
(R.(S))? = (R.(S))! = R(S). 证 毕 . 

系 2.3.2 设 尺 是 妇 ( 万 ) 中 对 称 子 环 且 Te R, 则 Ri = R2. 

证 ”由 定理 2.3.1, Ri = (R.(R))? = (RS3)? = R?. 

系 2.3.3 设 M 是 弱 闭 算 子 代数 , 则 M = MM". 

证 ”因为 M 是 弱 闭 算 子 代数 , R(M) = M. 由 (2.3.1) 得 到 系 2.3.3. 


系 2.3.4 设 4 是 Hilbert 空间 上 的 有 界 自 共 思 算 子 , {PRA} 是 4 的 谱系 , 奇 
M 是 HH 上 弱 闭 算 子 代数 , 则 当 4 e M 时 , Pe M. 寿 M 是 按 一 致 拓扑 财 的 算 子 
代数 , 则 当 PP e M, -oo < 入 < oo 时 , AeM. 


证 若 Ae M,BeM', 则 因 B 与 4 交换 , 必然 B 与 P 交换 , 由 系 2.3.3， 
Pe AM = M. 若 M 是 按 一 致 拓扑 闭 的 算 子 代数 , 且 对 一 切 和 PE M, 必然 有 一 
个 分 点 组 列 已 , : {和 89, 和 I",…. ,和 中}, 使 算 子 序列 


A, = >》 A(™) (Pm) 一 Po ) EM 


v=1 


一 致 收敛 于 4, 即 A e MM. 证 毕 . 
设 M 为 弱 闭 算 子 代数 , 记 M7? 为 M 中 投影 算 子 全 体 . 由 系 2.3.4 立即 得 到 


系 2.3.5 设 M 和 NN 是 弱 闭 算 子 代数 ,那么 M=N 和 ML = N 等 价 , 且 
M = R(MP?). 


设 M 是 弱 闭 算 子 代数 , 记 MT 是 M 中 西 算 子 全 体 . 


系 2.3.6 设 M 是 弱 闭 算 子 代数 , 则 RCMT) = M. 若 N 是 另 一 弱 闭 算 子 代 
数 , 则 MT = NT 与 M= N 等 价 . 


证 ”显然 R(M9)cCM. 夺 PeM?, 则 
TI-2P=(I—-P)+(-P)eM'. 


然而 Te MT, 因此 Pe R(MT), 即 MP Cc R(MT). 因此 M = R(M?) <C R(MT), 这 
就 得 到 R(M") = M. 其 余部 分 容易 推出 . 

设 M 是 互 中 一 族 线性 算 子 , G 是 H 的 线性 子 空间 . 如 果 对 一 切 5e G,A eM,， 
恒 有 Aé e G, 那么 称 G 是 M 的 不 变 子 空间 . 当 M C (了 ),G 是 M 的 不 变 子 空间 
时 , 显然 它 的 包 G。 也 是 M 的 不 变 子 空间 . 
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引 理 2.3.7 设 G 是 五 的 线性 闭 子 空 间 , P 是 五 到 G 上 的 投影 算 子 . 又 设 
M 是 五 上 的 弱 闭 算 子 环 , 那么 G 是 M 的 不 变 子 空间 的 充 要 条 件 是 Pe M'. 


证 设 PeM', 则 当 Ae M 时 , AP = Ph, 因 此 4P=PAP, 即 G 是 4 的 
不 变 子 空间 . 反之 , 奉 G 是 M 的 不 变 子 空间 , 那么 当 4e M 时 , 4P = PAP. 然而 
A* e M, 故 4*P = PA*P. 作 共 轿 运算 后 得 到 PA = PAP. 因此 4P = P4. 


3 中心, 交换 算 子 代数 ,因子 

设 M 是 厂 上 的 弱 闭 算 子 代数 . 称 3(M) = MN 门 M' 为 M 的 中 心 , 这 就 是 与 
M 的 一 切 算 子 交换 的 M 中 算 子 全 体 . 我 们 最 感 兴趣 的 是 两 种 情况 : (1) 3(M) 最 大 
的 情况 ; 即 3(M) = M 换言之 M C M', 也 就 是 M 为 交换 弱 闭 算 子 代数 . (2) 3(M) 
最 小 的 情况 , 即 3(M) 只 含有 {a7la 为 数 }, 这 时 称 M 为 因子 . 

我 们 注意 当 M 是 交换 弱 闭 算 子 代数 时 WM' 不 一 定 是 交换 的 . 然而 当 M 是 因子 
时 , M' 也 是 因子 , 反之 亦 然 . 事实 上 , 这 由 

3(M)= M{ |M’ = M'{ |M”=3(M") 

立即 可 知 . 

例 2.3.2 (BB( 五 )) = {alla 为 数 }, {aTla 为 数 } = B(H). 

事实 上 , {alla 为 数 } 显然 是 弱 闭 算 子 代数 , 又 显然 有 {aI}》 = %B(H), 因此 

(B(H)) = {al}” = {al}. 

因此 最 大 的 弱 闭 算 子 环 好 ( 五 ) 和 最 小 的 弱 闭 算 子 环 {aT} 都 是 因子 . 

下 面 82.4 专门 讨论 交换 弱 闭 算 子 环 . 

45 西 等 价 , 限制 

定义 2.3.2 设 互 和 G 是 两 个 Hilbert 空间 ,U 是 五 到 G 上 的 西 算 子 . 设 M 
是 互 上 的 弱 财 算 子 代数 , 则 

N=UMU ={UAU 4eAM 


是 G 上 的 弱 闭 算 子 代数 . 我 们 称 M 和 NN 是 西 等 价 的 . 


这 时 显然 有 N' = UM'U-1,3(N) = U3(M)U-!. 因此 两 个 西 等 价 的 算 子 代数 ， 
只 要 有 一 个 是 交换 的 , 另 一 个 也 是 交换 的 . 只 要 有 一 个 是 因子 , 另 一 个 也 是 因子 . 

设 M 是 互 上 的 弱 财 算 子 环 . 设 G 是 H 的 闭 线性 子 空间 . 令 Mc 是 M 中 被 
G 约 化 的 算 子 全 体 , 并 且 把 Me 中 算 子 看 成 定义 在 G 上 的 算 子 , 那么 Me 可 以 看 成 
G 上 的 算 子 环 , 称 Me 是 M 在 G 上 的 限制 . 容易 看 出 Me 在 G 上 的 限制 是 G 上 
的 弱 闭 算 子 环 . 
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82.4 ”交换 弱 闭 算 子 环 的 表示 
本 节 中 设 五 是 Hilbert 空间 , (有 H) 是 上 线性 有 界 算 子 全 体 所 成 的 算 子 代数 
先 引出 后 面 常用 的 一 个 引 理 


引 理 2.4.1 设 5Sc 8(H) 而 且 当 4e 8 时 4* e 5, 又 5 中 算 子 第 此 可 以 交 
换 , 则 R(S) 是 交换 的 . 


证 由 5S 和 了 出 发 作 有 限 次 代数 运算 , 其 全 体 成 一 交换 对 称 算 子 环 .这 时 
R(S) = R.(S)' = (HB)! = BE. 然而 容易 证 明 交 换算 子 环 的 按 弱 拓扑 的 包 也 是 交换 
的 , 因此 R(S) 是 交换 的 . 

1” 极 大 交换 弱 闭 算 子 环 的 概念 

定义 2.4.1 设 MM 是 玉 上 交换 弱 闭 算 子 环 , 如 果 互 上 包含 M 的 交换 弱 闭 算 
子 环 忆 必 是 M 自身 , 则 称 M 是 极 大 交换 ( 弱 闭 ) 算 子 环 . 


引 理 2.4.2 ” 算 子 环 M 为 极 大 交换 弱 闭 算 子 环 的 充 要 条 件 是 
M=M.. (2.4.1) 


证 ” 设 M 是 极 大 交换 弱 闭 算 子 代数 , 由 于 M 是 交换 的 , M C M'. 今 证 M' Cc 
M. 任 取 M' 中 的 自 共 斩 算 子 4, 作 5 = MU{A4}, 则 5 为 交换 的 . 由 引 理 2.4.1， 
R(S) 也 是 交换 的 而 且 R(S) 2 M. 由 M 的 极 大 性 , M = R(S), 即 4e M. 再 由 系 
2.3.5, 得 到 M' C M, 所 以 M=M'. 
反之 , 设 (2.4.1) 成 立 , 若 NN 是 包含 M 的 交换 弱 闭 算 子 环 , 则 由 $2.3 中 5' 的 性 
质 (1) 得 到 
N' C MI/ (2.4.2) 
然而 N 是 交换 的 , N C N'. 因此 再 由 (2.4.1) 和 (2.4.2) 得 到 
NCM, 


即 N = AM, 所 以 M 是 极 大 的 . 
定义 2.4.2 设 M 是 瑟 上 的 交换 弱 闭 算 子 代数 , 如 果 存 在 M 的 一 族 不 变 的 
闭 线性 子 空间 {五 \| 入 e A}, 使 得 


H= >》 BH, 
入 EA 
而 M 在 五 ,上 的 限制 MA 是 太 、 上 的 极 大 交换 弱 闭 算 子 环 , 有 旦 这 些 M、 是 彼此 西 
等 价 的 , 那么 称 M 是 具有 均匀 重复 度 &, 这 里 有 是 A 的 势 (基数 ). 
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可 以 证 明 , 奉 M 具有 均匀 重复 度 又 具有 均匀 重复 度 k', 则 有 = k'. 因此 极 大 
交换 弱 闭 算 子 环 就 是 重复 度 为 1 的 交换 弱 闭 算 子 环 . 

I. E. Segal 证 明了 下 面 交 换 弱 闭 算 子 环 的 分 解 定 理 . 由 于 这 个 定理 的 证 明 很 长 ， 
本 书 中 只 要 用 到 这 个 定理 一 次 , 因此 只 写 出 定理 而 略 去 它 的 证 明 , 读者 可 参考 Segal 
2]. 

定理 2.4.3 设 M 是 瑟 {0} 上 的 交换 弱 闭 算 子 代数 , 则 有 势 的 集 A, 使 得 对 
每 个 势 ne A 必 有 M 的 不 变 闭 子 空间 FH, zz {0}, 


H = >》 ®H, 


nEM 
而 且 M 在 Hh 上 限制 具有 均匀 重复 度 nn. 


又 上 述 的 子 空间 族 {五 ,} 是 唯一 的 . 

详细 地 说 , 设 { 瑟 是 M 的 另 一 族 不 变 的 闭 子 空间 , H = 5 外 Hi, Hi {0}, 
而 且 M 在 Hi 上 的 限制 具有 均匀 重复 度 mw 那么 HH = 也 

设 M 和 NN 是 两 个 西 等 价 的 弱 闭 算 子 环 , 奇 M 是 极 大 交换 的 (M = M'), 由 
$2.3 的 第 4 段 易 知 N = N', 即 N 也 是 极 大 交换 的 . 又 大 M 是 交换 的 , 具有 均匀 重 
复 度 n, 易 知 N 也 是 交换 的 , 具有 均匀 重复 度 nn. 


例 2.4.1 乘法 代数 : 
定义 2.4.3” 设 9 = (G,%B,n) 是 测度 空间 , (9) 是 Q 上 取 值 于 维 Hilbert 


空间 五 : 中 的 平方 可 积 向 量 值 浮 数 全 体 所 成 的 Hilbert 空间 ( 见 81.1 第 2 段 ). 设 
f(g),g EG 是 Qf 上 的 有 界 可 测 函 数 , 那么 映照 


Ts: é(g9)— f(g)t(g), g € G,é € £x(0) 


是 &2(Q) 中 的 有 界 算 子 , 称 Ty 为 相应 于 函数 f 的 乘法 算 子 , 所 有 这 些 乘 法 算 子 全 
体 组 成 一 算 子 代数 , 称 之 为 到 (0) 上 的 乘法 代数 , 记 之 为 Mi(Q). 又 设 9 是 可 局 部 
化 的 , 那么 容易 看 出 映照 f 一 Ti 为 Zee(Q)G 到 gx(O) 的 等 距 同 构 映照 . 

特别 当 = 1 时 , Mi (9) 就 是 [2(Q) 上 的 乘法 代数 , 有 时 也 记 做 (0). 

后 面 我 们 要 证 明 , 当 Q 是 可 局 部 化 测度 空间 时 , Mx (Q) 是 具有 均匀 重复 度 & 的 ， 
而 且 Mi(Q) 就 是 具有 均匀 重复 度 的 交换 弱 闭 算 子 环 的 典型 . 


引 理 2.4.4” 设 0 = (G,%B,n) 是 测度 空间 , E 是 9 上 一 族 有 界 可 测 卫 数组 成 的 
决定 族 . 令 E = {Ty|f e 时 ,那么 R(E) D Ni (0). 
证 令 人 是 TO)9 中 包含 € 及 1 的 最 小 的 对 称 闭 子 代数 , 这 时 DD 也 是 决定 
集 . 容易 看 出 R,(E) = {Tolp € DD}. 任 取 pe L%(0), 有 及,… ,fe€ 2(0), 作 工 1(9) 
把 L%(Q) 看 成 代数 ( 见 例 2.1.5). 


Er UA MT TT Tr RT TT EN OT TE ET TT Tn 
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中 函数 , 
= >_|fi(g) ?>, 
(二 1 


那么 pe L2(Q,p). 根据 引 理 1.1.6, 对 任 一 正 数 6 有 we D, 使 
人 2(9g) — wv(g)| pl(g)dp(g) < 02 
所 以 Ty EVGTei 1,… ,fn,0), 即 To € R,(E)?. 再 由 定理 2.3.1 得 到 了 e R.(E)! = 
R(G). 证 毕 . 
2” 极 大 交换 弱 闭 算 子 环 的 表示 
设 刀 是 Hilbert 2 空间 ， A 是 及 上 某 些 线 性 有 界 算 子 组 成 的 极 大 交换 弱 闭 算 子 
环 , 械 是 处 上 的 对 称 可 乘 线 性 泛 函 全 体 所 成 的 紧 的 Hausdorff 空间 , 好。 是 工 中 闭 子 


集 全 体 张 成 的 co- 代数. 设 外 是 包含 Bo 的 一 个 o- 代 数 . 又 设 4 是 (T, 加 ) 上 的 一 个 
测度 , 记 Q = (T,%,4). 记 g(O) 为 22(0) 上 的 乘法 代数 . 


定理 2.4.5 ”对 于 Hilbert 空间 互 上 的 极 大 交换 弱 闭 算 子 环 A, 必 有 包含 Bo 
的 o- 代 数 人 和 (人 ,好 ) 上 的 测度 使 9 = (T,8,n) 成 为 可 局 部 化 测度 空间 , 同时 有 
五 到 [2(Q) 的 西 算 子 po 使 得 
(pAp  )FY) = A(YFO, fe LN), 


而 且 
A— pAp! 


成 为 & 到 MM(Q) 的 同 构 映 照 . 如 果 五 是 可 析 的 , 那么 %B = Bo. 
为 了 证 明 这 个 定理 , 先 证 明 一 些 引 理 . 


引 理 2.4.6 设 义 是 Hilbert 空间 五 上 的 对 称 算 子 环 , 那么 必 可 以 把 五 分 解 
为 直 交 和 


H= 》 四 及 (2.4.3) 
ES 


其 中 He 是 包含 上 的 、& 的 最 小 不 变 闭 子 空间 . 
这 时 称 € 为 在 He 上 的 循环 元 . 
证 (1) 设 五 关 {0}, 任 取 &j EH,&j 了 尖 0. 记 He 为 
{Aéi|A € 外 | (2.4.4) 


的 包 , 这 是 互 的 线性 闭 子 空间 , 因为 (2.4.4) 是 的 不 变 子 空间 , 所 以 它 的 包 He, 也 
是 则 的 不 变 子 空间 . 这 时 多 在 He， 上 以 & 为 循环 元 . 
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(2) 当 M 为 A 的 不 变 子 空间 时 , He© M(M 的 直 交 补 空间 ) 也 是 的 不 变 子 空 
间 . 事实 上 , 车 ze HeM,Ae 则 当 wyeM 时 ， 


(Azx,y) = (7x, A*y) = 0, 


因此 AxeHeM. 

(3) 设 m 为 五 的 一 族 闭 线性 子 空间 , 满足 下 述 条件 : 

() 当 MNemH MANNHMLN. 

二 m 中 的 每 个 M 都 是 和 的 不 变 子 空间 , 而 且 义 在 M 上 有 循环 元 . 

令 和 为 上 述 形式 的 m 全 体 . 根据 (1), 这 种 m 必然 存在 . 事实 上 ,mm = {He} 即 
是 所 要 求 的 . 又 在 $ 中 规定 当 m cm 时 为 m < m’, 则 名 按 “<” 成 半 序 集 . 显然 8 
的 任何 一 个 全 序 子 集 $' 有 上 确 界 


一 (J m € . 
mE 


因此 由 Zorn 引 理 , $ 有 极 大 元 mo. 

(4) 令 H = 》 @M. 今 证 H' = 万 显然 H' 也 是 &% 的 不 变 子 空间 

MEmo 

H'#H, 则 HeH'’ 关 (0). 由 (2), 这 也 是 & 的 不 变 子 空间 . 利用 (1) 中 的 办 法 , 任 
取 上 co € HeH',&0o 关 0, 得 到 的 不 变 子 空间 He, 而 且 处 在 He, 中 是 循环 的 . 由 于 
当 M € mo 时 He, | M, 因此 7120 (J{He,} 也 属于 3 而 且 确 实 比 UA 大 ， 这 和 7770 的 
极 大 性 冲突 . 证 毕 . 

定理 2.4.5 的 证 明 利用 引 理 2.4.6, 我 们 得 到 满足 引 理 2.4.6 中 条 件 的 一 族 子 


空间 {He,t e S}. 令 Pi 为 H 到 Hi 的 投影 算 子 . 由 于 He 是 的 不 变 子 空间 , 根 
据 引 理 2.3.7 和 2.4.2, PE 网 = 由. 记 


= {YR(Y) = 1}. 


由 于 当 上 z#86 时 He 4 He, 因此 PP ==0, 即 Pe(y): Pe(y)=0, 或 Te 站 Te = %. 


Fe(A)= (4€,€), Aet es. 
由 定理 2.2.6, 必 有 (T, 加 ) 上 的 唯一 有 限 测度 ye, 使 得 对 一 切 A e ， 
Fe(A) = | AtWdnel) 
I 
但 是 Feé 一 人， 因此 对 一 切 Ae%, Fe(FeA) 一 Fe( A), 即 


Fe(A) = [ P:(y)A(y)dpe()) = [ A(y)dpe (ly) (2.4.5) 
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令 %: 为 {BI|B e %,B CTe}. 我 们 得 到 一 族 有 限 测度 空间 Qe = (Te,%e, pe),eeE. 
作 He 的 稠密 子 空间 Me = {4&|4A e A} 到 Te 上 连续 函数 空间 C(Te) @ 的 映照 
(Pe: 当 Ace 时 ， 
pe(AE) = 4 (2.4.6) 
由 (2.4.5), 当 4,Be 时 ， 


(4, Bé) = Fe(B"A) = | AW BO del) (2.4.7) 


我 们 把 C(Te) 看 成 22(Qe) 的 子 空间 , 那么 (2.4.7) 意味 着 we 为 等 距 映 照 . 由 于 Me 
在 He 中 稠密 , CGOe) 在 2(Qe) 中 稠密 ( 见 Halmos[1]), 所 以 pe 可 以 唯一 地 延 拓 成 
He 到 三”(me) 的 丁 算 子 . 

记 Ac = peApe ， 那么 


(Aef)(7) = A(Y)fO), fe L’(Qe). (2.4.8) 


事实 上 , 由 (2.4.6) 和 (4B)(9) = A(%Y)B(Y) 易 知 (2.4.8) 当 f(%) = BO), 忆 <& 时 成 
立 . 再 由 C(Te) 在 2(Qe) 中 的 稠密 性 立即 得 到 (2.4.8). 

作 测 度 族 {Qe,t es =} 的 直接 和 测度 空间 9 = (T,%,w). 由 例 1.2.1 和 定理 1.2.6， 
9 是 可 局 部 化 的 . 又 由 引 理 1.1.10， 


[2(0) = 》 872(Qe). (2.4.9) 


€ES 


因为 (2.4.8), 我 们 把 映照 族 {ype,& e€ S} 联结 成 一 个 映照 p 如 下 : 当 xz e 互 时 , 规定 


2 = >》 pe Pex. (2.4.10) 
£E5 
由 (2.4.8), (2.4.9) 立即 可 知 yg 是 五 到 [2(9) 的 西 映照 
当 fe L2(Qe) 时 , p-1f -yz1f. 根据 (2.4.8), 我 们 有 


(pAp )f = ppe Aef = A(Y)FO). (2.4.11) 


但 (2.4.11) 两 边 者 是 [2(n) 上 的 有 界 算 子 , 所 以 (2.4.10) 对 一 切 的 fe LI2(p) 成 立 . 
令 C= {pAgp-tA Ee ,那么 CCM(0). 然而 (2.4.11) 是 西 变 换 , 根据 82.3, C 
也 是 [2(Q) 上 的 极 大 交换 算 子 环 , 但 M(0) 是 22(Q) 上 的 交换 算 子 环 且 (0) 2 C 
因此 C = %m(0). 证 毕 . 
仍 沿用 定理 2.4.5 中 记号 , 但 是 考虑 具有 均匀 重复 度 & 的 情况 . 
中 由 于 I\Te = {jy|Pe(yY) = 0} 是 紧 集 , C(Te) 中 的 任 一 函数 可 以 延 拓 成 下 上 的 连续 函数 , 只 要 
令 此 函数 在 FTN\Te 上 为 零 即 可 (因为 re 是 既 开 又 闭 的 ). 由 定理 2.2.6, {4(7)lye 邓 = C(T), 因此 
PE 的 像 充满 C'(Te). 
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系 2.4.7 设 凡 是 互 上 具有 均匀 重复 度 K 的 交换 弱 闭 算 子 环 , 则 必 有 (TI,%) 
上 的 测度 使 9 = (T, 8,w) 成 为 可 局 部 化 测度 空间 , 同时 有 入 到 22(0Q) 上 的 西 算 
子 ,使 
(pAp) fF()) =40)j)，je 了 你 (D)， 
而 有 旦 映照 


4 一 pAp! 


成 为 多 到 Mi(0) 的 同 构 映照 . 

这 个 系 的 证 明 可 由 定义 2.4.2, 定理 2.4.5 和 定理 1.1.4 推出 , 兹 略 去 其 证 明 . 

系 2.4.8 设 义 是 Hilbert 空间 五 中 交换 弱 闭 算 子 环 b. 大 在 五 中 具有 
循环 元 , 则 必 有 (T,%) 上 的 有 限 测 度 jy 以 及 五 到 二 (好 ,由 的 西 算 子 po 使 得 当 
f e L2(T,%B,n) 时 , 

pAp fF()) = A FO), 
而 且 映 照 4 一 pAyp-! 成 为 多 到;(T,B3,) 的 同 构 上 映照 . 

证 ”由 假设 , 这 时 五 = He,é& 为 在 五 中 的 循环 元 , PB = 了, 利用 定理 2.4.5 的 
证 明 并 利用 算 子 环 C(T) 在 (I?(Q)) 中 的 弱 闭 性 和 C(T) 是 2(Q) 中 的 稠密 函数 
族 即 得 系 2.4.8. 

系 2.4.9 设 义 是 可 析 Hilbert 空间 五 中 的 极 大 交换 弱 闭 算 子 环 , 则 处 在 五 
中 存在 循环 元 . 


证 ”由 于 五 是 可 析 的 , 定理 2.4.5 的 证 明 中 的 三 可 以 取 成 有 限 集 或 可 列 集 . 因 
此 9 为 有 限 个 或 可 列 个 有 限 测度 空间 (ks, 好 nr),k = 1 2,.…. 的 直接 和 , 因而 是 


r_ 有 限 的 . 因此 {pAp-!|4 < 好 在 L2(Q) 中 有 循环 元 ,其 中 Cr 
人 人 人 > 


是 Tx 的 特征 函数 . 由 此 易 知 % 在 五 中 有 循环 元 . 证 毕 


引 理 2.4.10 设 9 = (G,%,n) 是 有 限 测 度 空 间 , 则 [2(Q9) 上 的 乘法 算 子 环 
NM(Q) 是 极 大 交换 的 . 

证 ” 任 取 we MQ)), 则 wl € 2(0), 记 wl 为 ul(g9), 这 是 Q 上 的 可 测 函 数 . 
对 于 Q 上 的 任 一 有 界 可 测 函 数 o 有 


up = (up)l = (pu)1 = p(g9)u(g), (2.4.12) 


因此 ORO < lu 中 el 对 任何 正 数 s, 令 yp(g) 为 点 集 {gllu(g)| > 
lu + ej = 互 的 特征 函数 , 则 有 以 右 (lull + sj < llulz .p(B). 因此 p(B) = 0. 即 是 
我 们 注意 这 里 并 不 假设 Q 是 极 大 交换 的 . 
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几乎 处 处 有 |u(g)| < jiull. 因此 , 当 yp e LI2(0) 时 , (2.4.12) 的 两 边 都 有 意义 . 又 由 于 
有 界 可 测 函 数 y 全 体 在 L2(Q) 中 稠密 , 因此 (2.4.12) 式 对 于 一 切 pe I2(Q) 也 成 立 ， 
即 ve mM(Q). 证 毕 . 


我 们 顺便 给 出 弱 闭 交换 算 子 环 为 极 大 的 一 个 充分 条 件 . 


系 2.4.11 设 义 是 Hilbert 空间 五 中 的 交换 弱 闭 算 子 环 而 日 & 具有 循环 元 ， 
则 & 是 极 大 交换 弱 闭 的 . 


证 ”由 系 2.4.8, 西 等 价 于 MM(0) 而 0 为 有 限 测 度 空间 ， 又 由 引 理 2.4.10， 
MN(Q) 是 极 大 交换 纶 团 的 , 因此 也 是 极 大 交换 弱 闭 的 . 


下 面 考察 更 一 般 的 情况 . 


定理 2.4.12 设 0 = (G,%,y) 是 可 局 部 化 测度 空间 , 则 L2(9) 上 的 乘法 算 子 
环 Rt(9) 是 极 大 交换 弱 闭 算 子 环 . 


证 显然 (9) 是 按 一 致 拓扑 闭 的 对 称 算 子 代数 . 只 要 证 明 RQ))? C (09)， 
那么 对 每 个 日 共 轿 算 子 4 e M(Q)', 由 系 2.3.4, 它 的 谱系 属于 (%(Q)')?, 因此 再 由 
系 2.3.4, A Ee mM(9). 但 (9) 是 对 称 的 , 就 有 名 (9) Cc (9), 再 由 于 MM(Q) 是 交换 
的 , 得 知 (0) C (0) 那么 (9) = (0)'. 由 引 理 2.4.2, (0) 就 是 极 大 交换 的 
弱 闭 算 子 代数 . 


设 Pe (RM(0))?. 令 $= {BEE%B,n(E) < o0}. 对 每 个 Ee$, 令 Cp 为 5 
的 特征 函数 ，PP 是 相应 于 Cs 的 乘法 算 子 : 


(Pgf)(g) = Cg(g)f(g), g €G,f eL’(0). 


令 和 Bp, 分 别 是 四 ,在 上 的 限制 , 那么 由 (EB) < oo 知道 Qp = (EE, Bg, ng) 
是 有 限 测度 空间 ， 我 们 把 L2(Qg) 中 函数 看 成 L?(Q) 中 在 EE 外 为 零 的 函数 ， 那么 
IL*(Qg) = PgI2(Q), 而 且 多 知 M(Qg) 就 成 为 M(Q9) 在 2(Qg) 上 的 限制 . 由 于 
Pe (M(Q))7,P 与 Pp 交换 , 故 PPs 是 [2(Qp) 中 的 投影 算 子 ， 而 县 由 于 Pp € 
MQg),P eM(0), 所 以 PPp e MX(Q9g). 但 根据 引 理 2.4.10, Mt(Qg) = ge) 所 
以 PP € MM(Qg), 因此 有 集 Ap e Bs, 使 


(PPgf)(g) = Cas(9)f(9), ge E,f EL (QE). 
上 式 显然 当 fe 2(Q) 时 也 成 立 , 因此 PPs 是 相应 于 集 Xe e %B 的 投影 算 子 . 然而 
G ~ V 4, 由 引 理 1.2.5, T= V Pg, 所 以 P= V PPp, 再 由 引 理 1.2.5, 和 Q 的 


LE 咎 Ee Ee 
可 局 部 化 性 , 有 Qe 吕 使 
Q= V 》5. 


EE 


根据 引 理 1.2.5, P 为 相应 于 集 8 的 投影 算 子 Po, 因此 Pe M(9). 证 毕 . 
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系 2.4.13 ” 设 Q=(G,B,n) 是 可 局 部 化 测度 空间 ,是 一 势 . 则 22(Q) 上 的 乘 
法 算 子 环 Mi (Q) 是 交换 的 弱 闭 算 子 环 日 具有 均匀 重复 度 . 
这 个 系 是 定理 2.4.12 的 直接 推论 , 我 们 略 去 它 的 证 明 . 
3 可 局 部 化 测度 空间 的 一 些 性 质 
现在 我 们 利用 定理 2.4.12 来 研究 可 局 部 化 测度 . 
定理 2.4.14 设 Q = (G, 和 3,n) 是 可 局 部 化 测度 空间 , 那么 对 于 ZI1(9) 上 的 每 
个 线性 连续 泛 隐 Ff, 必 有 本 性 有 界 可 测 函 数 FF(g),g e G, 使 
F(p) = | p(g)F(g)dn(g) ee DO (2.4.13) 
而 且 | 有 | = Bl。. 
证 ” 作 2(09) 上 的 双 线 性 泛 刀 
F(p,b)= FpY), py EL(N). (2.4.14) 
由 于 yp,y€ (0) 时 , py e L1(0), 因此 (2.4.14) 是 有 意义 的 , 而 且 容 易 证 明 
IF(p,w)| < llFllllgllzllylls, 


所 以 Fo, 切 是 连续 的 . 由 熟知 的 定理 , 必 有 Hilbert 空间 L2(Q) 上 的 线性 有 界 算 子 
4, 使 14 < 


Fo) = (Ap,W), vy EL (0). 


硅 Be M(Q0), 如 相 应 于 有 界 可 测 函 数 b(g), 则 当 yp, we€ L2(0) 时 
(AByp,y) = F(bpYy) = (Ayp, bY) = (BAY,Y), 


即 44 与 B 交换 . 即 4e 纪 (9Q) 由 定理 2.4.12, (0) 是 极 天 交换 的 , 所 以 4 e (0). 
因此 有 本 性 有 界 可 测 函 数 F(g),g e G, 使 得 Awy = Fy, 即 得 


F(py) = 人 F(g)p(g)w(g)dn(g). (2.4.15) 


但 是 对 任何 f € Li(0),y = | 让 = 了 :|fl-3 € I2(Q). 以 这 样 的 po, 代入 (2.4.15) 
即 得 (2.4.13). 


由 于 lw = < Il, 而 又 由 (2.4.13) 多 知 EE < le 因此 | = le 


证 毕 . 
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读者 还 可 以 证 明 当 9 是 测度 空间 , 1 < p < ceo@, 是 Zz(Q) 上 的 线性 连续 泛 函 
时 , 有 La(0), 二 = 1 中 的 函数 FF(g),g e G, 使 得 


Fl(y)= 人 pF(g)du(g), Pp EL?(0), 


而 且 ||FI| = FG. 

下 面 我 们 拓 广 和 常 见 的 Radon-Nikodym 定理 到 可 局 部 化 测度 空间 . 

定理 2.4.15 设 Qi = (G,%B,nx),k = 1,2 是 两 个 可 局 部 化 测度 空间 , 而 且 
ji < jz, 那么 必 有 可 测 函 数 , 记 为 5 适合 如 下 条 件 : 


du2(9) 
. du1(9) 
(i)0< da(g) < co， 


G 对 于 任何 pe L1(01), 必 有 Sa e L1(Q2), 而 且 


du1(9) 
| pl(g)dp(g) = 人 2(9) se 9 dua(g) (2.4.16) 


我 们 称 的 是 测度 AI 关于 /1L2 的 Radon—Nikodym 导数 


证 (1) 作 (G, 色 ) 上 的 测度 j= pi 十 pj, 那么 测度 空间 Q = (G,%B,p) 与 Dr 
等 价 . 因此 9 也 是 可 局 部 化 的 , 由 于 jx < j,k=1,2, 易 知 L1(Qk) 2 工 1(0),k=1,2. 
作 ZI) 上 的 线性 泛 函 斑 和 五 : 


及 = 人 Gong ve TO), k=12 (2.4.17) 

那么 ||| < 1. 根据 定理 2.4.14, 有 Q 上 的 有 界 可 测 函 数 , 记 作 ng, -1,2 使 
Fr(9) = | (9) hs 9 dyg) k= 1,2. (2.4.18) 

(2) 今 证 gatg) 几乎 处 处 大 于 0， 不 然 的 话 , 有 Ee 8,0 < 加 < oo, 使 


du(g) 
| 在 上 小 于 或 等 于 0. 在 (2.4.17), (2.4.18) 中 取 wo 为 五 的 特征 函数 , 又 取 
k = 2, 立即 得 到 jw(E) < 0, 这 时 也 有 ji(B) = 0, 这 和 jy(EB) > 0 矛盾 . 因此 不 妨 设 


dH2(9) 、0 类 似 地 oa 9) > 0. 我 们 作 非 负 的 有 限 可 测 函 数 
du(g) du(9g) 


du(g) _ di(g) /du2(9) 
du2(g) du(g) / dp(g) 


中 这 里 叙述 的 结果 不 能 推广 到 p = oo 的 情形 . 
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(3) 设 少 古 9 上 关于 8 可 测 的 非 负 有 限 消 数 而 且 {gl%(9) 关 0} 关于 测度 是 
c -有限 的 , 必 有 (9) 中 单调 增加 的 函数 列 {ya(9)}, 在 上 lim wn(g) =%(9). 在 
(2.4.17), (2.4.18) 中 以 p = wr 代入 , 令 n 一 oo 并 利用 Levi 引 理 , 即 得 


加 dix(g) 加 
/ap = | wl) Ea dnlg), k=12. (2.4.19) 
A | du du1(9) ， 由 
$ Got 从 全 = 中 es- to 合约 > 二 = 2 仿照 (2) 中 证 明 可 


知 由 (Go) = 0, 而 当 ECcG,n(B)< oj(E) zu(E )> . 因此 GNGo = UG, 


中 任何 一 个 关于 测度 ji 为 oc- 有 限 的 集 必然 关于 测度 1 也 是 o- 有 限 的 . 

任 取 非 负 的 ee L1(91), 则 {gly(g) 关 0} 关于 ji 为 oc- 有 限 的 . 因此 {gyp(g) 六 
0} 门 (GNGo) 也 是 关于 为 oc- 有 限 的 . 

作 函 数 

| ep(9) 9ECo0， 
9) = 攻 ge Go (2.4.20) 

那么 {glw(g) 关 0} 关于 ji 为 oc- 有 限 的 . 在 (2.4.19) 中 取 k=1, 取 为 (2.4.20), 我 
们 得 到 


du1(9) 
[sr 0am 0 = [0S dn) (2.421) 
由 于 在 Go 上 EA 9 一 0, 从 (2.4.21) 导出 
_ dpu1(9) 
人 plg)du1(g) = 人 p(9) jg du(g). (2.4.22) 
又 在 (24.19) 中 取 一 2, 取 Wg) = lg) 那么 


{glw(g9) #0} = {glp(9) #0}f (ONGo) 
也 是 oc- 有 限 的 , 我 们 又 得 到 


dh1(9) du1(g) 
ga) = | wl9) dnlg) (2.4.23) 


结合 (2.4.22), (2.4.23), 我 们 得 知 当 o e Li(Q1),p > 0 时 , (2.4.16) 成 立 . 因此 yp(9). 
ey, < L1(92)， 只 要 把 L1(91) 中 一 般 的 y 分 解 成 L1(Q1) 中 两 个 非 负 函 数 之 差 
就 能 完成 定理 的 证 明 . 证 毕 . 

特别 取 玉 & 和 8,y(E) < co, 在 (2.4.16) 中 取 yp 为 已 的 特征 函数 , 就 得 到 


M1(E) = 人 9 du2(9). (2.4.24) 
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又 对 于 和 3 中 任 一 集 EE, (2.4.24) 也 成 立 . 因为 车 这 时 ju(E) = oo, 必 有 一 列 及 Cc 
BE,BICEcCEhsc.. 使 j( 妃 ) < % 而 (Bn) 一 00. 在 (2.4.24) 两 边 以 EE = 万 
代入 , 再 令 nn 一 oo, 即 知 


dp1(9) _ 
/s 已 du2(g) dh12 (g) 一 ) 


目 然 更 应 有 


du1(9) _ ww 
人 59 dha(g) = 


系 2.4.16 ”在 定理 2.4.15 的 假设 下 , 对 一 切 Be 好 , (2.4.24) 成 立 . 又 若 已 按 
pa 是 c- 有限 的 , 则 EE 按 ji 也 是 oc- 有 限 的 . 
定理 2.4.17 设 Q = (G,%,yx),k = 1,2,3 是 三 个 可 局 部 化 测度 空间 , 而 且 


du1(9) dui(g) du2(9) 
< 之 Radon—Nikod | 
1 < po, pa < pa. MU tg) ot)’ dotg) 是 Radon Nikodym 写 数 , 则 


dui(g) _ dui(g) dp2(9) 

da(g) "0 ) dns(9) 

证 由 定理 2.4.15,， 当 ye Li(Q ) 时 4 eu ee (oa) 再 对 LH2, KH3 名 应 用 定理 
2.4.15, 我 们 得 到 


(2.4.25) 


du1(9) 
人 p(9) gg 2(g) 
du1(9) dp2(g) ， 
= Jr) dp3(9) Ca) 下 


再 对 pps 应 用 定理 2.4.15, 我 们 知道 , 当 o e L1(91) 时 oe < Dos), 而 且 


/Gang)= {pl9) Pg aralg) (2.4.27) 


结合 (2.4.16), (2.4.26), (2.4.27), 我 们 得 知 当 yp € L1(Q1) 时 ， 
/ 2(9)S A (9) qs(g) 


Ha (9) 
dh (9) dp2(9) ， 
=- (9) 二 一 Ja (9) dia dhu3(9). (2.4.28) 


:3 {|dk(9) ~ dp1(g) du2(9) - 计 : 内 寿 注 
记 万 {| 9 > Se a rel 若 ua(B) > 0, 则 必 有 测度 有 限 的 集 4 c 
忆 , ja(A) > 0, 41(4) < co, 因此 4 的 特征 函数 Ca e Li(Q1). 在 (2.4.28) 中 以 p = C4 


代入 就 得 到 矛盾 . 因此 对 几乎 所 有 的 ge G ( 按 js)， 


du1(9) — dh1(9) du2(g) 
dua(g) ~ S ja(9) dua(g) (2.4.29) 
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类 似 地 可 以 证 明 对 几乎 所 有 的 g, 与 (2.4.29) 相反 的 不 等 式 成 立 . 因此 , 对 几乎 所 有 
的 ge G ( 按 测度 ja), (2.4.25) 成 立 . 证 毕 . 
系 2.4.18 ” 设 Qk = (G,%B,px),k = 1,2 是 两 个 彼此 等 价 的 可 局 部 化 测度 空间 ， 


那么 必 有 ji 关于 jo 的 Radon-Nikodym 导数 Se 使 


du1(9) 


0 < 
du2(9) 


< OO. 


证 “在 定理 2.4.17 中 取 ys = ui, 那么 可 取 和 = 1 因此 知道 , 对 几乎 所 有 


du3(9) 
的 g, 成 立春 
dh1(9) dua(9) _ 
dik2(9) dua(9) 


因此 由 Se9 < oo 和 (2.4.30) 容易 推出 Kao 几乎 处 处 大 于 0, 只 要 改变 ea 
在 零 集 上 的 书 , 我 们 就 得 到 系 2.4.18. 证 毕 


系 2.4.19 ”在 定理 2.4.15 的 假设 下 , 映照 


(2.4.30) 


是 Z2(Qi) 到 L2(92) 中 的 等 距 算 子 . 
证 ” 设 vp,w eI2(01), 则 
(Ty)(TY) = 2(9 JJ 


然而 py e 三 (9i), 因此 由 (2.4.16) 得 到 


一 一 QHU1(9) 
H2(9) 


(p,) = | p(g) Pg)dn(g) = 人 P(g) TO)S 
= (Ty, Ty), 


即 了 是 2(Q1) 到 2(Qs) 的 等 中 算 子 . 

设 9 是 可 局 部 化 测度 空间 , 我 们 再 给 出 [[9ti(Q)10 中 算 子 的 一 般 形式 . 为 方便 
起 见 , 只 讨论 k < No,Q 是 有 限 测度 时 的 情况 . 

设 on 和 EA} 是 k 维 Hilbert 空间 Hi 中 的 完备 就 范 直 交 系 . 作 H、 = fpexlpe 
72(9)}. 令 号 为 吕 (Q) 到 五、 的 投影 算 子 , 那么 容易 知道 Pe [Wt(Q)]', 又 由 


(1.1.7) 和 得 到 
>》 及 = 工 


入 EA 


du2(9) 
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如 A 是 无 限 集 , 那么 上 式 中 收敛 性 , 是 按 强 拓扑 的 
设 UEe Dt (02), 记 LA = PUPYV. 今 证 上 发 有 9 上 上 有 界 可 测 肯 数 WAX (9)， 使 
得 当 yp e ZL2(Q) 时 ， 
UM (Dex' ) 一 人 AN PE 入， (2.4.31) 
事实 上 , 任 取 Q 上 有 界 可 测 函 数 y, 由 Us e [ix(O)] 知道 
Us (Woe,) 一 VU (wpe,)). (2.4.32) 
我 们 令 wx 是 (0) 到 (0) 的 如 下 的 算 子 : 


当 yg € LO) 时 ， wxvp = (UA Per, ea), 


那么 由 (2.4.32) 易 知 wa € It(Q)]'. 因此 由 定理 2.4.12, wx € (9), 即 有 Q 上 的 
有 界 可 测 函 数 uw(g),g & G, 使 


(WNP)(9) = aN (9)P(9). 


这 就 得 到 (2.4.31). 
对 于 每 个 Ee Br 有 {fe} 使 5E= Ees(&、 关 0 的 入 只 有 可 列 个 ), 当 pp e (9) 
时 , 2 上 e 22(O), 因此 


UpE 一 >》 (> weve 人 和 . (2.4.33) 
入 入 / 
这 样 一 来 ， 


BORO 
3 G 


= | le@| DD wey| duo) (2.4.34) 
G 入 和 X/ 


令 习 = {6 = 二 Gexe Hr,&; 为 有 理 数 , E、 关 0 的 只 有 有 限 个 }, 那么 DD 是 可 
列 集 而 且 3 在 HH 中 稠密 . 利用 (2.4.34) 可 知 , 存在 G 中 的 pu- 零 集 EE, 使 得 当 


gE GNE,t enD 时 , , 
>》 ax， GO)ev = 》 | (2.4.35) 
入 和 


由 此 容易 证 明 (2.4.35) 对 一 切 上 ee Hi,g €E GNE 成 立 . 当 ge GNEB 时 , 令 Ul(g) 是 
如 下 的 算 子 : 在 上 = { 人 je Hxr, 令 U(g)t = {人 } 为 如 下 的 回 量 : 


6 = D2 (9)éx, 
区 
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那么 由 (2.4.35) 知道 UV(g) 是 Hi 到 Hi 的 等 距 线性 算 子 . 由 (2.4.33) 容易 算出 当 
5() ECk(O) 时 , 对 几乎 所 有 的 9 e G, 成 立 着 


(Ué)(9) = U(g)é(9). 
类 似 地 对 于 U7! 也 有 G 中 的 yy- 零 集 2', 使 得 对 每 个 ge GNE', 存在 Hi 到 Hi 的 
等 距 线 性 算 子 U-1(g), 使 
(UT é)(9) = U7 (9g)é(9). 
再 利用 V-IC = UU-1=J 容易 证 明 对 几乎 所 有 的 ge G， 
U(g)U (g)=U  (g)U(g)=7, 


因此 对 几乎 所 有 的 g,U(g) 是 HH 到 HH 的 西 算 子 ， 只 要 在 一 个 j- 零 集 上 补充 定 
义 U(g) 或 是 改变 U(g) 的 定义 , 使 得 对 一 切 ge G 是 西 算 子 .这 时 对 每 个 《(.) € 
M(Hx, 0),U()E() E MO 0). 


定义 2.4.4 设 0 = (G,%B,4) 是 测度 空间 , Hi 是 维 Hilbert 空间 . 设 对 每 个 
9 EG,U(g) 是 Hr 到 Hi 的 西 算 子 , 而 且 当 &(:) € M(Hi, 0) 时 , U()E(:) € M(H;, 0). 
那么 称 U(-) 是 Q 上 取 值 为 不 中 西 算 子 的 可 测 函 数 (或 简称 为 丁 算 子 值 可 测 函 数 )， 


我 们 得 到 下 面 的 引 理 . 

引 理 2.4.20” 设 < No,Q 为 可 局 部 化 的 . 若 Te [Mi(Q)]?, 则 必 有 Q 上 取 
值 为 维 空间 酉 算 子 值 的 可 测 函 数 U(g), 使 得 当 上 € £4.(0) 时 ， 

(VS69) = U(g)é(9). 

我 们 再 考察 两 个 测度 空间 等 价 的 条 件 . 

定理 2.4.21 设 Q = (G, 好 ,由 与 Q' = (G',%',y') 是 两 个 可 局 部 化 测度 空间 ， 
那么 9 与 9' 等 价 ( 见 定义 1.2.4) 的 充 要 条 件 是 存在 22(Q) 到 名 (0') 的 西 映照 Q， 
使 得 

4 一 Q49r-1 

实现 Mi(9) 到 Mx(Q') 的 同 构 映 照 . 

证 ”我 们 后 面具 用 到 充分 性 , 因此 略 去 必要 性 的 证 明 . 

充分 性 . 记 (M,p) 和 (M',w) 分 别 是 相应 于 Q,Q' 的 测度 环 . 任 取 Ee 匈 , 令 
Cg(g),g e G 为 相应 于 万 的 特征 函数 . 记 Ps = To。. 由 于 QPpQ-! e gl) 有 
feL”(W) 使 Ti = QPgQ-!1. 由 于 Q 是 同 构 上 映照 , 从 Px = Pp,P2 = Ps 得 


f(g9) = f(g), f(g9)* = f(9). 
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因此 必 有 Be %%' 使 QPeg -1 = Pcs,. 作 M 到 M' 的 映照 p 如 下 : 
wp([E]) = [E']. 


由 于 Q 是 西 算 子 , 容易 验证 p 是 M 到 M' 上 的 一 一 映照 而 且 满足 条 件 (1.2.9), 此 
外 , 由 于 NM([ 辐 ) = 0 等 价 于 Pg = 0, 又 等 价 于 Pg, = 0, 也 就 等 价 于 we[ 可 ) = 0. 所 
以 9 和 8’ 等 价 . 证 毕 . 

4” 谐 测度 空间 

定义 2.4.5 ” 设 工 是 一 集 , % 是 工 的 某 些 子 集 所 成 的 co- 代数. 五 是 一 Hilbert 
空间 . 又 设 对 每 个 Be %, 给 定 了 五 中 的 一 个 投影 算 子 P(E) 与 之 对 应 , 满足 如 下 
条 件 : 

(i) P(g) = 0, P(T)=1; 

i) 若 瑟 = 》, 妃 , By € 8 而且 当 J 关 v 时 B=0, 则 对 一 切 &,ne HH， 


2 一 | 


(P(E)é,n) = >》_(P(E,)é,n), 


那么 称 抽象 集 函 数 饭 -，P(E) (或 记 为 P(-)) 为 (T,%B) 上 五 中 的 谱 测度 ， 也 称 
(T,B, P) 为 五 中 的 谱 测 度 空 间 . 
我 们 首先 列举 谱 测 度 的 一 些 简单 性 质 . 
(ii) 若 轧 , 2,… ,Bn € 和, 上 且 是 互 不 相交 的 , 则 
P(Ei+:+ EB,) = P(E)+:.…+ P(E,). 
(iv) 在 bi, Eb2 € B, 则 P(E )P(E,) 一 P(Ei (BE2). 
事实 上 , 由 (iii) 易 知 , 当 ,Fo € 8B, 碾 站 = 0 时 ， 
P(Fi)P(F,) =0. 
因此 知 户 , Bo e B, 则 
P(E)P(E,) 
= (P(E — bi ( |B;) + P(Ei ( | E2))(P(E; 一 bi ( |E) + P(Ei ( |E2)) 
= P(E { |E»). 
由 (iv) 知道 第 = {P(B)|IE e 和 8} 是 交换 算 子 族 . 如 果 P(E)H 不 可 能 分 解 成 不 
可 列 个 不 为 {0} 的 、 对 第 中 一 切 算 子 不 变 的 闭 线性 子 空间 的 直 交 和 , 那么 称 P(E) 
是 可 列 可 分 解 的 . 对 每 个 下 ec %, P(F) 关 0, 必 有 Ee ,ECcF, 使 P(E) 关 0 为 可 
列 可 分 解 的 . 称 谱 测 度 P(.) 为 正常 的 . 
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定理 2.4.22 设 互 是 Hilbert 空间 , (T,%B,P) 是 五 中 的 正常 的 谱 测 度 空 间 . 
又 设 由 {P(EB)IE € B} 张 成 的 闭 算 子 代数 多 是 极 大 交换 的 , 那么 必 有 使 (T, 8, 4) 
是 测度 空间 , 又 有 五 到 L2(T,%, 1) 上 的 西 映照 U, 使 得 Q(E) =UP(B)U-1,Ec% 
是 如 下 的 算 子 : 

(Q(E)p)(Y) = CE(y)9()), pe LT, ,1), (2.4.36) 
这 里 Cp 是 点 集 EB 的 特征 函数 . : 


证 ”根据 引 理 2.4.6, 将 空间 互 分 解 成 一 族 互 相 直 交 闭 子 空间 {Eeeesl 的 直 
交 和 , 使 得 算 子 族 {P(E)IE e 和 8} 在 He 中 具有 循环 元 上 5. 作 各 上 的 集 函 数 je: 当 
EeB 时 , 

be(E)= (P(E)é,€). 
由 于 P(-) 是 谱 测 度 , Qe = (T,， 3, pe) 是 有 限 测度 空间 , 作 He 到 Z2(Qe) 的 映照 Ue 
如 下 : 对 于 He 中 形 如 


人 MkP (Ex)E (Ex E B,Ak 为 数 ) (2.4.37) 
太一 工 


的 问 量 , 规定 它 经 过 Ui 后 映照 成 


MOE: (7Y), 了 EL. (2.4.38) 
k=1 


容易 验证 这 是 He 的 子 空间 到 (Qe) 的 子 空间 的 等 中 线性 映照 。 然而 形 如 
(2.4.37) 和 (2.4.38) 的 向 量 全 体 分 别 在 Hi 与 2(Qe) 中 稠密 . 因此 Ue 唯一 地 延 拓 成 
He 到 | L*(Qe) 上 的 西 算 子 . 

记 Qe(B) = IEP(BE)U ,Be 8. 容易 看 出 Qe(B) 是 如 下 的 算 子 : 

当 pe 天 (os) 时 , (Qe(E)y)(Y) = Ce(7)o0)7 ET. 

再 证 明 当 t,t ee 三 但 上 关 82 时 , je 与 je' 是 互相 奇异 的 .在 不 然 的 话 ， 必 有 
AEe 吕 使 je 与 jve' 在 4 上 相互 等 价 . 令 M 和 M' 分 别 是 2(Qe) 和 到 (4) 中 在 
A 外 为 0 的 函数 全 体 所 成 的 财 子 空间 . 作 M 到 M' 的 算 子 V: 当 fe M 时 ， 


dhe (7) 
mm-| We Yh (2.4.39) 
0， YEA. 


由 于 je 与 we 在 4 上 等 价 ,V 是 M 到 M' 上 的 西 算 子 . 当 & eS 时 , 记 昌 到 He 
上 的 投影 算 子 为 Pe . 由 引 理 2.3.7 和 2.4.2, Pe < 好 = 令 U= Us'VeQe(A)UeP:. 
当 A € B 时 , 由 (2.4.39) 我 们 得 到 
UP(E)= Ue VQe(A)Qe(E)UeP: 
= Us Qe(E)VQe(A)UeP: = P(E)U. (2.4.40) 
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因此 U € {P(E)IB e By = ,所 以 U = PuU = UP = 0. 然而 由 于 ue(A) 六 
0, pe'(A)@#A 0, 


_1 /due(Y) 
Ué= Ue due’ (7Y) C40) #0 


这 是 矛盾 所 以 {je,t e =} 是 相互 奇异 的 . 
设 忆 Ee 而且 P(E) 是 可 列 可 分 解 的 , 那么 ue(E) > 0 的 & 只 有 可 列 个 , 这 种 
的 全 体 记 为 81. 作 1 上 的 集 函 数 / 如 下 : 
J(E)= > welE 


HLe(E)#O 


容易 验证 (T, 81,4) 是 测度 空间 . 由 于 & 的 极 大 交换 性 , 谱 测度 是 正常 的 . 容易 证 明 
对 于 eB, 定义 


p(F)= sup MB)， 
EEB1I,EEF 


那么 /从 人 1 延 拓 到 站 上 . 而 且 Z2(T, ,1) = 2 O70) 令 U= DVR 那么 
U 是 五 到 2(T,%,y) 的 西 算 子 , 而 且 由 (2.4.40) 容易 推出 (2.4.36). 


系 2.4.23 设 互 是 Hilbert 空间 , (T,%B,P) 是 H 中 正常 的 谱 测 度 空间 ， 又 设 
由 {P(E)|IE € %} 张 成 的 弱 闭 算 子 代数 9 具有 均匀 重复 度 有 . 设 5 是 一 个 大 维 的 
Hilbert 空间 , 那么 必 有 岂 使 人 T, 委 , 岂 成 为 测度 空间 , 又 有 五 到 £4(T, 和 8,n) 上 的 西 
映照 UV, 使 得 Q(B) = UP(B)U-!1, Be BB 是 如 下 的 算 子 : 


(Q(E)p)(Y) = Ce(Ty)p0)， pe RT,B,p), 
这 里 Cp 是 点 集 EB 的 特征 函数 . 
证 由 于 多 具有 均匀 重复 度 k, 必 可 将 分 解 成 个 互相 直 交 的 对 义 不 
变 的 闭 子 空间 如, 和 = 1,2,… ,k 的 直 交 和 : HH = 和 om 使 得 由 在 玉 上 的 


限制 是 极 大 交换 的 , 而 且 是 彼此 西 等 价 的 ， 利 用 定理 2.4.22, 有 (T,8) 上 的 测度 ， 
以 及 H、 到 2(T, ,py) 的 本 映照 DA, 使 得 Q、(E) = UP(B)U-!,B e % 是 算 子 
(QA(E))P(Y) = Ce(V)p(), < 产 (全 好, 六 不 妨 记 这 个 L2(T,%B,p) 为 五 ， 那 


” 么 由 于 召 (T, 双 ,四 = 》 3@ 友 ,我们 再 利用 这 族 {U), 和 = 1,2,… ,对 得 到 万 到 


2%(T, 肖 ,44) 的 西 映照 如下: 当 he H,h= Dh\,h eH WH, Uh 是 £2(T,%,y) 
中 如 下 的 函数 : 对 每 个 ye T, (Uh)(y) 是 5 中 的 向 量 , 其 和 坐标 为 (Uhhs)()). 容 
多 看 出 这 个 映照 Q 就 满足 我 们 的 要 求 . 


第 三 章 ” 具 拟 不 变 测度 的 群 上 调和 分 析 


我 们 知道 , 在 ” 维 空间 中 对 一 切 平移 都 不 变 的 正则 测度 必 是 Lebesgue 测度 乘 
以 一 个 常数 因子 , 而 调和 分 析 (例如 Fourier 变换 的 理论 ) 就 是 建立 在 Lebesgue 测度 
的 这 种 平移 不 变性 上 .n 维 空间 的 不 变 测 度 理论 及 调和 分 析 早 已 经 推广 到 局 部 索 的 拓 
扑 群 上 , 特别 是 在 交换 的 局 部 紧 拓 扑 群 上 , 调和 分 析 已 经 有 非常 丰富 的 结 采 . 

我 们 自然 要 问 在 无 限 维 空间 上 是 否 可 以 建立 类 似 的 平移 不 变 测 度 理 论 以 及 相应 
的 调和 分 析 . 事实 上 , 在 处 理 量子 场 论 的 所 谓 连 续 积分 时 , 理论 物理 学 家 们 已 经 随 
便 应 用 无 限 维 空间 上 的 Fourier 变换 @. 然而 不 可 能 指望 把 有 限 维 线性 空间 的 平移 
不 变 测 度 理论 推广 到 无 限 维 线性 空间 上 去 . 例如 读者 可 以 很 容易 地 证 明 在 无 限 维 的 
Hilbert 空间 上 就 不 可 能 存在 较 好 的 平移 不 变 测 度 , 也 就 是 说 , 如 果 这 个 不 变 测度 使 
一 切 球 都 是 可 测 集 的 话 , 那么 许多 球 的 测度 不 是 0 就 是 oo. 因此 , 我 们 只 有 降低 对 测 
度 的 平移 不 变性 的 要 求 . 我 们 注意 , n 维 空间 上 的 oc- 有 限 测 度 , 若是 测度 为 0 的 集 经 
平移 后 仍 为 测度 为 0 的 集 , 一 一 这 种 性 质 称 之 为 拟 不 变性 ， 那么 这 个 测度 也 必 
然 等 价 于 Lebesgue 测度 ( 见 定理 3.1.5), 而 互相 等 价 的 (例如 可 局 部 化 ) 测度 之 间 可 
以 用 Radon-Nikodym 导数 联系 起 来 ， 因此 也 可 考虑 把 对 Lebesgue 测度 的 上 述 拟 不 
变性 一 般 化 . 然而 对 于 常用 的 无 限 维 线性 空间 , 例如 无 限 维 Hilbert 空间 , 也 不 存在 
oc_ 有 限 的 拟 不 变 测 度 ( 零 集 经 过 平移 后 成 为 零 集 的 测度 ). 因此 我 们 还 要 再 降低 要 求 ， 
不 是 考察 对 一 切 平移 零 集 都 变 成 零 集 的 测度 ， 而 是 对 某 个 线性 子 空间 中 向 量 的 平移 
把 零 集 变 成 零 集 的 测度 . 这 个 拟 不 变 测度 的 概念 是 在 1959 年 由 Gelfand[1] 提出 的 ， 
他 利用 装备 Hilbert 空间 上 测度 的 概念 对 量子 场 论 交换 关系 的 表示 进行 了 初步 的 人 研 
究 ( 见 Gelfand 和 Vilenkin[1]). 与 此 有 联系 的 , Segall5l 在 略 早 的 时 候 (1958 年 ) 提出 
了 Hilbert 空间 上 拟 不 变 弱 分 布 的 概念 , 这 个 概念 实质 上 等 价 于 拟 不 变 测度 的 概念 . 

在 S.G.Brush [1] 的 后 面 附 有 关于 量子 场 论 中 用 到 的 无 限 维 空间 积分 的 许多 文献 的 目录 . 
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现在 已 经 看 出 , 量子 场 论 中 相应 于 真空 态 的 测度 是 拟 不 变 测 度 . 

然而 他 们 没有 对 拟 不 变 测度 建立 调和 分 析 . 容易 看 出 , 要 彻底 讨论 拟 不 变 测 度 ， 
宁可 先 考 察 群 上 的 拟 不 变 测度 . 这 一 章 中 我 们 要 建立 起 群 上 拟 不 变 测 度 的 调和 分 析 . 

拟 不 变 测度 是 一 类 非常 广泛 的 测度 , 和 不 变 测度 有 本 质 的 区 别 , 我 们 不 可 能 要 求 
对 拟 不 变 测度 建立 起 像 局 部 紧 群 上 调和 分 析 那 样 整齐 的 理论 . 然而 我 们 在 这 里 所 讨 
论 的 一 些 问题 , 也 还 是 紧密 地 联系 着 局 部 紧 群 上 调和 分 析 中 相应 的 问题 . 我 们 这 里 所 
用 的 方法 与 局 部 紧 群 上 的 方法 完全 不 同 , 偏重 于 测度 论 的 方法 与 Hilbert 空间 上 弱 
闭 交 换算 子 环 论 的 方法 . 这 里 所 建立 的 一 些 理 论 和 方法 是 试图 为 进一步 研究 量子 场 
论 中 的 大 量 的 “连续 积分 ”问题 , 建立 一 些 基础 . 

在 83.1 中 我 们 首先 考察 拟 不 变 测度 的 一 些 基 本 性 质 . 在 $3.2 中 我 们 引进 了 研 
究 拟 不 变 测 度 特 有 的 必 不 可 少 的 拟 特征 标 概念 , 并 对 拟 特征 标 群 做 了 较 详 细 的 探讨 
在 83.3 中 把 局 部 紧 群 上 正定 函数 的 积分 表示 定理 推广 到 具 拟 不 变 测度 的 群 上 ， 在 
33.4 中 给 出 了 Fourier 变换 的 基本 理论 . 
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我 们 首先 把 平移 不 变 测度 的 概念 推广 . 


定义 3.1.1 设 0=(G,%3,y) 是 一 测度 空间 ,h 是 G 到 G 中 的 映照 ,h 的 定义 
域 全 (h) 为 可 测 集 , 而 且 GND(h) 是 零 集 . 又 对 每 个 4 e %, 集 


h (A)= {glhg € A;g € D(h)} € %, 


那么 称 h 是 Q 中 的 可 测 变 换 . 这 时 , 记 jn 为 如 下 的 集 函 数 : 


当 A € 好 时 ，j(4) = 1(h-1A). (3.1.1) 
显然 , un 是 (G, 泡 ) 上 的 测度 . 

令 6(0) 是 9 上 满足 如 下 条 件 的 可 测 变换 @ 全 体 : (i) h 的 值 域 RK(h) 为 可 测 集 
而 且 GN%K(h) 为 jy- 零 集 ; (让 jh 为 D(h) 到 8K(h) 的 一 一 映照 ; (ii) 测度 jn 与 凡 等 
价 . 

当 h,h' E 6(Q) 时 , 作 G 上 的 映照 hh' 如 下 : 它 的 定义 域 D(hh') = {glg e 
D(h'),h'g e Dh)}, 当 ge Dhh') 时 , 规定 


(hh )g = h(h’g). 
引 理 3.1.1 当 h,h’€ 6(0) 时 , hh’ e 8(0). 
中 这 里 可 测 变 换 的 概念 与 Halmos[1] 中 所 述 的 略 有 不 同 . 
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证 ”由 于 人 DWND(hA) =h1(GND(h)), 但 GND(h) 是 1- 零 集 , 也 应 是 jw- 
零 集 , 因此 D(HW ND(hh') 是 uw- 零 集 , 又 hh' 的 值 域 R(hh') 是 h(R(W) 门 D2(h)) = 
RhNA(DANM(A)), 由 于 DANNR(N) 为 uy- 零 集 , 又 4 与 un 等 价 , 所 以 h(D(hN 
KR(h')) 也 是 j- 零 集 , 因而 GNR(hh') 是 jy- 零 集 . 显然 hh’' 是 一 一 映照 , 而 hp’ 是 可 
测 变 换 , 再 由 pi = (pn 易 知 jwnn' 与 4 等 价 , 即 


hh’ € 8(0). 
我 们 规定 hh’ 为 h 与 jp 的 积 , 那么 按照 这 个 乘法 有 
系 3.1.2 ”G6(Q) 成 为 群 


我 们 此 后 称 6(9) 中 变换 h 为 使 Q 拟 不 变 的 变换 , 也 称 6(O) 为 8 的 拟 不 变 变 
换 群 . 
设 h,h’e 6(9). 如 果 存 在 人 DD cD(h) 门 D(h'), 而 且 GN 为 零 集 , 使 得 


当 g€D 时 , hg = hg, 


那么 称 h 与 天 相等, 记 为 h = h'. 这 关系 “=” 显 然 是 “等 价 关系 ”. 

容易 看 出 , 若 h; € 6(0),7 = 1,2,3,4, 而 且 hi = ho,hs = ha, 那么 hihs = hzha. 
今后 我 们 有 时 在 群 6(Q) 中 把 相等 的 变换 h 视 为 同一 变换 , 这 并 不 会 引起 混 请 . 

设 he 6(Q). 如 果 h 及 h-!1 把 测度 有 限 的 集 变 成 测度 有 限 的 集 , 那么 称 h 为 使 
Q 强 拟 不 变 的 变换 . 如 果 hh 及 h-! 把 oc- 有 限 的 集 变 成 vc- 有 限 的 集 , 那么 称 h 为 弱 
拟 不 变 的 变换 . 设 6 为 6(0) 的 子 群 , 而 且 每 个 he 6 是 使 9 ( 强 , 弱 ) 拟 不 变 的 变 
换 , 那么 称 Q 是 关于 6 ( 强 , 弱 ) 拟 不 变 的 . 

特别 , 若 对 一 切 he ,Be B 都 有 jy(hB) = 1(B), 那么 称 QQ 关于 6 是 不 变 的 . 

我 们 后 面 对 群 的 情况 最 感 兴趣 . 

设 G 是 一 群 , 6 是 G 的 子 群 , (G, 好 ) 是 一 可 测 空间 , 如 果 对 一 切 Be 他 ,he 6， 


hB = {hglg € B}e %, 


那么 称 (G, 妇 ) 为 关于 6 左 拟 不 变 的 可 测 空 间 ， 类 似 地 ,也 可 以 定义 右 拟 不 变 的 
概念 ， 左 、 右 拟 不 变 统称 为 拟 不 变 . 若 在 (G, 好 ) 上 又 有 测度 满足 如 下 条 件 : 当 
Be ,he 时, n(B) =0 与 1(hE) = 0 是 等 价 的 . 那么 (G, 好 ,站 关于 左 平移 群 6 
是 拟 不 变 的 . 

简单 地 说 , (G, 好 ,由 关于 左 平移 6 ( 强 , 弱 ) 拟 不 变 , 就 是 经 过 6 中 的 一 切 平移 
g 一 hg,g € G,h e 8 后, 可 测 集 , 零 集 (测度 有 限 集 , oc- 有 限 集 ) 仍 分 别 成 为 可 测 集 ， 
零 集 (测度 有 限 集 , o- 有 限 集 ). 

特别 当 对 一 切 he 6, 有 Hp = jy(E),B € B 时 , 那么 称 (G, ,1) 是 关于 左 
平移 6 不 变 的 . 例如 在 局 部 紧 群 G 上 存在 关于 G 左 ( 右 ) 不 变 的 Haar 测度 ( 风 
Halmos |1|). 
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设 (G, 和 3,n) 是 天 于 6 不 变 的 测度 空间 , > 是 (G, 委 ) 上 的 测度 而 且 > 与 4/ 等 
价 , 那么 (G,B,v) 是 关于 6 拟 不 变 的 . 如 果 f 是 (G, 好 ) 上 的 可 测 函 数 而 且 对 一 切 
g EG,0 < f(g) < %, 作 (G,B) 上 的 测度 > 如 下 : 当 Be 时 ， 


/(B) = 上 f(g)dn(g), 


那么 (G,B,v) 是 关于 6 弱 拟 不 变 的 . 

设 0 = (G, ,4) 是 任 一 测度 空间 , 6B 只 含有 恒 等 变换 , 那么 Q 关于 6 是 不 变 
的 , 这 是 最 平凡 的 例 . 

议 G 是 一 群 , Q = (G, 好 ,站 ) 是 一 测度 空间 , h € G, 若 左 平移 7h:g 一 hg 及 Th 
是 (G,B,4) 的 可 测 变换 而 且 测 度 jy ( 见 (3.1.1)) 与 等 价 , 则 称 h 为 的 拟 不 变 
点 . 显然 Q 的 拟 不 变 点 全 体 6 组 成 G 的 子 群 , 称 这 个 子 群 6 为 9 的 最 大 左 平移 拟 
不 变 子 群 . z 

右 (G,%B, 4) 是 关于 6 拟 不 变 的 、o- 有 限 的 测度 空间 , 那么 必 有 (G,%B) 上 与 1 
等 价 的 有 限 的 测度 v, 它 关 于 6 也 是 拟 不 变 的 . 事实 上 ， 这 时 必 有 一 列 互 不 相交 
的 Bk,k = 1,2,…, 使 得 Bk € 8,0 < MBk) < co,G = | Br. 作 测 度 v 如 下 : 当 


k=1 
Ee%B 时 , 


一 1 
v(E) = 2 DEB) (EBs) 

容易 看 出 , > 与 4 是 等 价 的 , 而 且 v(G) = 1, 又 易 知 v 关于 6 是 拟 不 变 的 . 

本 书 中 此 后 着 重 讨论 可 局 部 化 拟 不 变 测度 , 特别 是 有 限 拟 不 变 测度 

2” 对 整个 群 G 拟 不 变 的 测度 

在 这 一 段 中 我 们 假设 乘积 可 测 空间 (G x G,%B x 3) 到 可 测 空间 (G, 3) 的 映照 
(g,h) 一 gh7! 是 可 测 的 , 今后 不 再 一 一 交代 . 

引 理 3.1.3 ” 设 (G,%B,yx),k = 1,2 分 别 是 关于 右 、 左 平移 G 拟 不 变 的 有 限 测 
度 空 间 , 那么 jo 对 于 ji 是 全 连续 的 . 

证 “” 作 乘积 测度 空间 (GxG, 吕 x%B, ji xp2). 对 每 个 ce 各 xB, 我 们 以 xp(z,Y) 
表示 集 E 的 特征 函数 . 容易 知道 当 玉 € 8 x 3 时 xg(zx,z-1y) 是 (G x G,% x %) 
上 的 可 测 函 数 , 作 (G x G,B x %) 上 的 有 限 测度 > 如 下 : 


J(E) = | | xE(z,2-1y)dp (zs)dpa(y). (3.1.2) 


今 证 明 > 关于 ji x Ha 是 全 连续 的 . 设 EBeBxB 而且 pi x jp2(B) = 0, 设 
E” = {yl(z,y) € EB}, 那么 
| me")am(o) = 0， 
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因此 必 有 A e 外 使 得 jv (A) = 0 而 且 当 xzEA 时 jo(E7) = 0, 由 jw 的 左 平移 拟 不 
变性 得 到 jo(zE7) = 0. 再 由 Fubini 定理 得 到 


"=f (/ p(y)dpa(y) ) din (©) 
一 | LW2 (TE™ dui(z) = 0. 
G 
所 以 有 (G x G,B x 8,p1 x py2) 上 的 非 负 可 测 函 数 g(x,y), 使 
v(E) = / / XE(Z, Yy)g(z, ydu1(z) du2 (7). (3.1.3) 
万 一 方面 , 由 于 (x,y) 一 zy 是 可 测 上 映照, 车 4e 外, 则 集 
E={(v,ylrye A}eBx%. 
由 (3.1.2) 得 到 
r( 回 = | xaWan (sda) = p24) 
但 由 (3.1.3) 并 利用 Fubini 定理 得 到 


v(E) = / | ca) dp2(y). (3.1.4) 


因此 , 春 ui1(4) = 0, 则 由 ji 的 右 平移 拟 不 变性 得 到 ji(Ay-!) = 0, 由 (3.1.4) 得 到 
v() = 0, 因此 jw2(4) = 0. 所 以 uo 关于 pi 是 全 连续 的 . 证 毕 . 


引 理 3.1.4 ” 设 (G, 妇 ,由 是 关于 右 平 移 G 拟 不 变 的 有 限 测度 空间 , 作 (G, %) 
上 的 测度 jy_i: 当 记 EB 时 jp_1(E) = p(B-1), 那么 4 与 p_i 等 价 . 


证 ” 容 多 看 出 jy_1 是 关于 左 平移 G 拟 不 变 的 测度 . 根据 引 理 3.1.3, jw_1 对 于 
A 是 绝对 连续 的 ， 即 是 说 , 若  € %B,n(B) = 0, 则 jy(B-1) = 0， 因 此 ,车 Ee 
好, p_i1(B) = (B71)=0, 则 p(B) = p_i(B-!1) =0. 所 以 对 于 yi 也 是 全 连续 的 ， 
即 ja 与 jw2 等 价 . 证 毕 . 


定理 3.1.5 设 (G,,n) 是 关于 左 ( 右 ) 平移 G 拟 不 变 的 oc- 有 限 测 度 ， 则 
(G, 外, 由 ) 是 关于 右 ( 左 ) 平移 拟 不 变 的 ， 若 (G, ,nx),k = 1,2 是 关于 ( 左 或 右 ) 
平移 G 拟 不 变 的 、 非 平凡 的 ( 即 不 恒 为 零 ) 两 个 oc- 有 限 测度 空间 , 则 ji 与 po 是 相 
互 等 价 的 . 


证 ”根据 第 一 段 所 述 , 不 妨 把 oc- 有 限 测度 换 成 等 价 的 有 限 测 度 . 假设 (G, 好, 由 
是 关于 右 平 移 G 拟 不 变 的 , 则 /1 是 关于 左 平 移 G 拟 不 变 的 , 根据 引 理 3.1.4, 4 与 
A_1 等 价 , 因此 jy 也 是 关于 左 平 移 拟 不 变 的 . 若 (G, ,1) 是 关于 左 平移 G 拟 不 变 
的 测度 , 那么 j_1 关于 右 平移 G 是 拟 不 变 的 , 由 已 证 好 的 部 分 知道 /1 关于 左 平移 
G 是 拟 不 变 的 , 因此 j 是 关于 右 平 移 G 拟 不 变 的 . 
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议 (G, ,ux) 是 关于 平移 G 拟 不 变 的 、 非 平凡 的 有 限 测 度 空 间 , 根据 引 理 3.1.3， 
H2 关于 HI 征 绝 对 连续 的 ， 调换 Hl 和 H2 的 位 置 就 知道 AL 关于 H2 也 是 绝对 连续 
的 . 证 毕 . 

注 ”定理 3.1.5 可 以 推广 到 准 o- 有 限 测度 ( 见 定义 1.1.9) 的 情况 , 例如 , 设 
(G, 站 ,/) 是 关于 左 平移 G 拟 不 变 的 准 oc- 有 限 测 度 空 间 , 那么 (G, 好, 1) 也 是 关于 
右 平 移 G 拟 不 变 的 . 事实 上 , 任 取 已 e %,n(B) = 0,he G. 设 Go 是 定义 1.1.9 中 的 
正常 子 群 , 作 G1 = U h"Go 那么 G 的 正常 子 群 G1 e ,G1 包含 瑟 及 六 而 且 Gi 


是 v 有限 的 . 令 31 及 ji 分 别 是 区 ,在 Gt 上 的 限制 , 那么 易 知 (G1,%81,1) 是 关 
于 左 平移 Gi 拟 不 变 的 oc- 有 限 测度 空间 . 根据 定理 3.1.5, ja 也 是 关于 右 平 移 G1 拟 
不 变 的 , 因此 由 (EB) = 0, 推出 jy(Eh) = 0, 即 (G, 站, 由 是 关于 右 平移 G 拟 不 变 的 . 


类 似 地 , 看 (G, 3, nx),k = 1,2 是 关于 平移 G 拟 不 变 的 准 c- 有 限 测度 空间 而 且 
相应 于 ui 和 js 是 同一 Go( 见 定义 1.1.9), 那么 ji 与 uo 是 等 价 的 . 


系 3.1.6 设 G 是 局 部 紧 群 , 胃 是 由 G 中 一 切 紧 集 张 成 的 o- 环 , 设 (G, 好, 门 
是 关于 ( 左 或 右 ) 平移 拟 不 变 的 局 部 oc- 有 限 测度 空间 , 那么 六 与 G 上 的 Haar 测度 
等 价 . 


这 由 定理 3.1.5 的 注 及 81.1 第 6 段 立 即 得 到 . 
3” 拟 不 变 测 度 的 一 个 基本 性 质 


定义 3.1.2 ” 设 G 是 一 拓扑 空间 , 6 是 G 到 G 中 的 一 族 连续 映照 . 又 设 6 本 
号 具有 拓扑 . 如 果 对 每 个 ho e 5, G 中 的 每 个 紧 集 KK 及 包含 hoK 的 每 个 开 集 O, 必 
有 ho 的 环境 Y 使 得 当 heV 时 PE cO, 那么 称 6 的 拓扑 为 适宜 的 . 


我 们 考察 后 面 常 用 的 一 种 情况 . 


引 理 3.1.7 设 G 是 拓扑 群 , 6 是 G 的 子 群 . 对 每 个 he 5, 将 hh 视 为 左 平移 
g 一 hg,g eG, 那 么 G 在 8 上 导出 的 相对 拓扑 是 适宜 的 . 


证 ” 任 取 ho e 6,G 的 紧 集 KK 和 包含 紧 集 hoK 的 开 集 O, 对 每 个 ge hok, 作 
G 中 单位 元 的 环境 U0, 使 Ug c O. 再 作 G 中 单位 元 的 环境 V, 使 VV c U, 那么 


hok C (J Vog CO. 
gEhoK 


由 于 hoK 是 紧 集 , 有 g1,.… ,gn € hoK, 使 得 


hoK C U Vo,, gv. 


2 一 工 
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作 V = 门 VW,, 这 是 单位 元 的 环境 . 今 证 当 h 属于 ho 的 环境 Vho 时 hK Cc O. 事 
v=1 
实 上 , 对 每 个 ge hK,hoh-1g e hoK, 因此 有 vw 使 得 hoh-1g e Vy,gv,; 从 而 
9 和 hj Vy, gv C V Vo, gv C Ug, gv CO, 

即 hkK CO. 所 以 将 6 视 为 变换 群 时 , 6 的 相对 拓扑 是 适宜 的 . 证 毕 . 

引 理 3.1.8 设 G 是 拓扑 空间 ，(G, ,4) 是 正则 测度 空间 ,6 为 其 上 的 一 族 
连续 可 测 变 换 所 成 的 拓扑 群 ， 而 且 6 上 的 拓扑 是 适宜 的 ， 那么 对 每 个 紧 集 KK < 
B,n(hK),he 6 是 6 上 的 上 半 连 续 函 数 @. 


证 ” 任 取 ho e 8, 车 1(hoK) = co, 自然 ho 为 函数 (nhK) 的 上 半 连 续 点 . 若 
Apo 天 ) < co, 由 4 的 正则 性 , 对 每 个 s > 0, 存在 G 中 的 开 集 O 2 hoK, 使 


HLO) <nu(hoK)+e. (3.1.5) 


然而 6 的 拓扑 是 适宜 的 , 因此 有 ho 的 环境 Y 使 得 当 h eV 时 hK CO. 由 于 
hK e 8, 从 (3.1.5) 得 到 
HREK) < pl(hoK)+e, 


这 就 是 说 , 函数 Jj(hK) 在 ho 的 上 界 @ S(ho,n(hK)) 具有 性 质 
L(hoK) < S(ho,u(hK)) < S(p(hK),V)Y < pu(hoK)+e. 


令 = 一 0, 即 得 j(hoK) = 5S(ho; 4(hK)). 因此 ho 也 是 函数 y(hK), he 6 的 上 半 连 
续 点 . 证 毕 . 


系 3.1.9 设 G 是 拓扑 群 ,，(G,B,w) 是 正则 测度 空间 , 6 是 G 的 子 群 (在 6 
上 取 由 G 导出 的 拓扑 ), 又 设 对 每 个 he 6,B e %,hB e 外 ,那么 对 每 个 紧 集 天 < 
3,u(hK),h e 8 是 6 上 的 上 半 连 续 函 数 . 


由 引 理 3.1.7 及 3.1.8 立即 得 到 系 3.1.9. 
下 面 我 们 给 出 正则 测度 对 变换 的 一 种 连续 性 ( 引 理 3.1.10), 由 它 导出 拟 不 变 测 
度 的 一 个 重要 性 质 . 


引 理 3.1.10” 设 (G, 妇 , 岂 是 正则 测度 空间 , 又 设 对 G 中 的 每 个 紧 集 K,n(K) < 
co. 骨 设 6 是 其 上 一 族 连 续 可 测 变换 所 成 的 拓扑 群 . 又 设 6 具有 适宜 的 拓扑 ( 见 定 
义 3.1.2), 使 6 成 为 第 二 纲 的 拓扑 群 . 那么 对 每 个 紧 集 Ke 8, 必 有 ho e 6, 使 得 6 
上 的 函数 jy(hK),he 6 在 ho 点 连续 . 

证 ”根据 引 理 3.1.8, 函数 u(hK),he 6 是 6 上 的 上 半 连 续 范 数 . 然而 由 于 测 
度 是 非 负 的 , 对 一 切 he 6, 根据 引 理 1.2.2, 由 6 的 第 二 纲 性 导出 : 函数 jy(hK),h eg 
必 有 一 连续 点 . 证 毕 . 

巴 天 于 上 半 连 续 函 数 的 概念 , 记号 与 定理 , 参看 附录 I ( 81.2). 
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系 3.1.11 设 G 是 拓扑 群 , 6 是 G 的 子 群 , 但 6 本 身 具 有 拓扑 成 为 第 二 纲 的 
拓扑 群 , 而 且 这 个 拓扑 比 G 在 6 上 导出 的 拓扑 强 . 若 (G,%) 是 关于 左 (或 右 ) 平 
移 6 拟 不 变 的 可 测 空间 , 而 且 1 是 其 上 的 正则 测度 , 那么 对 每 个 紧 集 Ke 8, 有 
ho € 6 使 得 jy(hK),h e 6 在 ho 点 连续 . 

我 们 利用 引 理 3.1.10 再 给 出 后 面 要 用 的 一 个 性 质 . 


引 理 3.1.12 ” 设 (G, ,1) 是 关于 (连续 , 可 测 ) 变换 群 6 拟 不 变 的 正则 测度 空 
间 , 再 设 对 G 中 每 个 紧 集 K, w(K) < oo. 又 设 6 具有 适宜 的 拓扑 , 使 6 成 为 第 二 
纲 的 拓扑 群 , 那么 当 紧 集 KK e 外, Ap( 开 ) > 0 时 , 必 有 6 中 单位 元 的 环境 V, 使 得 当 
heV 时 ， 


L(K{ |hK)>0. (3.1.6) 


证 ”根据 引 理 3.1.10, 有 hoe 6, 使 jhK) 在 ho 点 按 6 的 拓扑 是 连续 的 . 由 
拟 不 变性 , y(hoK) > 0. 由 于 是 正则 的 , 有 开 集 O_e %, 使 得 O 2 hokK 而 且 


MO) < Sp(hoK). (3.1.7) 


由 于 6 的 拓扑 是 适宜 的 , 有 ho 的 环境 Vi 使 得 当 he Vi 时, hkK CO. 取 V 充分 
小 , 使 得 当 he V 时 ， 
(hEK) - pAhoK)| < sp(hoK). (3.1.8) 


由 hK CO 及 hoK CO 得 到 
APK 人 |hoK)= RAPE) + nu(hoK) ~ 1p(O), 
因此 , 从 (3.1.7) 和 (3.1.8) 得 知 当 he V 时 
L(hK { |hok) > =U(hoK) >0. (3.1.9) 
利用 测度 jy 的 拟 不 变性 , 当 g = hj 1he ji 时 , 从 (3.1.9) 得 到 
u(gK{ |K)>0. 


由 于 6 是 拓扑 群 , hy Vi。 是 6 中 单位 元 的 环境 , 这 就 取 到 了 V = ho1W,. 证 毕 . 


系 3.1.12′ 设 G 是 拓扑 群 , 6 是 G 的 子 群 , 但 6 本 身 具 有 拓扑 成 为 第 二 纲 的 
拓扑 群 , 而 且 这 个 拓扑 比 G 在 6 上 导出 的 拓扑 强 . 若 (G, ,1) 是 关于 左 ( 右 ) 平移 
5 拟 不 变 的 正则 测度 空间 , 并 且 对 G 中 每 个 紧 集 K, w(K) < +eo, 那么 对 每 个 紧 集 
K eB,n(K) > 0 必 有 6 中 单位 元 的 环境 V, 使 得 当 he V 时 ,(3.1.6) 成 立 . 

利用 上 面 结果 可 以 得 到 拟 不 变 测 度 存在 的 一 个 简单 的 必要 条 件 . 
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定理 3.1.13” 设 G 是 拓扑 群 , 6 是 G 的 子 群 , 但 6 本 身 具 拓 扑 晶 成 为 拓扑 
群 , 又 G 在 6 上 导出 的 拓扑 比 6 原 有 的 拓扑 弱 ， 再 设 6 为 第 二 纲 空间 ， 如 果 存 
在 关于 6 拟 不 变 的 非 平 凡 的 〈 即 不 恒 为 0) 正则 测度 空间 (G, ,1), 对 G 中 的 每 个 
K,h(K) < oo, 那么 必 有 6 中 单位 元 的 环境 包含 在 G 的 紧 集 中 . 


证 ”由 于 jy 是 正则 的 , 必 有 紧 集 K e 8, 使 得 uw(K) > 0. 利用 系 3.1.12', 我 
们 知道 , 存在 8 中 单位 元 的 环境 y, 使 得 对 一 切 he 区 开门 PK 类 0. 于 是 heV 
时 he KK-!. 我 们 要 证 明 KK-! 是 G 中 的 紧 集 ， 作 乘积 拓扑 空间 G x G, 根据 
Tychonoff 定理 , K x K 是 G x G 中 的 紧 集 , 然而 易 知 


(zy) 一 Ty 
是 GxG 到 G 的 连续 映照 . 在 上 述 连续 映照 下 , 紧 集 KK x K 的 像 K-11K 也 是 紧 集 ， 
于 是 由 VC KK-! 即 得 所 欲 证 . 

系 3.1.14 设 G 是 第 二 纲 的 拓扑 群 , 那么 存在 关于 左 平移 G 拟 不 变 的 非 平 几 
的 正则 测度 空间 (G, ,yw) 而 且 jy 适合 如 下 条 件 : 对 G 中 每 个 紧 集 K,n(K)<o% 的 
充分 而 且 必 要 条 件 是 G 为 局 部 紧 的 . 


证 ”必要 性 由 定理 3.1.13 立即 知道 . 反之 , 奉 G 是 局 部 紧 的 , 令 B 为 G 中 紧 
集 张 成 的 o- 环 , 取 1 为 左 不 变 Haar 测度 , 那么 (G, ,4) 就 是 我 们 需要 的 测度 空间 . 
证 毕 . 


4。 具 拟 不 变 测 度 的 拓扑 群 上 的 函数 


在 这 一 段 中 , 我 们 假设 (G, ,1) 是 关于 (可 测 , 连续 ) 变换 群 6 拟 不 变 的 正则 
非 平 几 的 测度 空间 , 而 且 对 G 中 的 每 个 紧 集 K,n(K) < co. 又 设 6 具有 适宜 的 拓扑 
( 见 定义 3.1.2), 使 6 成 为 第 二 纲 的 拓扑 群 . 今后 都 不 再 一 一 交代 . 

设 p(g) 是 G 上 的 、 关 于 % 可 测 的 函数 , 当 he 6 时 , 规定 


p*(h) = 本 性 下 界 (p(9) +p(h 9)). (3.1.10) 


这 里 所 谓 “ 本 性 下 界 ” 是 指 G 中 除去 任意 1- 零 集 后 在 其 上 取 下 办 , 然后 再 取 这 些 下 
界 的 最 大 值 . 


引 理 3.1.15 设 p(z) 是 G 上 的 、 关 于 % 可 测 的 非 负 函数 , 而 日 在 某 个 A 
B,0 < jy(4) 上 , p(z) 是 有 限 的 , 则 必 有 6 中 单位 元 的 环境 V 使 得 p*(h) 在 了 上 是 
有 界 的 . 

证 ”由 于 和 集 {zlp(z) < eol 包含 4, 所 以 必 有 正 数 a, 使 {fzlp(z) 和 az € A} 
具有 正 的 yj- 测 度 , 因为 六 是 正则 的 , 必 有 外 中 的 紧 集 K Cc {zlp(x) < wz € 4} 
适合 条 件 0 < u(K)， 由 系 3.1.12', 必 有 6 中 单位 元 的 环境 V, 使 得 当 heV 时 
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W(KNhK) > 0. 设 ge KhK, 则 pl(g) < a,p(h-19) < a. 由 于 KNMhK 是 正 测度 
集 , 必 有 ge KN 门 hK, 使 


p*(h) < p(g) +p(h 9), 
因此 在 V 上 gp*(h) < 2a. 证 毕 . 
为 了 易于 应 用 引 理 3.1.15 起 见 , 我 们 引进 拟 凸 函数 组 的 概念 . 


定义 3.1.3 设 G 是 群 , 6 是 G 的 子 群 , (G, 中 ,由 是 关于 6 拟 不 变 的 测度 空 
间 . 大 p(g) 是 G 上 的 关于 % 可 测 的 函数 (函数 值 为 实数 或 无 限 大 ), 5(h) 是 6 上 
的 函数 , 适合 下 面 的 条 件 :(i)0 < p(g) < oo0;Gii) 当 he 6 时 , 对 几乎 所 有 的 ge G, 成 
立 着 

pb(h) < p(g) +p(h 9); 

(过 ) 5(h) 是 6 上 的 唔 函数 ( 见 81.1), 那么 称 p,5 是 (G,%B,n) 上 的 (关于 6 的 ) 拟 凸 
函数 组 . 

特别 , 当 p 是 G 上 可 测 凸 函数 时 , 可 取 5(h) = p(h). 

系 3.1.16 设 p,5 是 (G,%,n) 上 的 、 关 于 6 的 拟 凸 函数 组 ， 而 且 在 某 个 集 


A eB,n(A) > 0 上 p(g) 是 有 限 的 , 则 5(h) 在 6 上 是 局 部 有 界 的 ( 即 在 每 点 的 某 个 
环境 上 是 有 界 的 ). 


证 ”由 引 理 3.1.15, 存在 6 中 单位 元 的 环境 V, 使 得 当 h eV 时 , p*(h) < 2a, 因 
此 5(h) < 2a . 对 任意 ho e 6B, 有 环境 hoV 1, 使 得 当 he hoV-! 即 h=hoh7!l,hie 
V 时 , 由 5 的 凸 性 有 


Pp(h) < plho) + bhi) < Pho) + 2a, 


所 以 p 在 ho 的 环境 上 是 有 界 的 . 证 毕 . 
我 们 再 把 引 理 3.1.15 加 强 如 下 : 


定理 3.1.17 设 6 又 是 满足 第 一 可 列 公理 的 拓扑 群 . 又 设 4 e %, 而 且 0 < 

1(4), 则 必 有 6 中 单位 元 的 环境 V 和 正 数 c, 使 得 对 G 上 的 一 切 关 于 3 可 测 的 非 
负 涵 数 p(g), 成 立 着 

sup p*(h) < ec / p(g)dn(g). (3.1.11) 

PE A 


(这 里 , p* 的 意义 见 (3.1.10).) 
证 ” 任 取 G 上 的 一 列 关 于 % 可 测 的 非 负 函数 {pn}, 且 设 


0 < an = [AGL < co. (3.1.12) 
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令 2 是 适合 条 件 
AI = >》 Mlan < oo (3.1.13) 


的 实数 列 和 = {入 1, 和 2,… ,和 n,…} 全 体 , 按照 通常 的 线性 运算 和 (3.1.13) 中 规定 的 
范 数 | 省 ,2 成 为 Banach 空间 . 对 于 .2 中 的 每 个 和 , 作 G 上 上 的 函数 


p(g;N) = 》 [Mnlpn (9). 
显然 p(g; A) > 0 而 且 是 关于 8 可 测 的 函数 . 作 F(h, 入) 如下: 


F(h; A) = > [Anlpn(h), he ©. 
显然 , 当 he 6 时 , p*(h; 入 ) > FF(h; 入 ). 再 根据 on 的 定义 (3.1.12) 和 Levy 引 理 , 我 
们 知道 , 对 4 中 几乎 所 有 的 g, 成 立 着 


p(g; A) < co. (3.1.14) 


把 4 中 适合 (3.1.14) 的 g 全 体 记 做 A、, 那么 un(4、) = (4) > 0. 由 引 理 3.1.15， 

p*(h; 入 ) 是 在 8 中 单位 元 的 某 环境 上 ， 因 此 F(h; 入 ) 在 这 个 环境 上 是 有 界 的 ， 记 

{Vw},m = 1,2,:… 是 6 中 单位 元 的 环境 基 , 不 妨 设 Vi 2 WD .…. 因此 对 每 个 入 

有 mm (可 能 依赖 于 入 ) 使 得 F(h; 和) 在 Vi 上 有 界 . 我 们 注意 , 当 h 固定 时 , F(h; 入 ) 
k 

是 乡 上 一 列 连续 凸 泛 函 》 pn(g)| nl,k = 1,2,… 的 上 界 , 因而 它 是 乡 上 的 下 半 

连续 的 凸 泛 函 , 所 以 


gm( 和 A) = sup F(h;A) 
heVm 


也 是 .2 上 的 下 半 连 续 的 凸 泛 函 , 而 且 对 每 个 入 有 和 mm 使 qm( 和 A) < co. 又 由 于 VD 
WD-.., 所 以 
qi(A) > gMN) .2 gm(N) >.…. 


根据 附录 I 定理 I.2.4, 必 有 自然 数 m 和正 数 a, 使 得 对 乡 中 一 切 和 , 都 成 立夏 
gm(X) < allAl. (3.1.15) 


由 是 立即 推出 


hEVm A 


事实 上 , 只 要 在 (3.1.15) 中 取 和 是 这 样 的 数列 , 除 第 ”项 外 它 的 各 项 都 等 于 零 , 就 得 
到 (3.1.16) 了 . 
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假如 定理 不 成 立 , 那么 对 每 个 自然 数 n, 必 有 G 上 的 凸 函数 pw(9g), 关于 % 是 可 
测 的 , 而 且 
0 < / pn(g)du(g) < co 
A 


使 
sup pn(h) >n / pn(g)adnu(g), 
hEeV,, A 

而 这 和 (3.1.16) 矛盾 . 定理 证 毕 . 


系 3.1.18 设 6 满足 第 一 可 列 公理 , 又 设 4 是 好 中 任意 正 测度 集 , (A) > 
0, ho €E 6 适合 4(A 门 ho4) > 0. 则 必 有 6 中 ho 的 环境 VV 和 正 数 c, 使 得 对 (G, ,4) 
上 的 、 关 于 6 的 一 切 适合 条 件 | p(g)dy(g) > 0 的 拟 凸 函数 组 p(g),5(h) 成 立 着 


sup DP(h)<ce 人 D(9)GH(9)， (3.1.17) 
只 要 利用 系 3.1.16, 在 定理 3.1.17 的 证 明 中 作 适 当 改变 , 把 下 (hh, 入) 换 成 5(h, 入) = 
ln) 就 立即 得 到 系 3.1.18 
” 在 $3.2 和 $4.2 等 处 将 看 到 本 段 一 些 结果 的 应 用 
5” 变换 群 上 的 k- 拟 距离 
这 一 段 只 人 研究 有 限 测 度 空间 . 


定义 3.1.4 ” 设 Q=(G,%,n) 是 有 限 测度 空间 , 6 是 Q 上 的 可 测 变 换 群 @. 利 
用 Kakutani 距离 ( 见 $81.4)d 作 6 上 的 凸 泛 机 


Mi(h) = d(pn, pt), he ©, (3.1.18) 


这 里 jy 的 意义 见 (3.1.1), 称 Mi(h) 为 由 9 导出 的 6 上 的 &- 拟 范 数 , 又 作 6 上 的 
左 不 变 拟 距离 
di(hi, ho2) 一 JP hi), hi, ho CE GO, (3.1.19) 


称 它 为 6 上 的 &- 拟 距离 . 用 附录 I 的 方法 , 由 &- 拟 距离 作出 的 拓扑 称 做 -拓扑 . 


我 们 留意 , 容易 验证 (3.1.18) 中 的 泛 函 Mi 是 6 上 的 凸 泛 孔 , 例如 , 通过 映照 
二 hh-1g, 立即 算出 


2 
Mi(h)? = | (Va - Vantg)) 
= 人 (v dup(g1) — Vv du(hgi) ) = Mi(h™ (3.1.20) 
@ 这 里 限定 6 中 变换 hh 都 是 定义 域 为 G, 值 域 为 G 的 一 一 映照 
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容易 算出 (3.1.19) 中 的 di 也 可 改 用 下 式 定 义 : 
di(hi, h2) = d(Jhpi, Ha), (3.1.21) 
而 (3.1.20) 中 的 qd 仍 是 Kakutani 距离 . 


引 理 3.1.19 ” 设 9 =(G,%B,y) 是 有 限 测度 空间 , 6 是 Q 上 的 可 测 变换 群 , 那 
么 对 每 个 忆 e BB ,6 上 的 函数 jy(h-1E),he 6 按 k- 拓 扑 是 连续 的 . 


证 ”对 任何 hi,hoe 8, 由 Schwarz 不 等 式 得 到 


/ Va Va to) < Vu(hit Ehz!E) 


因此 由 (3.1.19), (3.1.21) 得 到 


VaniE) ~ Yura B)| < ( { (Varmt) - Vi) 
= di(hi, h2). 
证 毕 . 
引 理 3.1.20” 设 9 = (G,%,1) 是 有 限 正 则 测度 空间 , 6 是 9 上 的 (可 测 , 连 


续 ) 变换 群 , 又 8 具有 适宜 的 拓扑 9( 见 定义 3.1.2), 那么 凸 泛 也 Mi(h),heE 6 是 
(6, 3) 上 的 下 半 连 续 函 数 . 


证 ”根据 引 理 1.4.2, 奢 .Z0 是 好 中 紧 集 组 成 的 一 切 可 列 剖 分 , 则 


pKp-1, H) = (ps, 2 HR Ex)n 


又 由 (1.4.4) 和 (3.1.20) 得 到 


Mi) = 2(p(G) — p(pn-1, 门 ) 


= 2(y(G) 十 + ssup。 >,—Vu(hEr) (Es)) (3.1.22) 
k CC 多 0 天 
但 是 根据 引 理 3.1.8, w(P ED) 是 6 上 的 上 半 连 续 函 数 , 因此 对 每 个 ,一 Vu(hEr)n(EBx) 
是 (6,.9) 上 的 下 半 连 续 函 数 , 根据 (3.1.22) 可 以 看 出 Mi(h)? 是 下 半 连 续 的 , 因此 
Mi(h) 也 是 下 半 连 续 的 . 证 毕 . 
系 3.1.21 设 G 是 拓扑 群 , 6 是 G 的 子 群 , F 是 G 在 6 上 导出 的 拓扑 , 视 6 
为 G 上 的 左 平移 变换 群 , 那么 凸 沁 函 Mi(h),h e 8, 是 (6,F) 上 的 下 半 连 续 函 数 . 


引 理 3.1.22 ” 设 G 是 拓扑 群 , (G, 委 , 由 是 正则 有 限 测度 空间 , 6 是 G 的 子 群 ， 
而 且 当 Be 8,he 8 时 , hE e %, 则 对 hoe 6, 必 有 G 中 的 紧 集 K 包含 着 6 中 ho 
的 按 有 -拓扑 的 环境 . 


| 
上 
时 
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证 ”由 于 4 是 有 限 正则 测度 , 必 有 紧 集 媚 e 3, 使 
(ho 五 ) > Ne)) 
由 引 理 3.1.19, 有 ho 的 按 -拓扑 的 环境 V, 使 得 当 h eV 时 ， 
可 ~ plha!E)| < ap(G) 
由 是 当 heV 时 ， 
p(n-1B) > sp(G). 
因此 jy(h-1E 站 mho BE) >0, 即 有 geh-1E 放 ho!1E, 从 而 
hepkg C EE iho. 
记 K = EB-l! 则 
VC Kho. 


然而 (xz,y) 一 zy-! 是 G x G 到 G 的 连续 映照 , 因此 K 是 紧 集 , 从 而 Kho 也 是 G 
的 紧 集 . 证 毕 . 


系 3.1.23 中 设 (G, 8,y) 是 关于 左 平移 G 不 变 的 非 平凡 的 有 限 正则 测度 空间 ， 
则 G 必 是 紧 集 . 


证 由于/ 是 左 平 移 不 变 的 , 所 以 对 任何 hi, hs € 6,d(hi,h2) = 0, 因此 , G 中 
按 k- 拓 扑 只 有 一 个 非 空 开 集 , 就 是 G 本 身 . 根据 引 理 3.1.22, G 含 在 G 的 紧 集中 ， 
故 G 为 紧 集 . 证 毕 . 


我 们 注意 , 系 3.1.23 中 “不 变 测度 ”的 条 件 不 能 减弱 到 “ 拟 不 变 测 度 ”, 例如, 在 
实数 全 体 按 加 法 及 欧 几 里 得 拓扑 所 成 的 拓扑 群 G 上 , 任何 一 个 等 价 于 Lebesgue 测 
度 的 有 限 测度 也 是 正则 的 、 拟 不 变 的 , 然而 这 时 G 不 是 紧 集 . 


定理 3.1.24 设 G 是 拓扑 群 ,(G, 好 , 岂 是 非 平凡 的 正则 的 有 限 测度 空间 .又 设 
当 忆 € %,g € G 时 ,gE € %B. 如 果 把 G 看 成 左 平移 群 ,那么 G 按 k- 拟 距离 di(hi, ho) 
为 完备 的 . 

证 设 {h} Cc G 按 拟 距离 g 是 基本 的 . 根据 引 理 3.1.22, 必 有 G 中 紧 集 K 包含 
集 {h|Mi(h) < s}, 这 里 s 为 一 正 数 . 由 假设 , 有 NN 使 得 当 n > N 时 , Mi (hilih,) < < 
因此 {hn},n = N,N+1 包含 在 紧 集 hwK 中 , 从 而 存在 点 ho e G 具有 如 下 性 
质 :ho 的 任何 环境 V, 必 含 有 {hn} 的 子 列 . 


根据 系 3.1.21, 对 任何 正 数 5 有 hiho 的 环境 V, 使 得 当 ge V 时 


“ Mi (hho) < Mi(g) 十 6. 


中 这 是 个 熟知 的 定理 , 也 可 以 直接 证 明 . 
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取 9 = hth 而 为 ho 的 环境 hmV 所 含 的 {hi} 中 子 列 时 , 就 得 到 
ip Po) < im Mi(hr, hn) 十 0. 
再 由 于 {hn} 按 di 的 基本 性 ,有 N 使 得 当 m > N 时 ， 
in Mi(h, hn) < 6 


因此 qdi(hm,ho) < 26, 即 {hm} 按 拟 距 离 di 收敛 于 ho. 证 毕 . 
设 (G, 外, 4) 是 非 平凡 的 有 限 测 度 空 间 , 6 是 (G, ,pn) 上 的 一 可 测 变 换 群 , 在 6 
上 作 拟 距离 
do(hi, h2) = (di (ja h2) + di(hi ,7 ))， 
我 们 注意 当 8 是 交换 群 时 ， 
di(hi,h2) = Mi(hz hi) = Mi(hihz')= di(hi ,hz ), 


因此 , 当 6 是 交换 群 时 ， 
do(hi, hz2) = di(hi, h2). (3.1.23) 
引 理 3.1.25 ” 设 0 = (G,%,n) 是 非 平凡 的 有 限 测 度 空间 , 6 是 (G,B,n) 上 的 
可 测 变换 群 , 令 工 为 6 中 使 9 拟 不 变 的 变换 全 体 , 那么 了 是 6 的 按 拟 距离 do 的 
闭 子 群 . 


证 “容易 看 出 了 是 子 群 , 只 要 证 明 了 是 闭 集 就 可 以 了 . 设 点 列 {ha} CT,ho C 
,do(Pn， ho) 一 0, 那么 
di(hn, ho) 一 0,di(h-,hs ) 一 0. 


位 》 


由 引 理 3.1.19 得 知 , 对 一 切 Be %, 成 立 着 


lim y(hn,E) = (hoF), (3.1.24) 
lim y(h-E)= (hs E). (3.1.25) 


今 证 Q 关于 ho 是 拟 不 变 的 . 关 p(B) = 0, 由 于 hn < T,y(hnB) = 0, 再 从 (3.1.24) 
得 到 jy(hoB) = 0. 反之 , 奉 jy(hoF) = 0, 则 


(ha (hoE)) = 0. 


在 (3.1.25) 中 以 ho 易 已 就 得 到 y(E) = 0, 因此 Q 关于 ho 是 拟 不 变 的 , 即 ho e 了 
证 毕 . 
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定理 3.1.26 设 G 是 拓扑 群 , (G, 好, /0) 是 非 平 凡 的 正则 的 有 限 测度 空间 , 又 设 
当 Ee B,g eG 时, gE € %, 那么 (G,% , 4) 的 最 大 左 平移 拟 不 变 子 群 了 按 拟 距 离 
do 为 完备 的 . 

证 ”根据 定理 3.1.24, G 按 拟 距离 di (hi1,h2),hi,ho€ G 是 完备 的 . 完全 类 似 地 ， 
G 按 距离 di (hi ,h2 ),hi,hz e G 也 是 完备 的 . 因此 G 按 do 也 是 完备 的 . 再 由 引 理 
3.1.25, 了 是 完备 空间 的 闭 子 集 , 因而 也 是 完备 的 . 证 毕 . 


6” 变换 群 上 的 /一 拓扑 
在 本 段 中 始终 假设 9 = (G, 外 ,0 是 关于 变换 群 6 拟 不 变 的 非 平凡 的 可 局 部 化 


测度 空间 . 令 .22(Q)( 有 时 也 记 为 ?2(j)) 为 G 上 关于 8 可 测 而 且 关 于 平方 可 积 
函数 全 体 . 按 通 常 的 线性 运算 和 内 积 ， 


(9,) -人 plg)y gdp, pm € LN), 


.2200) 成 为 Hilbert 空间 , 其 中 几乎 处 处 相等 的 两 函数 视 为 同一 向 量 . 对 每 个 he &， 
作 (G, 和 6) 上 的 测度 yn: 当 记 Ee 时， 
Hn(E)= 1p(h 万) 
由 于 9 关于 6 拟 不 变 , ju 与 等 价 , 根据 系 2.4.18, 存在 着 Radon-Nikodym 导数 


0< PE < 作 算 子 U(h): 当 ps IL2(9) 时 ， 


(U(h)p)(g) = yp(h 9) 人 
显然 U(h)jyp 是 Q 上 的 可 测 函 数 , 而 且 


/ U(h)ypl du(9) =/ Ip(h™ g)|? dyn (9) = | ia Ip(g)| dn(g) 
因此 U(h) 是 (9) 到 Z2(9) 的 等 距 的 线性 算 子 . 此 外 , 由 系 2.4.12， 
dihih2(9) _ dlpinh2a(g9) dppa(9) dini(h2g) duna(g) 


du(g) ~ djpnz(g) dp(lg) ~ dpu(hzg) dp(g) 
我 们 得 到 : 当 hj, hz € 6 时 , U(hihz) = U(hi)U(h2z), 而 且 U(e) = 了 由 是 U(h)-1 = 
U(h-!), 所 以 U(h) 是 [2(Q) 上 的 西 算 子 , 因此 对 应 
hp—U(h), he (3.1.26) 


是 群 6 在 L?(Q) 上 的 西 表示 . 记 4 二 {UV()|h e 6}, 它 是 西 算 子 群 , 称 它 为 £2(9， 
中 相应 于 6 的 变换 群 ， 这 个 群 在 拟 不 变 测度 的 调和 分 析 中 起 着 重要 作用 , 我 们 用 
(9,g) 表示 .到 (O) 中 包含 的 最 小 弱 闭 算 子 代数 , 称 做 相应 于 6 的 代数 . 
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定义 3.1.5 ” 设 0 = (G,B,n) 是 关于 可 测 变换 群 6 拟 不 变 的 可 局 部 化 测度 空 
间 , 设 9 是 6 上 使 西 表示 (3.1.26) 成 为 (6, 了 ) 在 572(0) 上 强 连 续 表 示 的 最 弱 拓 
扑 , 那么 9 称 做 6 上 的 /三 拓扑 . 


容易 看 出 , 6 上 的 / 坟 拓 扑 等 价 于 6 上 的 凸 函数 族 {Ms(h),p e Z2(9)} 所 导出 
的 拓扑 , 这 里 
Mo(h) = |(U(R) — Dyl 
-( / Ip(hg) Vadnn-1( (g) Vadn(g) 和 (3.1.27) 
事实 上 , 符 记 拟 范 数 族 {My(h),p € Z2(Q)} 导出 的 拓扑 为 及, 那么 对 每 个 pe 
IL2(Q),ho eg, 以 及 正 数 e, 有 ho 按 拓扑 的 环境 
{h|Mo(h™ iho) < e}, (3.1.28) 


使 得 当 h 在 上 述 环境 中 时 , (VU(h) 一 U(ho))gl = Muy(hhs!) < ,所 以 西 表示 U 在 
(6, 到) 上 强 连 续 . 反之 ,在 FY 是 6 上 男 一 拓扑 , 使 U 在 (6, 到 ) 上 强 连续 , 那么 对 
每 个 pe L2(p),ho € 6,My(hho') = (UV(h) 一 U(ho))yl| 是 (56, 色 ) 上 的 连续 函数 
因此 (3.1.28) 含 在 FZ 中 , 即 ZY'D 柱 . 这 样 , 到 就 是 /于 拓扑 . 

我 们 还 在 6 上 引入 另外 一 族 凸 函数 . 设 多 是 适合 条 件 0<n(4)<o%o 的 Ae%B 
全 体 . 记 


Nalh) = (aa +u(h 4) 一 2 / Vim , (3.1.29) 
ANMh-iA 
这 样 就 得 到 6 上 的 是 函数 族 {A (hh), 4 € 多 }, 若 记 集 4 的 特征 函数 为 C4, 那么 当 
Ae 多时, C4 € [2(Q0). 容易 算出 
NA (h) 一 Ac (lh). 


引 理 3.1.27 设 Q = (G, 凶 ,/) 是 关于 变换 群 6 拟 不 变 的 可 局 部 化 测度 空间 ， 
那么 6 上 的 pw- 拓扑 是 由 上 辣 函数 族 {A (h), 4 e 多 } 导出 的 . 


证 记 {Na,Ae 多} 在 6 上 导出 的 拓扑 为 到 ,由 于 (3.1.29), {Na;A EF}C 
{My,p E 2(0)}, 所 以 页 弱 于 -拓扑 . 男 一 方面 , 对 每 个 pe L2(Q) 和 正 数 =, 根 
据 Halmos [1]， 有 Al,.… ,An 和 多 ， 使 得 


— 》 AKCA， 
k=1 
此 地 和 i,… ,和 是 常数 . 由 (3.1.20) 得 知 , 当 h,ho e 6 时 ， 


上 
二 3.1.30 
< 了 ) 


IO = Uho))yll < + Ot hho) 一 站 Ca (3.1.31) 


8$3.1 ” 拟 不 变 测 度 的 概念 和 基本 性 质 . 99 . 


取 5 < , 由 (3.1.27) 和 (3.1.31) 知道 , 当 有 hh 属于 ho 的 环境 ( 按 拓 扑 Fi){h|_N， 


(h-1ho) < ek = 1,2,... ,n} 时 , 
[I(U(h)— U(ho))ypl| < a. 
因此 , 西 表示 对 分 是 连续 的 , 因而 久 强 于 jy- 拓扑 . 综合 起 来 得 知 yy- 拓 扑 就 是 已. 


引 理 3.1.28 ” 设 Q4 = (G,%B,14),k = 1,2, 是 两 个 关于 6 拟 不 变 的 可 局 部 化 测 
度 空间 ， 而 且 H1 关于 HH2 是 绝对 连续 的 ， 那么 所 上 的 H1- 拓 扑 肛 于 12- 拓 扑 . 


证 ”由 于 01 关于 9 是 绝对 连续 的 , 必 有 Radon-Nikodym 导数 (9) 而 且 


du1 
du2(9) 
根据 系 2.4.19， 
CH 2 
了 :0 一 4/ 一 7 (4 
几 du2 PE ( 1), 


是 2(Q1) 到 二 (92) 中 的 等 距 算 子 . 设 6 在 L2(Q%) 中 的 西 表示 是 Uh :kk 一 
Ux(h),k == 1,2, 容易 证 明 , 当 yp € (01),he€e8 时 ， 


Ua(h)Ty = TUi(h)y. 
因此 , 当 yp € 了 (81),h,ho € 8 时 ,车 记 罗 = Ty €L2(92), 则 
上 Ca 网 一 Co = |(U2(h) ~ U2(ho))yl. 
这 说 明了 定义 三 -拓扑 的 凸 函 数 族 包 含 在 定义 jo- 拓扑 的 凸 函 数 族 中 , 因此 pi- 拓扑 
罚 于 yo- 拓扑. 
特别 , 右 在 引 理 3.1.28 中 Qi 与 Qs 是 等 价 的 , 那么 pi- 拓扑 和 jy2- 拓 扑 一 致 


引 理 3.1.29 ” 设 G 是 交换 局 部 紧 的 拓扑 群 , % 是 紧 集 张 成 的 o- 环 , 是 左 不 
变 Haar 测度 , 那么 G 上 的 /一 拓扑 弱 于 G 原 有 的 拓扑 . 


证 ”我们 注意 , 由 于 j 是 不 变 测度 , .Ma(j = V2p(ANhA), A € 多 ,然而 Haar 
测度 是 正则 的 ( 见 Halmos [1]), 对 每 个 4 e 多 , 必 有 紧 集 C c 4, 使 1(ANO) 小 于 预 
先 给 定 的 正 数 e/2. 又 有 开 集 O 2 4, 使 WONM4) < s/2. 根据 引 理 3.1.7, 有 G 中 单 
位 元 的 环境 V, 使 得 当 h eV 时 , hC c O. 因此 , 由 ANhA CONAC 得 知 , 当 heV 
时 , uy(ANhA) < jy(0) -ARC) = AMO) -MAC) < ,这 就 说 明了 ANA(h) 是 G 上 的 连 
续 函 数 , 因此 y- 拓 扑 弱 于 G 原 有 的 拓扑 . 证 毕 . 


引 理 3.1.30” 设 G 是 拓扑 空间 , (G,%,w) 是 正则 的 有 限 测 度 空 间 , 8 是 (G, ,4) 
上 某 些 可 测 连续 变换 所 成 的 拓扑 群 , 它 的 拓扑 9 是 适宜 的 , 那么 9 强 于 人 折 扑 的 
充 要 条 件 是 


mn) = ( (Va - VOD (3.1.32) 
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按 9 连续 . 
证 ” 任 取 4 e ,那么 由 Cauchy 不 等 式 ， 


salh) < (1 caoa (Va Van yy) 


+ (fCalhg) -Catg)rante)) 
< Mi(h) + (p(h 1A) + pn(A) — 2n(A fh A)). (3.1.33) 


设 M1i(h) 是 连续 的 (对 于 拓扑 F), 那么 对 任何 正 数 = 有 6 中 单位 元 的 环境 V(V = 
V-!) € ,使 得 当 heV 时 ， 
Mi(h) <&. (3.1.34) 


根据 不 等 式 (3.1.34) 和 引 理 3.1.19 证 明 中 最 后 一 不 等 式 得 知 , 对 任何 B € %,h eV， 
[VA(h-1B) — Vu(B)| < ve. 
把 上 式 两 边 乘 以 VYp(h-18B) + Vn(B), 我 们 得 到 
Up:I 巨 ) — 1(B)| < 2Vep(G). (3.1.35) 
由 测度 jy 的 正则 性 , 存在 开 集 O € % 及 紧 集 天 < 好 ,使 O0 242 天, 而且 
H(ONE) <&. (3.1.36) 


由 于 6 的 拓扑 是 适宜 的 , 不 妨 设 V 充分 小 , 使 得 当 he V 时 , h-1K c O， 根据 
(3.1.35) 和 (3.1.36) 知道 , 当 heV 时 ， 


HU (ANK)) + uANK) < 2e +2Vey(G). (3.1.37) 
又 因为 当 heV 时 
h "KN(A{ 4 Ch IKN(K (hIK) c ON 


所 以 
Lh K)—p(Af |h A) < (3.1.38) 
类 似 地 , 当 h eV 时, 由 (3.1.35) 和 (3.1.38) 得 到 
u(K)— (Af |n a) 
= J(K)— ee 下 ) 十 Ap 天) 一 A4T }h A) 


<e+2Vn(G)e. (3.1.39) 
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综合 (3.1.33),(3.1.34),(3.1.37),(3.1.38),(3.1.39), 知道 当 h eV 时 


-ap <ei+2Vet+ Vu(G)e. 


这 证 明了 , 当 Mi(h) 是 按 9 连续 时 , -拓扑 弱 于 F. 反之 , 若 有 拓扑 弱 于 9 , 那 
么 Mi(h) = Ne(h) 显然 是 连续 的 . 引 理 证 毕 . 


7 ”人 遍历 测度 
我 们 引进 拟 不 变 集 和 遍历 的 概念 . 


定义 3.1.6” 设 (G, 好 ,1/) 是 关于 变换 群 6 拟 不 变 的 测度 空间 , 若 B e %, 而 且 
对 于 一 切 he 6, BNhB 是 jy- 零 集 , 那么 称 B 是 (关于 6) 拟 不 变 集 . 


我 们 注意 , 拟 不 变 集 全 体 组 成 区 中 的 一 个 子 o- 环 81, 当 % 是 代数 时 , 81 也 
尽 代 数 , 与 拟 不 变 集 相差 一 jy,- 零 集 的 集 也 是 拟 不 变 集 , 对 拟 不 变 测度 空间 至 少 存在 
一 类 拟 不 变 集 , 即 py- 零 集 , 当 3 是 代数 时 , 还 有 另 一 类 拟 不 变 集 , 即 比 G 差 一 j 零 
集 的 集 . 这 两 类 拟 不 变 集 都 称 做 平凡 的 拟 不 变 集 . 


定义 3.1.7 设 (G,%,p) 是 关于 变换 群 6 拟 不 变 的 测度 空间 ， 如 果 不 存在 两 
个 不 相交 的 正 测度 的 拟 不 变 集 , 那么 称 (G, %, y) 是 关于 6 的 遍历 测度 空间 . 


显然 ， 当 两 测度 空间 等 价 时 , 它们 具有 共同 的 拟 不 变 集 ， 因 此 关于 同一 变换 群 ， 
或 同 是 遍历 的 , 或 同时 不 是 遍历 的 ， 


例 3.1.1 设 (G, 好 ,Ai), = 1 2, 是 关于 变换 群 6 拟 不 变 的 两 个 相互 奇异 的 测 
度 空 间 . 必 有 Bk < %,k = 1,2, 使 kr 在 Bs 上 具有 全 测度 而 当 大 尖 1 时 jw(B1) = 0， 
这 时 Bi 都 是 测度 ju 的 拟 不 变 集 . 令 4 = (jk 十 内)/2. 显然 (G, 好 ,1 也 是 关于 变换 
群 6 拟 不 变 的 测度 空间 , 而 且 Bi,%k = 1,2 是 测度 jy 的 拟 不 变 集 , 当 内 关 0=1.2 
时 , 容易 看 出 Bi 是 (G,%,y) 的 (关于 6 的 ) 非 平凡 拟 不 变 集 , 因此 (G, %,) 不 是 
遍历 的 . 

引 理 3.1.31 设 G 是 局 部 紧 的 拓扑 群 ， (G, 好, 风 ) 是 左 不 变 的 Haar 测度 空间 ， 
则 (G, %,) 关于 左 平移 群 G 是 遍历 的 . 


证 ”如果 j 不 是 遍历 的 , 那么 必然 有 Ei, Ez € ,yn( 玉 ) > 0,u(B2) > 0, 而 且 
”Bi 与 Eo 不 相交 , 它们 关于 左 平移 群 6 都 是 拟 不 变 的 . 任 取 正 有 限 测度 集 EB,F € %， 
”使 Cc 户 ,FC Ez, 那么 对 一 切 he 6, 由 于 hENE 为 零 集 , 得 到 


uhEf |F)=.0. (3.1.40) 


令 v 是 右 平移 不 变 Haar 测度 , 根据 Halmos [1] 或 本 节 第 2 段 , > 与 / 是 等 价 
的 , 因此 不 妨 取 瑟 充分 小 , 使 0 < wv(E) < co. 再 作 (G, 好 ) 上 的 测度 jl 如 下 : 


当 A € BN, j(A4) = (4 
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记 集 D 的 特征 函数 为 Cp, 那么 容易 算出 
| Ce!gan(h) = | Ca(mg)a(m) = | Ca(m)av(m) = vB) 
G G GG 
是 正 有 限 数 . 由 Fubini 定理 得 到 
v(E)n(F) = | ( 人 Ca(h-!g)dn(h) ) Cr(g)du(g) 
=/ ( / Ce-ig)Cr(g)dnlg)) dni(h) 
- 人 p(hE NF)dpu (9). (3.1.41) 


然而 从 (3.1.40) 知道 (3.1.41) 的 右边 为 零 , 这 和 (3.1.41) 的 左边 不 为 零 巴 盾 , 因此 1 
是 遍历 的 . 证 毕 . 

我 们 再 介绍 后 面 要 用 到 的 一 种 情况 . 

定理 3.1.32 ” 设 {G。,a € A} 是 一 族 局 部 紧 的 拓扑 群 , 外 。 是 G。 中 紧 集 张 
成 的 -代数 , 9。= (Go,%8a, 1a) 是 关于 左 平移 G。 拟 不 变 的 概率 测度 空间 ， 令 
G = XG。, 其 中 元 素 间 规 定 乘法 


oe 


{ga,Q € A}{hoa,a € A} = {9aha, a € A}, 

这 样 , G 成 为 一 群 . 设 g = {ga,a e } 是 这 样 的 元 素 , 它 的 坐标 go。 冯 单位 元 的 
a 只 有 有 限 个 , 这 种 g 的 全 体 组 成 G 的 子 群 6, 令 好 = 办 归 。,A = XXHa 那么 
Q = (G, 3,4) 是 关于 左 平移 6 遍历 的 测度 空间 . 

证 设 和 = {ail,… ,an} 是 义 的 有 限 子 集 . 作 

GA = Ga X Go, XxX... Xx Ga,, 
在 其 中 规定 元 系 间 的 乘法 如 下 : 
{ga 四 , gan Pa， 四 , hao, } 一 {ga Ra ,gan han }- 

又 在 G。 上 取 乘 积 拓扑 , 那么 容易 证 明 G、 仍 是 局 部 紧 的 拓扑 群 . 又 令 BB、 = Bs, x 
站 。x.….Xx 东 。,/ 八 = Ho X…X a, 利用 Fubini 定理 容易 证 明 OA = (Gs, Ba,p) 
是 关于 左 平移 G、 拟 不 变 的 概率 测度 空间 , 根据 系 3.1.6, 4、 与 G、 上 的 Haar 测度 
等 价 , 再 由 于 G、 上 Haar 测度 是 遍历 的 ( 引 理 3.1.31), 因此 从 也 是 关于 左 平移 G、 
遍历 的 测度 空间 , 当 是 有 限 集 时 , Gm = 6, 因此 下 面 只 讨论 人 是 无 限 集 的 情况 . 

任 取 好 中 关于 6 拟 不 变 的 集 E, 那么 必 有 一 列 {an} C ,使 得 马 是 XB 中 
集 与 , 义 ，G& 的 乘积 . 因此 下 面 不 妨 设 是 可 列 集 . 璧 如 说 , & = {1,2,… ,n,…} 
令 入 mn 一 {1, 2,.…- ,n}. 当 

f (gs) € LL (0,) 
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时 , 把 7j(.) 看 成 22(9) 中 的 函数 g 一 f(g、,),g e G{9 = (91,92,… ;gn)}. 这 样 
I2(Q,) 看 成 22(9) 的 闭 子 空间 , 把 Z2(9) 到 7Z2(Q ) 的 投影 算 子 记 为 Pm 那么 
由 于 Pt) 是 自 共 恩 算 子 , 当 Se Z2(Q), Xe ZL2(Q、) 时 ， 


人 Pls(g, XC du (gy ) = / Pp" s(g\, )X(gx jdn(g) 
- / S(g) EX jdp(9) 


- | S(g) Xo duo). (3.1.42) 


特别 , 取 3 是 非 负 可 测 函 数 , 那么 只 要 X 是 9Q、, 上 的 非 负 可 测 函 数 而 且 (Pm) SJ)X < 
7 (OA),， (3.1.42) 仍然 成 立 . 事实 上 , 对 这 种 X, 函数 Xi, = min (X,n) e L2(0、), 在 
(3.1.42) 中 先 取 X 为 X, 然后 令 n 一 co, 就 知道 对 于 我 们 所 考察 的 XX,(3.1.42) 仍 
成 立 . 

令 5 是 集 EB 的 特征 函数 , 那么 5 e L2(0), 记 5 = PmW(S)， 任 取 h = 
te ,hon} E Gh,Y 是 QM 上 的 非 负 可 测 函 数 而 且 SY (hg )Y (gs,) € Z2(QA。) 
由 于 


| SW (hga, )Y (ga,, )dua, (gx, ) 
入 了 


_ QHLA PC9A，) 
一 | Sn) yY(h-! 一 一 “mn 3.1.43 
| 5 Yig.) So gp, (gn,,) (3.1.43) 


dH/Anh (gn) 


邻 久 ~Y(h-! ， 


则 SWX e ZIOA ), 因此 由 (3.1.42) 和 (3.1.43) 


,5 (WW (hg\, )Y (ga )duA (gx, ) 
入 也 


-1g ) 2 h(gX, dAnh(g9Xn ) 
= | se ?4 ") a (gn ) dix (qx) (9 
记 有 = {ha,a 二 A} 是 6 中 这 样 的 元 素 ， 当 a = Crv 时 ho, 一 ho,, 而 当 a #01,:…- ; On, 
时 ju = ea (Gu 中 单位 元 ), 那么 由 (1.1.13), 上 式 可 以 化 成 


S(™) (hg )Y (ga )dhA, (ga ) 
Gan, 


-1g ) 2 (9) 
= /so S(g ") a du(g). (3.1.44) 


因为 忆 是 拟 不 变 集 S(g) 与 5S(hg) 几乎 处 处 相等 , 因此 (3.1.44) 经 变数 变换 g -hg 
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/ S™ (hg )Y (ga )dpa, (ga.) -| 349) 了 (gj)dN(9j 
Ga © 


= 人 SW (ga )Y (ga dun, (gn, ). 


由 是 易 知 SW (hg、, ) 与 S(W(g、,) 几乎 处 处 相等 , 然而 Q、, 关于 左 平 移 CA, 是 遍历 
的 .SW (g、) 几乎 处 处 地 等 于 常数 Mi, 再 根据 引 理 1.1.7, {PW} 强 收敛 于 也 因此 


S= lm PHS= lim M, 


也 是 常数 ， 即 Ce 或 是 几乎 处 处 等 于 零 ， 或 是 几乎 处 处 等 于 1， 即 (EB) = 0, 或 
J(GNE) = 0 所 以 关于 左 平移 6 是 遍历 的 . 证 毕 . 


83.2 ”特征 标 及 拟 特 征 标 

1” 特征 标的 定义 

特征 标 是 群 上 一 类 基本 的 函数 . 

定义 3.2.1 设 G 是 一 群 , a(g) 是 G 上 的 孔 数 ,适合 条 件 :(i) 对 一 切 g 6 
G,|a(9)| = 1; () 当 g,h € G 时 ，a(gh) = a(g)a(h), 那么 称 a 是 G 上 的 一 个 特 
征 标 . 

记 G 中 的 单位 元 为 e, 特征 标 又 适合 条 件 (省 ) a(e) = 1. 事实 上 , 由 (i), a(e)* = 
a(e?) = a(e), 又 由 (i), a(e) 关 0, 所 以 a(e) = 1 在 本 节 中 我 们 用 C 表示 模 为 1 的 复 
数 全 体 按照 乘法 所 成 的 群 , 那么 所 谓 特 征 标 a 就 是 群 G 到 群 C 的 同 态 , a : 9 一 a(9). 

设 a,8 是 群 G 上 的 两 个 特征 标 , 像 通常 的 函数 乘法 一 样 , 规定 a 和 6 的 乘积 
a6 为 困 数 

aB(g) = a(g)B(g),g € G. 
显然 , a6 也 是 G 上 的 特征 标 . 群 G 上 的 特征 标 全 体 按 乘法 成 为 交换 群 , 称 为 G 上 
的 特征 标 群 (或 称 为 G 的 代数 对 偶 群 ), 记 做 G'. 函数 1 是 G' 中 的 单位 元 . 

例 3.2.1 设 了 是 整数 全 体 按 照 加 法 所 成 的 群 . 对 于 C 中 的 c, 作 I 上 的 特征 

标 fo: 

PBo(n) =e",n EJ, 
这 样 建立 了 由 C 到 的 映照 , c 一 60. 这 显然 是 同 态 , 而 且 是 单调 的 . 又 对 于 每 个 
a ET, 取 c= all1), 则 a= fo. 因此 c 一 fo 成 为 由 C 到 了 的 同 构 映 照 . 我 们 也 可 
以 把 C 和 也 一致 化 :7 = C. 
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定理 3.2.1 (特征 标 延 拓 定 理 )” 设 G 是 交换 群 , G1 是 G 的 子 群 , al; 是 G; 上 
的 特征 标 , 那么 必 有 G 上 的 特征 标 a, 使 得 对 一 切 ge G1 有 a(9) = ai(9). 


证 奋 GzGl, 任 取 9geG-=-G 邻 Gs 是 包含 gt 和 Gi 的 最 小 子 群 . 下 面 
分 两 种 情况 讨论 .(i) 对 任何 自然 数 n,greGi, 这 时 Ga 中 的 元 素 可 以 唯一 地 表示 成 
00T, 9 € G1, n= 0,+1,+2,:…. 
我 们 任 取 ci € C, 而 作 G。 上 的 特征 标 aa 如 下 : 
02(991) = Q1(9)c1. (3.2.1) 
容易 看 出 as 是 ai 的 延 拓 .(ii) 若 有 自然 数 n 使 gr € G1, 今 ni 是 这 种 自然 数 中 最 
小 的 一 个 . 这 时 G2 中 的 元 素 可 以 唯一 地 表示 成 


g991,9 EG1,n= 0,1,2,..- ,721 一 |， 


我 们 取 ci 使 ec? = ai(g7!), 而 作 G。 上 的 特征 标 as 如 (3.2.1), 这 时 as 仍 为 ai 的 
延 拓 . 这 样 已 把 ai 延 拓 到 G。 上 . 利用 Zorn 引 理 不 难 把 ai 延 拓 成 G 上 的 特征 标 


a. 证 毕 . 
例 3.2.2 设 多 是 有 理 数 全 体 依 加 法 所 成 的 群 , 任 取 实数 t, 作 多 上 的 特征 标 
ot (9) 一 e “99 EH. 
这 种 形式 的 特征 标 全 体 和 实数 全 体 依 加 法 所 成 的 群 及 是 同 构 的 . 但 这 并 不 是 多 ' 的 
全 部 . 
某 个 om. 这 样 的 自然 数列 {q,} 是 存在 的 . 由 递 推 式 


po = 0;pn = pn_i1+29n_1, n=1,2,... 


定义 出 一 列 目 然 数 {pn,}, 易 知 Pu 一 oo. 作 久 上 的 函数 a 如 下 : 对 每 个 整数 ,定义 


(二 iPnk 97 
ca | 一] 一 ear “7. 
dm 


先 证 明 a 具有 确定 的 意义 . 若 /ou = k'/qw, 不 妨 设 n < rm, 因此 gj /qn 为 整数 . 但 
这 时 Dn’ — Pn 为 dn, 的 整数 倍 ， 从 而 


Pry Pr P74 十 整 数 ， 
dn dm dm 


所 以 a 有 确定 意义 . 由 此 容易 证 明 a 为 特征 标 . 
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今 证 这 个 a 必 不 是 任何 oas. 事实 上 , 若 a = ow(g), 则 由 a 加 wuw ( 主 ) 知 

首 
t 
Dn 一 9 
Gn, 

为 整数 ， 但 nn 充分 大 后 二 < lg 因此 n 充分 大 后 |m - 让 | < 1 从 而 
-= 0. 但 这 不 可 能 对 两 个 n 成 立 . 因而 a aw 即 BR 
例 3.2.3 设 R 为 实数 全 体 按 加 法 所 成 的 群 ， 任 取 实 数 t 作 特 征 标 ae(z) = 
eitz xz € R. 这 种 特征 标 全 体 记 为 R*, R* 大 R'. 事实 上 , 从 例 3.2.2 我 们 作出 了 尽 的 
子 群 多 上 的 特征 标 w 其 形式 与 任 一 os 都 不 一 样 , 利用 延 拓 定理 把 多 上 的 这 个 特 
征 标 延 拓 到 RR 上 自然 也 不 是 任何 一 个 a 也 可 以 把 多 上 的 形 如 w 的 特征 标 延 拓 
成 不 是 os 的 特征 标 . 例如 , 任 取 无 理 数 zo, 令 G1 是 形 如 


pn 一 


mzo 十 7X,m 整 数 ,z e 多 
的 数 全 体 所 成 的 RR 的 子 群 , 作 Gil 上 的 特征 标 
plmzo t+ 7z)= (—1)™, 


骨 把 6 延 拓 到 RR 上 , 所 得 到 的 特征 标 a 就 不 会 等 于 任何 oa. 
类 似 地 可 以 说 明 C' 关 了 即 C 上 的 特征 标 除 去 


an(a) = a”,n 是 整数 


外 还 有 别 的 特征 标 . 

当 G 是 拓扑 群 , 我 们 最 感 兴趣 的 是 连续 的 特征 标 a, 即 特征 标 a 又 是 G 上 的 连 
续 函 数 者 . 记 G 上 连续 特征 标 全 体 为 G* , 称 做 G 的 对 偶 群 , 它 是 G' 的 子 群 . 对 于 
离散 的 拓扑 群 , 其 上 的 每 个 特征 标 都 是 连续 的 , 因此 G* = G'. 如 例 3.2.1 的 群 使 
I 成 为 拓扑 群 的 只 有 离散 的 拓扑 , 所 以 了 = 产 . 但 对 一 般 的 拓扑 群 , G* 与 G' 往往 
不 一 致 


引 理 3.2.2 ” 设 6 是 拓扑 群 G 上 的 特征 标 , 奉 6 在 单位 元 处 连续 , 则 6 € G*. 


事实 上 , 任 取 ho es G 及 正 数 s, 由 假设 , 有 单位 元 的 环境 V, 使 得 当 g eV 时 
I8(g) 一 8(e) < e. 因此 当 属于 ho 的 环境 Vho 时 , |B6(h)-B(ho)| = |8(hho*)-Ble)| < 
e. 所 以 ho 也 是 6 的 连续 点 . 

设 % 是 G 的 某 些 子 集 所 成 的 o- 代 数 .G 上 的 、 关 于 % 可 测 的 特征 标 全 体 记 为 
G3.G? 也 是 G' 的 子 群 . 奋 委 含有 G 的 一 切 子 集 , 则 G3 = G. 大 和 站 只 包含 空 
和 G, 则 GS 只 有 一 个 元 素 1. 当 G 是 拓扑 群 , 而 人 8 包含 G 的 一 切 闭 子 集 时 , G 上 
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每 个 连续 特征 标 关 于 公 是 可 测 的 , 因此 G* c G8. 下 面 我 们 将 给 出 G* = GS 的 条 
件 . 


例 3.2.4 设 玉 是 实数 全 体 依 加 法 及 欧 几 里 得 拓扑 所 成 的 拓扑 群 . 这 时 R 上 
的 每 个 连续 特征 标 形 如 ar(z) = eit?,x e R. 又 令 和 8 是 由 RR 中 一 切 闭 集 所 张 成 的 
0- 代 数 , 那么 RS = R*. 


事实 上 ， 设 ae RS3. 作 Lebesgue 积分 和 = 和 Q(T)e dz. 由 于 


Q: 一 a ZJe-zdz 一 en ame-zdz .2. 
(h)A / (h+zr)e ™a / (x)e dz, (3.2.2) 
我 们 得 知 a(h) 是 连续 的 , 因此 RS = R*. 又 由 (3.2.2) 得 到 


1 rh 
下 ‘=ei/ a(z)e “dr —1,h—0, 


因此 当 h 一 0 时 人 一 -1 一 ,所 以 ax(0) 存在 , 再 由 


atg 十 风 一 ac(9) ,a(h)—1 
hn 
各 道 o (9) 存在 而 且 w(9) = al(g)a(0), 所 以 a(g) = e* 009， 再 由 |a(g)| = 1 入 
道 a'(0) 为 纯 虚 数 , 记 为 认 ,t e R, 所 以 每 个 可 测 特征 标 必 形 如 a, 这 个 例 也 是 引 理 
11.3.2 的 特殊 情况 . 

2” 拟 特征 标 


我 们 以 后 需要 比 可 测 特征 标 更 为 广泛 的 函数 一 一 拟 特征 标 . 我 们 不 在 最 一 般 的 
情况 下 描述 这 种 函数 而 只 局 限 在 群 上 . 

定义 3.2.2” 设 (G,B,4) 是 关于 可 测 变换 群 6 拟 不 变 的 非 平 凡 的 测度 空间 . 设 
a 是 (G, 另 ) 上 的 可 测 函 数 , 适合 条 件 :(i) 当 ge G 时 , |a(g)| = 1;(ii) 对 每 个 he 5， 
函数 

a(hg)/ alg),g EG 
关于 测度 4 几乎 处 处 等 于 常数 , 这 个 常数 仅 与 hh 有关 , 记 为 &(9). 这 种 函数 a 称 为 
(G, 外 ,由 上 的 、 关 于 6 的 拟 特征 标 2. 
呈 拟 特征 标 是 某 种 算 子 的 特征 函数 . 考察 (G, %, /) 上 适合 条 件 |a(g)| = 1 的 可 测 函 数 全 体 U(G)， 
在 其 中 把 几乎 处 处 相等 的 函数 看 成 同一 函数 . 对 于 6 中 每 个 元 素 h, 作 U(G) 中 算 子 有 如 下 : 
Ta(g) = a(h 1g),a EU(G),h € ©, 


映照 h 一 允 是 群 6 在 U(Q) 中 的 一 个 表示 ( 即 群 6 到 算 子 群 的 同 态 ). 拟 特征 标 a 即 是 一 切 算 
子 7%,h e 6 的 公共 特征 函数 , 而 &(g) 就 是 (相应 于 拟 特征 标 a 的 ) 算 子 ;的 特征 值 
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我 们 首先 注意 , 这 时 4(h),h e 6, 是 6 上 的 特征 标 . 
事实 上 , 显然 |&(h)| = 1. 男 一 方面 , 当 h,z e 6 时 ,由 
a(hzrg) _ alhzg) a(zg) 
a(g) Q(zg) alg) 

和 测度 jy 的 拟 不 变性 知道 4(hz) = a(h)a(z). 

6 上 的 特征 标 & 称 做 由 拟 特征 标 a 导出 的 特征 标 , 其 全 体 记 为 6*. 也 称 拟 特 
征 标 a 为 相应 于 特征 标 & 的 拟 特 征 标 . 

我 们 把 几乎 处 处 相等 ( 按 测度 由 的 两 个 拟 特征 标 看 成 同一 函数 . 当 两 个 拟 特 征 
标 只 相差 一 个 常数 因子 时 ( 即 这 两 个 函数 之 比 几 乎 处 处 等 于 稼 数 ), 称 它 们 是 相似 的 . 
容易 看 出 拟 特 征 标 有 下 面 一 些 简单 性 质 : 

I. 相似 的 拟 特 征 标 导出 同一 特征 标 . 

IL. 大 a 为 拟 特 征 标 , c 是 复数 , |c| = 1, 则 ca 是 拟 特 征 标 . 

II. 当 4 是 遍历 测度 时 , 相应 于 同一 特征 标的 一 切 拟 特征 标 必 是 彼此 相似 的 . 

事实 上 , 大 az 和 as 都 是 拟 特 征 标 而 且 相 应 于 同一 特征 标 , 作 a = aiaz., 那么 
当 he & 时 , 对 几乎 所 有 的 9g e G, 成 立 着 a(hg) = a(g). 因此 ， 大 7 是 复 平面 单位 
圆周 上 的 弧 , 则 集 {gla(g) € ?7} 是 拟 不 变 集 . 如果 a(g) 不 几乎 处 处 等 于 常数 , 则 必 
有 互 不 相交 的 圆 弧 ,2 , 使 拟 不 变 集 {gla(g) e 4%} 和 {gla(g) e Y2} 都 不 是 零 集 而 
且 互 不 相交 . 这 和 的 遍历 性 冲突 . 

IV. 如 采 相 应 于 同一 个 特征 标的 一 切 拟 特征 标 都 是 相似 的 , 则 jy 必 是 遍历 测度 . 

事实 上 , 硅 4 不 是 遍历 的 , 令 4 是 G 中 拟 不 变 集 , pn(4) > 0, 又 KG -4) > 0. 
作 函 数 a 如 下 : 


当 ge 4 时 ， a(9) = -1, 

当 g e G - 4 时 ， Qa(g)=1, 
容易 看 出 a 是 拟 特征 标 而 且 导 出 6 上 的 特征 标 1, 但 是 a 不 和 G 上 的 拟 特征 标 1 
相似 . 

我 们 把 拟 特 征 标 全 体 记 做 G+*. 按照 通常 的 函数 乘法 , Gr* 成 为 一 群 . 我 们 把 相 
应 于 特征 标 1 的 拟 特征 标 全 体 记 为 %, 这 是 Gu 的 子 群 。 由 I~IV, %M 是 常数 晴 数 c， 
c EC 全 体 的 充 要 条 件 为 j 是 遍历 测度 . 

作 商 群 G$ = G+/AN. 这 时 , 对 每 个 ne G5, 任 取 7 中 的 代表 元 素 a, 作 映 照 

9 :7 一， (3.2.3) 
容易 看 出 , 这 是 G# 到 G+ 的 同 构 映照 

例 3.2.5 当 G 是 群 , 6 是 左 平移 全 体 , (G, ,1) 是 非 平 几 的 有 限 测 度 空间 , 又 
(g,h) 一 gh 是 (G x G,% x 6) 到 (G, 和 3) 的 可 测 映 照 时 , 拟 特征 标 群 Gr 是 形 如 


ch, cEO, GeEG® 
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的 函数 全 体 . 
证 ”对 每 个 ae Gr,a(hg) 和 a(g),(g,h) eGxG 都 是 关于 Bx 人 3 可 测 的 , 因 
此 a(hg)Aalg) 是 (9,h) 的 可 测 函 数 . 由 于 / 是 有 限 的 , 不 妨 设 jy(G) = 1 由 Fubini 


定理 得 知 本 
a(h) = / Se dpu(g) 

是 (G, 串 ) 上 的 可 测 函 数 , 即 拟 特征 标 a 导出 的 特征 标 & 是 可 测 的 ，& e GS, 因为 

a(h) 看 成 (g,h) 的 函数 也 是 可 测 的 , 所 以 


Qa(hg) 


a(g) 
为 可 测 集 . 由 于 对 每 个 he G,， 


(lm) 


由 Fubini 定理 , 5 x nu(EB) = 0, 因此 对 几乎 所 有 的 go, 当 9 固定 时 ， 


(0 和 


ca(9) 
任 取 使 上 式 成 立 的 一 个 g = go, 则 对 G 中 几乎 所 有 的 h, 成 立 着 


E= { 0, 


# oh) \ 


a(hgo) = a(go)&(h), 


因而 由 4 的 拟 不 变性 , 令 hgo = hi, 则 对 几乎 所 有 的 hi 成 立 着 


cgo) > 
a(hi) = Bl (h1), 


因此 ac = ca, 而 c= Qtgoj 
G(9go) 


例 3.2.6 设 G 是 局 部 紧 群 , (G, 好 ,站 ) 是 左 不 变 Haar 测度 .那么 对 (G, 好 ,>) 上 
的 拟 特征 标 a 必然 存在 模 为 1 的 常数 c, 使 得 对 几乎 所 有 ge G 成 立 着 a(g) = ca(g) 


证 令 Go 为 G 中 包含 单位 元 的 成 分 , Bo0, vo 分 别 是 %,v 在 G 上 的 限制 , 那 
”人 么 (Go,%80,mw) 是 o- 有 限 的 , 因此 有 (Go, 8B0o) 上 的 有 限 测 度 jp 等 价 于 m. 设 a 
”是 (G,%8,v) 上 关于 左 平移 G 的 拟 特征 标 , 那么 a 在 Ge 上 的 限制 ( 仍 记 为 a) 是 
“(Go,%80,w) 上 , 也 是 (Go,%80, 站 上 关于 左 平移 群 Gu 的 拟 特征 标 . 可 以 证 明 (g, 有) -， 
| gh 是 (Go x Go, Bo x Bo0) 到 (Go, 好 0 ) 的 可 测 映照 . 根据 上 面 的 例 3.2.5, 存在 常数 C， 
ll = 使 得 对 几乎 所 有 的 ge Go， 


ak9) = ca(g), (3.2.4) 
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这 里 &(9) 是 a 在 Go 上 导出 的 特征 标 , 也 就 是 a 在 G 上 导出 的 (可 测 ) 特征 标 在 

Go 上 的 限制 . 对 于 Go 的 任何 陪 集 h-1Go 中 的 几乎 所 有 的 g, 由 于 hg e Go, 得 到 
a(g) =G( )a(hg) = ca(h )G(hog) = ca(g), 

因此 对 几乎 所 有 的 ge G,(3.2.4) 成 立 . 


例 3.2.5 和 例 3.2.6 说 明了 拟 特征 标 是 可 测 特征 标 概念 的 推广 . 

我 们 注意 , 若 (G, 好 , /) 是 关于 6 拟 不 变 的 可 局 部 化 测度 空间 , 那么  e Br 关 
于 6 上 的 7 拓扑 是 连续 的 . 事实 上 , 当 ho e 6 时 , 若 U(h) 为 83.1 第 6 段 中 的 算 
子 , 则 对 一 切 非 零 的 ee 了 (G,B,p), 取 1= Uho)(z&), 那么 当天 在 ho 的 一 个 小 的 
1- 环境 中 (U(h)(zé),n) 关 0 而 


ys (ZU(h)E,) 
= OR) CE 


由 此 易 知 j%(h) 关于 6 上 的 jy- 拓扑 为 连续 的 . 
我 们 现在 再 用 引 理 3.1.12 来 研究 拟 特征 标 导出 的 特征 标 之 连续 性 . 


定理 3.2.3” 设 (G, 好 ,1/) 是 关于 (连续 、 可 测 ) 变换 群 6 拟 不 变 的 非 平凡 的 正 
则 测度 空间 , 再 设 对 G 中 每 个 紧 集 K, yj(K) < oo, 又 设 6 具有 适宜 的 拓扑 使 6 成 
为 第 二 纲 的 拓扑 空间 , 那么 (G, 区 ,mW) 上 (关于 6) 的 拟 特征 标 a 必然 导出 6 上 的 连 
续 特 征 标 . 


证 ”对 任何 正 数 =, 将 复 平面 单位 圆周 分 解 成 有 限 个 互 不 相交 的 Borel 集 41,…， 
A 之 和 , 使 得 每 个 A 中 任 二 点 的 距离 小 于 e. 那么 G 分 成 有 限 个 互 不 相交 的 集 


B, = {gla(g) € Ap} € B,k = 1,2,...,n (3.2.5) 


之 和 . 因此 (3.2.5) 中 至 少 有 一 个 集 Bu 具有 正史 测度 . 因此 由 1 的 正则 性 , 有 紧 集 
K e 8, 使 得 j(K) > 0, KC Br。 因此, 当 gi1, gz € K 时 ， 


la(g1) — a(g2)| < &, (3.2.6) 


因为 a(h-1g) 几乎 处 处 等 于 a(g)&(n-!), 此 地 6 是 拟 特征 标 a 导出 的 上 上 的 特征 
标 . 由 引 理 3.1.12 有 6 单位 元 的 环境 Y 使 得 对 任 一 heV 必 有 geK 人 hhK, 使 


a(h g) = a(g)a(h  ), (3.2.7) 
所 以 从 (3.2.6) 得 知 , 当 h eV 时 ， 
a(h) -1|=|1-a(h )|=|a(g) -a(h 9)| <&, 


即 6 在 单位 元 处 是 连续 的 . 由 引 理 3.2.2 得 知 & 是 6 上 的 连续 函数 . 证 毕 . 
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系 3.2.4 设 G 是 拓扑 群 , 6 是 G 的 子 群 , 但 6 本 身 具有 拓扑 成 为 第 二 纲 的 
拓扑 群 而 且 这 个 拓扑 比 G 在 6 上 导出 的 拓扑 强 . 若 (G, 好, 由 是 关于 左 (或 右 ) 平 
移 6 拟 不 变 的 正则 测度 空间 , 那么 (G,%,y) 上 的 每 个 (关于 6) 的 特征 标 a 导出 @ 
上 的 连续 特征 标 . 特别 , G 上 的 每 个 (关于 好) 可 测 的 特征 标 a, 当 它 限制 到 6 上 时 
是 6 上 的 连续 特征 标 . 

注 ”特别 当 G 是 局 部 紧 群 , 好 是 由 紧 集 张 成 的 o- 环 , j 是 左 不 变 Haar 测度 时 ， 
G 上 的 每 个 可 测 特征 标 是 连续 的 , 每 个 拟 特征 标 导 出 连续 特征 标 . 


事实 上 , G 是 第 二 纲 拓 扑 群 ( 见 关 禾 直 [1]), 而 (G, ,1) 是 关于 左 平移 不 变 的 
(更 是 拟 不 变 的 ), 利用 系 3.2.4 和 6 = G 立即 得 到 我 们 的 结论 . 


3” 拟 特征 标 群 及 特征 标 群 上 的 拓扑 


在 这 一 段 中 , 我 们 要 给 出 后 面 需 用 的 拟 特征 标 群 和 特征 标 群 上 的 几 种 拓扑 . 
I 设 G 为 一 群 , 五 是 G 上 某 些 特征 标 所 成 的 群 ， 对 于 每 个 ao e 五 , 任意 的 
91,… ,gn € G 和正 数 s, 作 集 


U (Qo; 91， | ,gm €) 一 {alla(gx) | Qo (gk)| < Ee,k = 1,2,.…- ,n}. 


用 这 些 集 作为 在 ae 的 环境 基 , 这 样 得 到 互 上 的 一 个 拓扑 称 为 弱 拓 扑 ， 这 也 是 使 G 
中 的 元 素 9， 看 作 五 上 的 函数 a(g),a EH 时 成 为 连续 函数 的 最 弱 拓 扑 . 容易 看 出 ， 
H 按 这 个 拓扑 成 为 拓扑 群 . 

II. 设 G 是 群 并 有 拓扑 , 是 G 上 的 某 些 特征 标 所 成 的 群 . 对 于 每 个 ao e 万 ， 
G 中 任意 的 紧 集 @ 和 正 数 = , 我们 作 集 


V(a0, Q,6) = {ol max |o(g) - a(go)| < 时 


用 这 些 集 作 为 在 ao 的 环境 基 , 这 样 得 到 互 上 的 一 个 拓扑 称 为 强 拓 扑 . 容易 验证 , 万 
按 这 个 拓扑 成 为 拓扑 群 . 这 个 拓扑 也 就 是 使 在 G 的 每 个 紧 集 上 一 致 收敛 的 拓扑 . 由 
于 G 中 任意 有 限 个 点 组 成 紧 集 , 取 Q = {91,… , gn} 就 知道 弱 环 境 也 是 强 环境 , 因 
此 强 拓扑 强 于 弱 拓 扑 . 然而 确 有 拓扑 群 G, 及 其 上 的 特征 标 群 五, 其 中 强 拓扑 和 弱 拓 
扑 不 一 致 

II. 仍 设 G 是 拓扑 群 , 互 是 G 上 的 某 些 连续 特征 标 所 成 的 群 . 取 定 G 中 的 开 
集 风 对 每 个 ao € H 及 正 数 s, 我 们 作 集 


W (ao; Ul,e) = {a sup la(g) — ao(g)| < e}. 


用 这 些 集 作为 在 ao 的 环境 基 , 这 样 得 到 五 上 的 拓扑 Tu, 称 它 为 所 拓扑 
中 弱 ( 强 ) 环境 就 是 弱 ( 强 ) 拓扑 的 环境 . 
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如 按 这 个 拓扑 成 为 拓扑 群 , 设 Q 是 G 中 的 任 一 紧 集 , 那么 必 有 g1,… ,gn G 
使 得 Q c 》 gi. 因此 , 当 a 适合 


K=:1 


一 一 < 
max la(9) — oo(9)| < €, max |o(g#) — oo(9#)| < 


时 ， 


ax a(g) — oo(g)| < max la(h) — oo(h)| + loa(gr) 一 ao(gp)| < 26, 


其 中 g = gxrh, 因此 
V (ao; WY, 2e) 2 W (ao; 外， E) f 1 LU (aoi 91， 四 , gn, E)， 


由 是 易 知 当 -拓扑 强 于 弱 拓 扑 时 , 它 强 于 强 拓扑 . 

下 面 我 们 考察 拟 特 征 标 群 或 可 测 特征 标 群 上 的 拓扑 . 

IV. 设 9 = (G, ,4) 是 测度 空间 , L(9) 是 Q 上 的 可 积 函 数 全 体 所 成 的 Banach 
空间 . 设 互 是 Q 上 的 一 族 有 界 可 测 函 数 , 把 互 中 几乎 处 处 相等 的 浮 数 看 成 同一 个 
陋 数 . 后 面 和 常用 的 五 是 两 种 情况 :0 是 关于 变换 群 6 拟 不 变 而 互 是 9 上 某 些 关于 
6 的 拟 特 征 标 所 成 的 群 , 或 G 为 一 群 而 五 是 G 上 关于 (G, 好 ) 可 测 的 某 些 特征 标 
所 成 的 群 . 五 中 的 元 素 a 定义 着 L(G, 好 ,由 上 的 线性 连续 泛 羡 如 下 : 


(Pa = /ya (g)dn(g). 


因此 五 可 以 租 入 L(G,B,) 的 共 思 空间 . 由 共 箔 空间 的 弱 拓 扑 导 出 了 互 上 的 一 个 拓 
扑 , 这 个 拓扑 的 环境 基 如 下 : 对 任意 的 ao e 互 , 任 取 L(G,B,4) 中 的 函数 有 1,… ,ff 
和 正 数 es > 0, 作 集 和 (ao; 万 ,fr,e) = {all(fr;ya)— (fx,a0)| < ek=1,:…,n}. 我 
们 用 这 些 集 作为 在 ao 的 环境 基 . 这 个 拓扑 称 为 /二 弱 拓扑 . 一 般 说 来 , 当 互 是 群 时 ， 
万 按 这 个 拓扑 未 必 成 为 拓扑 群 

后 面 我 们 要 在 某 些 特殊 情况 下 证 明 互 按 这 个 拓扑 成 为 拓扑 群 , 并 且 比 较 这 个 拓 
扑 与 别 的 拓扑 的 强 弱 . 我 们 再 引进 另 一 个 拓扑. 

V. 设 G 是 交换 群 , 6 是 G 的 子 群 , (G,B,y) 是 关于 6 拟 不 变 的 测度 空间 , 五 
是 (G, 好 ,由 上 关于 6 的 某 些 拟 特征 标 (或 者 , 特别 是 G 上 的 某 些 关 于 人 8 可 测 的 
特征 标 ) 所 成 的 群 . 任 取 和 集 4 e %, (4) < oo. 在 互 上 引进 函数 


Na(a) = ( /eg)- 1Pan(g) ) 


la6—1l<laB -B+|I8-1|=|a-1|+|8— 1 
四 当 6 仅 含 有 单位 元 时 , H 就 是 G 上 的 某 些 可 测 的 、 适 合 条 件 |a(g)| = 1 的 孙 数 所 成 的 群 


由 于 当 a, 8 € H 时 ， 
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因此 Na(a) 是 瑟 上 的 拟 范 数 . 利用 拟 范 数 族 {Na(a)} 导出 吾 上 的 拓扑 如 下 : 对 于 
每 个 ao e HH, 任意 的 集 4 e 由 ,A(4) < oo, 和 任意 正 数 <, 我 们 作 集 


Y(aoi A,e) = {alNa(aaT ) < e}. 


用 这 些 集 全 体 作 为 在 ao 点 的 环境 基 , 这 样 得 到 万 上 的 一 个 拓扑 , 称 为 拓扑 . 由 于 
Na(a) 征 拟 范 数 , 容易 验证 五 按照 这 个 拓扑 成 为 拓扑 群 . 当 p 是 有 限 测 度 时 , 上述 
的 广 拓扑 等 价 于 由 距离 Ne(a6-1) 导出 的 拓扑 . 事实 上 , 只 要 证 明 每 个 Y(a; 4, es) 按 
由 距离 Nc(a6-1) 导出 的 拓扑 是 开 集 就 可 以 了 . 任 取 al e Y(a; 4,e), 由 于 Na(a) < 
Nal(a), 令 el =e 一 Na(a1Qo 1), 那么 易 知 


Y(ai;G,e1) CY(ao; A,e), 


BY (a; 4,e) 按 距 离 导 出 的 拓扑 是 开 集 . 
我 们 可 以 利用 Na (a) 在 商 群 G4 上 引进 拟 范 数 . 任 取 A e %, 0 < H(A) < oo， 
在 G+* 上 定义 函数 Ns(n),n e Gr*, 如 下 : 


NA(m) = inf Na(o). 
容易 验证 这 是 G4 上 的 拟 范 数 . 完全 类 似 地 , 在 Gr 的 子 群 上, 以 集 
Z(m; A,e) = {nNa(nmo) < e} 


全 体 作为 在 mo 点 的 环境 基 , 这 样 得 到 F 上 的 拓扑 仍 称 为 -拓扑 . 这 时 按 jy_ 拓 
扑 成 为 拓扑 群 . 特别 , 当 jy 是 有 限 测度 时 记 NG(n) = Nm), 这 时 py_ 拓 扑 等 价 于 由 路 
离 N(&n-1),&,nE Gv 导出 的 拓扑 @. 

现在 考察 这 些 拓扑 的 某 些 性 质 并 举 一 些 例 . 


定理 3.2.5 在 IV (或 V) 的 假设 下 , H 上 的 -拓扑 强 于 y- 弱 拓扑 


证 任 取 ao € 五 以 及 环境 X(ao; fi1,… ,有 fn,e), 只 要 证 明 存在 集 4 e %,0 < 
L(A) < oo, 和正 数 si 使 


Y (Qo; A, El) C X (Qo; f1,- , fn, €) 
印 可 . 由 于 fk € L(G,%B8,1), 必 有 和 集 4 e ,0 < (4) < oo, 使 得 
G—A 


中 由 于 和 N 按 距离 W(a6-1, oa 6 e Gv, 成 为 闭 集 , 所 以 N(&n-1),t,n € GL, 是 Gt 上 的 距离 , 这 
时 G5 按 距 离 N(&n-1),é,n € GY, 成 为 Gr 按 距 离 NG (ap-!),a, 6 e Gv, 的 商 距 离 空间 . 


而 且 sup |fx(9)| < o0,k = 1,2,... ,Nn. 取 
gE 


£2 


k=1,2,...,n, 
4u(A) sup |fr(9)| 
gE€EA 


El1 < 


那么 ， 当 QE Y (ao; 4, E1) 时 ， 


| /peg)- colo)anlg] 
< / f(g)lla(g) — ao(g)lan(g) 
A 
+ 1/ fi(g)lla(g) ~ ao(g)lan(g) 
G~、A | 


_ E 
< sup|fr(g)V Na(aai Du(4) +2:7 <&, 
9E4 


这 就 是 说 Y(aoi 8,e1) C X(ao; 户 …… ,fn,e). 证 毕 . 


定理 3.2.6” 设 G 是 拓扑 空间 , 0Q = (G, 委 , 风 是 关于 6 拟 不 变 的 正则 测度 , 五 
是 0 上 (关于 6 的 ) 某 些 拟 特征 标 所 成 的 交换 群 . 那么 互 上 的 /二 拓扑 弱 于 强 拓扑 

证 ” 设 ao € H,Y(ao; 4,e) 是 ao 按 /拓扑 的 环境 , 而 4e ,0 < jp(4) < co. 
由 上 的 正则 性 的 假设 , 必 有 紧 集 @c A 使 


u(AN\Q) < 5 


再 取 ej = 一- _ 那么 当 awey(ao;Q,sl) 时 ， 
取 57 二 Bb 么 当 EV(ao;Q,el) 时 
/ a(g) — ao(g)|2dp(g) 
A 


< / a(g) — a(go)l?dp(g) + p(Q) sup |a(g) - ao(g)| 
A—Q gE€Q 
£2 2 
< py 十 py 
Bh NA(aQ) < e. 因此 V (ao; @, 1) C Y (ao; A, e). 证 毕 . 
定理 3.2.7 ” 设 (G8,1) 是 关于 6 拟 不 变 的 有 限 测度 空间 , 那么 (G, ,1) 上 
(关于 @ 的 ) 拟 特 征 标 群 G4 按 拟 距离 Ne(a0-1),a,B e Gr 是 完备 的 


证 ” 设 {an} 是 Gf 中 基本 点 列 , 即 当 m,m 一 co 时， 


= < 


Na(anam ) = 人 lan(g) — am(9)| dp(g9) — 0. 
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由 (G, ,4) 上 平方 可 积 函 数 空间 的 完备 性 , 有 平方 可 积 函 数 a, 使 得 


im /Ion(9) — a(9)| du(g) = 0, (3.2.8) 


7L.— CD 


而 且 有 子 列 {or, (9)}, 在 G 上 几乎 处 处 地 收 合 到 Qa. 因此 由 |an, (9)| = 1, 可 以 取 a 
使 |a(g)| = 1. 
由 于 / 是 拟 不 变 测度 , 当 he 6 时 , 对 几乎 所 有 的 ge G, 成 立 着 


Qa(hg) Qn (hg) . ~ 
= lim 一 一 一 - 一 lim Gn (h), 
a(g) ”和 oni(g) ko ‘(1 


即 a 是 拟 特征 标 . 再 由 (3.2.8) 式 ，lim Ne(ana ) =0, 所 以 Gr 是 完备 的 . 
注 ” 当 不 是 有 限 , 但 是 可 局 部 化 的 时 候 , 我 们 也 可 以 证 明 由 {Na(a8-!)} 定 
义 的 复 拟 距离 空间 (定义 见 关 泼 直 [1]) 是 序列 完备 的 . 
系 3.2.8 ”在 定理 3.2.7 的 假设 下 , Gt 按 距离 N(&n-!1),a,B6 e Gu, 是 完备 的 . 
证 设 {6&} 是 G+ 中 的 基本 点 列 ， 有 im ~_N(én én) = 0, 那么 可 以 挑选 子 列 


{én },k = 1,2,…, 使 Ms ,Eni ) < 未 取 ak € EL én, 使 N(ax) < Ek > 2， 


又 取 al1 ee 如 作 Br = To 那么 容易 看 出 pk e 6&,， 而 且 当 1 >k 时 ,由 


/一 1 


l 
Or 一 [I CQy 得 到 
v= 二 kk 十 1 


/ 


1 
N(BEB) < 》 Now)< 》 亏 ， 


vv 二 kk 十 1 v= 二 kk 十 1 
因此 {Bk} 组 成 G* 中 基本 点 列 . 由 定理 3.2.7, 必 有 6 ec Gr*, 使 lim Ne(BE'B) =0. 
令 《为 包含 6 的 剩余 类 ,上 = {abla € NM}. 那么 Bi "Be te 因此 


lim Na é€)=0. 
再 由 lm N(&zuém) = 0 易 知 lim N(E Itm) = 0. 证 毕 ， 
下 面 我 们 考察 映照 (3.2.3) 


定理 3.2.9 ” 设 (G,%B,p) 是 关于 (可 测 、 连 续 ) 变换 群 6 拟 不 变 的 正则 测度 空 
间 , 再 设 对 G 中 每 个 紧 集 K, w(K) < co, 又 设 6 上 有 适宜 的 拓扑 ( 见 定义 3.1.2), 使 
6 成 为 满足 第 一 可 列 公理 的 第 二 纲 拓扑 群 . 那么 对 于 任何 A e 好 ,Ap(4) > 0, 必 有 外 
中 单位 元 的 环境 V 和 正 数 c, 使 得 对 一 切 a € G+, 成 立 着 


sup IG(h) —1| < ¢ /lolg) — apg) (3.2.9) 
hEeV A 
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若 4 是 有 限 测度 , 在 G4 上 取 /三 拓扑 , 必 有 6 中 的 开 集 V, 使 得 当 在 群 6+ 上 
取 V- 拓 扑 时 , G4 到 64 的 映照 5 是 连续 的 . 


证 设 ae G4,G 是 a 导出 的 特征 标 . 作 孙 数组 
p(g) = |a(g)—1|,g€G, (3.2.10) 
Ph) = 16(h) -1|, he ®, (3.2.11) 
那么 对 几乎 所 有 的 ge G, 成 立 着 
p(g) +p(gh )= |a(g)—1|+la(gh™)—1|>|a(g)— a(gh” )| 
=|a(h™ ) — 1|= 5(h), 
因此 p 及 5 成 为 (G, 妇 ,内 上 的 关于 6 的 拟 凸 隐 数 组 . 


由 引 理 3.1.12, 存在 6 中 单位 元 e 的 环境 W, 使 当 he 历时 A4 站 774) > 0. 
再 由 系 3.1.18, 有 e 的 环境 Vi 及 常数 c, 使 得 当 [, p(g)dy(g) > 0 而 且 V 是 e 的 环 
境 ,V CcC Vi 时 (3.1.17) 成 立 . 我 们 取 V = V 门 Vi. 

现在 来 证 (3.2.9) 首先 , 如 果 | p(g)du(g) = 0, 那么 对 几乎 所 有 的 gc A, a(g) = 
1. 因而 a(g) = a(hg) = 1 对 所 有 g e 4 门 h-14 成 立 ， 所 以 大 he V， 则 
A(4 站 AI4) > 0, 因而 &(h) = 1, 所 以 (3.2.9) 成 立 . 其 次 , 如 果 | p(g)dnu(g) > 0, 那 
么 由 于 (3.1.17) 推出 (3.2.9) 即 是 


sup |&(h)—1|< | la(g) — lldu(g) < ce Na(a)， (3.2.12) 
heV A 


此 地 c = cu(4). 设 a 所 在 的 剩余 类 为 了 = a%, 则 在 (3.2.12) 右边 对 7 中 a 取 下 界 
得 到 

sup |&(h) — 1| < c Na(n) 

heéV 


因此 对 Gr* 的 环境 基 中 环境 Z(mo; 4,e), 有 B+ 中 环境 
{G| max |&(h) — Go(h)| < e/¢}, G0 = Smo, 
使 得 
S({G| maxl&(h) — Go(h)| < e/c}) © Znm; A,e), 
这 样 就 得 到 定理 的 证 明 . 


定理 3.2.10” 设 (G,%B,n) 是 关于 (连续 、 可 测 ) 变换 群 8 强 拟 不 变 的 遍历 的 
正则 测度 空间 , 再 设 对 G 中 的 每 个 紧 集 K,y(K) < +eo. 又 设 6 具有 适宜 的 拓扑, 
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使 6 成 为 第 二 纲 的 联络 的 拓扑 群 . 任 取 ZKG, 委 ,由 中 非 零 向 量 wo) > 0 作 Gu 上 
的 凸 泛 函 
Ny(a) = ( /eg)- 1Pw(g)an(g) ) aeGn 
那么 Ny 在 G+ 上 导出 的 拓扑 与 y 无 天 而 且 就 等 价 于 G+ 上 的 py- 拓扑 . 
证 ”首先 证 明 , 任 取 {an} Cc GCG, lim Ny(an) = 0, 那么 必 有 子 序列 {aw), 在 
G 上 概 收敛 于 1 取 正 数 a 充分 小 . 那么 全 4 = {glw(g) > a} 的 测度 是 有 限 的 、 正 


的 , 而 且 由 | 
pi{gllon(9) — 1| > 6,9 € A} < 3 Ny(on) 


知道 , {an} 在 4 上 依 测度 jy 收敛 于 1, 因此 必 有 序列 {aw} 在 A 上 概 收敛 于 1. 作 
集 
E={g| lim aw(g)=1}. 


那么 由 于 4 除 一 零 集 后 含 在 EE 内 , 所 以 u(E) > 0. 只 要 证 明 jy(GNE) = 0 就 可 以 
了 . 利用 对 于 6 的 遍历 性 , 只 要 证 明 EE 是 拟 不 变 集 即 可 . 由 jy 的 正则 性 , 有 紧 集 
K eB,0 < 1(K), 使 Kc 五 .根据 引 理 3.1.12, 必 有 6 中 单位 元 的 环境 V, 使 得 


当 h € V 时 , u(K NhK)>0. 
因此 必 有 g e K 门 hK, 使 得 对 每 个 mn/ 成 立 着 

amw (hlg) = Gn (h-!)an (g). (3.2.13) 
由 于 g eK 门 hK, 我 们 得 到 g e E,h-!tg ee BE, 因此 

当 he Y 时 ， jim_ én(h)=1. (3.2.14) 
然而 由 于 &(h) 是 6 上 的 特征 标 

61 = {h| lm én(h) =1} 

是 6 的 子 群 . 又 由 (3.2.14) 得 到 61 2 V. 从 6 的 联络 性 即 知 6 = 8B1， 即 对 一 切 
he 8, lim éw(h)=1. 对 每 个 h e 68, 有 G 的 零 集 Gh, 使 得 当 geGh 时 ,(3.2.13) 
成 立 . 因此 当 g e hENGh 时 , g € EB. 这 就 是 说 hpNE 是 零 集 . 因此 EE 是 拟 不 变 集 . 


从 而 对 几乎 所 有 的 g e G， 
lim Qn'(g) = 1. (3.2.15) 


这 样 , 对 任何 4 e ,0 < H(4), 由 Lebesgue 控制 收敛 定理 和 (3.2.15) 立即 可 知 
lim NAa(Qn) 一 0. 


这 样 就 容易 推 知 Ny 导出 的 拓扑 强 于 /拓扑 . 


. 118 . 第 三 章 ” 具 拟 不 变 测 度 的 群 上 调和 分 析 


有 反之, 对 任何 正 数 。 > 0, 取 A € ,0 < 1(4) < co, 使 得 
2 
[va < c=supWO) < oo 
gEA 


那么 当 we {amaa < 5 时 


Ny(a) < 2 ( 人 a wg)dn(g)) + VeNa(a) <e 


即 {alNa(a) < e/2Vc} Cc {alNy(a) <e}. 因此 yw- 拓 扑 强 于 由 和 Ny 导出 的 拓扑 . 因此 
这 两 个 拓扑 相同 , 从 而 不 依赖 于 y. 证 毕 . 
这 个 定理 可 以 用 来 判别 两 个 测度 的 不 等 价 性 , 可 参看 后 面 类 似 的 系 4.2.14. 


定理 3.2.11 设 0 = (G, 邓 ,/) 是 关于 变换 群 6 拟 不 变 可 局 部 化 测度 空间 . 我 
们 在 6 上 任 取 强 于 -拓扑 的 拓扑 , 又 在 B+ 上 取 强 拓扑 , 在 G+ 上 取 yj- 弱 拓扑 , 那 
么 G+ 到 6* 的 映照 a 一 & 是 连续 的 . 


证 ”我们 首先 证 明 对 于 固定 的 fe L(Q),Gr x 6 上 的 函数 
: pl(a,h) = / a(hg)f(g)dn(g) 
是 二 元 连续 函数 .利用 83.1 中 算 子 U(h), 我 们 注意 到 , 这 时 有 上 7 € LL2(0), 使 
&(g)n(g) = f(9) , 因此 


po 月 = alo (hg) pe 


Bg) dnu(g) = (aU(h)é, U(h)n). 


所 
Ip(a,h) — yp(a, hi)| 
< |f (et9 -mr aug) 
+H(oa(U(h) = UR) DC 
HoU (he, (UR) = Uha) 
< | /oo -a9) (9)anlo) 
+ = Uh 
HV) = Ua))nl lel, 
这 里 户 (9) Ee L(0). 因此 对 每 个 正 数 =, 当 h 属于 hi 的 环境 


{a liv -vel < 


EE 
[Uh) — Uh) nl < Ti 
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而 QO 属于 CQ1 的 环境 
fe 


时 , 有 |p(a,h) 一 p(ai,hi)| < 2e. 这 就 证 明了 y(a,h) 的 连续 性 . 对 每 个 al se Gr 取 
1 ezZ(O), 使 


/eg -mo)nounoj|<e] 


/wyjan)z#o 
取 ai 的 环境 Y 充分 小 , 当 a eV 时 ， 
| oof (0ang) #0. 
这 样 , 当 a eV 时 ， 
sh) — ohg)f (gan) 
olg)f(g)ap(g) 


是 (a,h) 的 连续 函数 . 因此 , 对 于 任何 正 数 = 和 6 中 紧 集 @, 6&1 在 B+ 中 的 强 环境 
的 原 像 


{ol max Ia(h) — a(h)| < e} 


是 G* 中 的 开 集 . 这 样 就 容易 导出 映照 a 一 & 的 连续 性 . 证 毕 . 


系 3.2.12 ” 设 G 是 局 部 紧 的 拓扑 群 ，(G, 好 ,由 是 左 不 变 Haar 测度 , 那么 G* 
中 jy- 弱 拓扑 与 强 拓扑 是 一 致 的 . 


证 ”由 引 理 3.1.29, G 上 的 拓扑 强 于 /二 拓扑 , 利用 定理 3.2.11 的 证 明 容 易 看 出 
G* 上 的 /三 弱 拓扑 强 于 强 拓 扑 , 再 由 定理 3.2.5 和 定理 3.2.6 知道 G* 上 的 强 拓 扑 强 
于 /二 弱 拓扑 . 因此 这 两 个 拓扑 一 致 . 


系 3.2.13 ”在 定理 3.2.11 的 假设 下 , 若 在 G+ 上 取 jy- 拓 扑 , 那么 G 到 @ 的 
映照 是 连续 的 . 


这 个 系 由 定理 3.2.5 和 定理 3.2.11 立即 得 到 . 但 是 我 们 留意 系 3.2.13 的 结论 比 
定理 3.2.9 的 结论 弱 . 


定理 3.2.14 ” 设 (G,%B,n) 是 关于 6 拟 不 变 遍 历 的 可 局 部 化 测度 空间 . 令 5 = 
{cala se G+,0 < cg<1}), 那 么 5 按 pj- 弱 拓扑 成 为 紧 空 间 . 


证 ”根据 定理 2.4.14, L(G, ,4) 的 共 斩 空 间 同 构 于 (G,%B,n) 上 本 性 有 界 浮 数 
全 体 . 又 由 于 共 恩 空间 中 的 单位 球 按 弱 拓 扑 成 为 紧 集 , 所 以 (G,%B,n) 上 本 性 有 界 函 
数 全 体 B 按 弱 拓扑 成 为 紧 集 . 因此 只 要 证 明 $ 是 上 述 紧 集 的 财 子 集 , 那么 $5 就 
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设 {ax 和 ee A} 是 $5 中 的 半 序 列 , 而 且 按 弱 拓扑 收敛 于 B 中 的 a.， 当 a、= 
ca,c #0,a € Gr 时, 记 &、 = 6&. 我 们 先 证 明 对 每 个 he 6, 复数 半 序 列 {a4、(h), 和 Ee 
A} 是 基本 的 

任 取 f € L(G,%B,y)， 由 于 (G, 委 ,由 是 关于 变换 h 拟 不 变 的 可 局 部 化 测度 
室 间 ，(G, 好 , jn) (Un 的 意义 见 (3.1.1)) 也 是 可 局 部 化 测度 空间 ， 根 据 定 理 2.4.15， 
f(h-1g) dn 0) < L(G,%8,h) 因此, 对 于 正 数 。 > 0, 由 jim a = a 得 知 有 Xo < A 
使 得 当 Xo < 入 时 ， 


/eg -wo)yownl|<e (3.2.16) 
eg -oro)f ng) rang) < (3.2.17) 
在 (3.2.17) 中 以 hg 代 g, 又 可 把 它 化 成 
etng) -mo)7G)ano)| < (3.2.18) 
不 妨 设 a 不 概 为 0, 取 了 使 
»= | og)f(9)dn(g) #0. (3.2.19) 


由 (3.2.16) 和 (3.2.19) 容易 算出 , 当 s 充分 小 , No < 和 ,入 时 , ax,ax 关 0 而 且 
I&a(h) Qt 和 '(h)| < 二 
这 里 利用 到 a、 (hg) 几乎 处 处 等 于 4&、(h)a、(g). 因此 必 有 模 为 1 的 复数 &(h), 使 
lim Ga(h) = &(h). (3.2.20) 

再 由 (3.2.16) 和 (3.2.18) 知道 , 当 Ao < 入 时， 

/oo = oa (mal) (0)anl9)| < 
利用 (3.2.20) 得 到 等 式 

| (olhg) -anal))7Ggjdnlg)=0 (3.2.21) 


它 对 L1(G, %B,n) 中 适合 条 件 (3.2.19) 的 一 切 f 成 立 . 由 (3.2.21) 容易 看 出 , 对 几乎 
所 有 的 geG,， 

a(hg) = a(h)a(g). (3.2.22) 
由 |&(4)| = 1, 对 任何 正 数 cl < co, 从 (3.2.22) 看 出 集 


{t9lcl < |a(g)| < c2} 


§3.2 ”特征 标 及 拟 特征 标 * 121 . 


征 拟 个 变 的 : 因此 必 有 正 数 c, 使 得 |a(g)| 几乎 处 处 等 于 c. 不 妨 令 |a(g)| 处 处 为 c 
记 6= 则 由 (3.2.22) 得 到 ge Gy 即 a e $. 证 毕 


系 3.2.15 设 G 是 局 部 紧 群 ,(G, ,1) 是 关于 左 平移 G 不 变 的 Haar 测度 空 
间 . 那么 G 上 的 连续 特征 标 全 体 G* 按 j,- 弱 拓扑 成 为 局 部 紧 空间 . 


证 令 9 =G*U{0}, 利用 定理 3.2.14 的 证 明 , 来 证 明 9%; 是 B 中 的 紧 集 . 任 
取 1 中 按 jy- 弱 拓 扑 收 敛 的 半 序 列 {ax, 入 E Al, 记 a = lim ax. 硅 a 关 0, 则 由 定 
理 3.2.14 的 证 明 有 6 e Gr, 使 a=c8,0<ecexgl. 和 例 326 和 系 3.2.4 后 的 注 , 有 
a Ee G* 使 6= eia, 因此 有 复数 x,0 <|xl<1 使 


Q 一 HQ ,QOEG.. 
只 要 证 明 x = 1 就 可 以 了 . 取 G 上 的 连续 函数 ”使 它 在 某 紧 集 外 为 0 而 且 
| (go(9)anlg) #0. 
那么 pe Li(G,B,n), 而 且 
f(9) = | plh-19)p(h)ap(h) € L(G,%, 1) 


这 时 容易 算出 对 于 每 个 特征 标 y € G*， 


joyoawo=( /rasmwm) 


不 妨 设 ax e G*, 因此 


2 / a(g)p(g)dn(g)) 


2 
= Nm ( / os(g)p(g)dp(g) = lim / oa(g)f (g)dn(g) 
= x 1 Gd(g)f(g)du(g)= x ( / Oo) . 
| 多 看 出 G* U{0} 是 ， Hausdorff 2 空间 , 因此 Ce 按 ， 弱 拓扑 是 局 部 紧 的 
| 利用 系 3.2.12 和 系 3.2.15 立即 得 到 


系 3.2.16 设 G 是 局 部 紧 群 , 那么 G 上 的 连续 特征 标 群 6* 按 强 拓 扑 是 局 部 
紧 的 拓扑 群 . 
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4 特征 函数 与 拟 特征 范 数 
我 们 先 给 出 群 上 常用 的 一 些 o- 代 数 . 
定义 3.2.3” 设 G 是 一 群 , 5 是 G' 的 子 群 . 任 取 n( 有 限 数 ) 维 复 空 间 中 Borel 
集 ,gi,… ,gn € G, 称 $5 中 形 如 
{al(a(g1),.…- ,a(gn)) € E} 
的 子 集 为 (相应 于 {91,… ,gn} 的 ) 以 五 做 基 的 Borel 柱 . 令 6 为 $5 中 包含 一 切 
Borel 柱 的 最 小 oc- 代数 , 称 % 中 的 集 为 5 中 (相应 于 G) 的 弱 Borel 集 . 
任 取 n 维 复 空间 中 Borel 集 ;a1,…… ,ae 性, 称 G 中 形 如 
{9|(ai(9)…… ,Qn(gn)) €E E} 
的 子 集 为 (相应 于 {Qi,… ,an} 的 ) 以 做 基 的 Borel 柱 . 令 为 G 中 包含 一 切 
Borel 柱 的 最 小 o- 代 数 . 称 $$ 中 的 集 为 G 中 (相应 于 5) 的 弱 Borel 集 . 


定义 3.2.4” 设 G 是 群 , (G,%,) 是 有 限 的 测度 空间 , 设 5 是 GS 的 一 个 子 群 
称 上 的 肾 数 
p(B) = | B(g)dp(g), Be s, 
G 


为 (G, ,4) 在 入 上 的 特征 函数 . 
今后 为 了 方便 起 见 , 常 假设 yp(1) = A(G) = 1. 
我 们 后 面 常用 这 样 的 情况 , 即 $5 是 一 群 ,G 是 多 的 子 群 , 好 是 G 中 弱 Borel 集 
全 体 . 对 每 个 he $5, 我 们 把 h 租 入 G', 得 到 a 如 下 : 
Qa(g) 一 g(h), gE G. 
显然 a e GS， 当 舱 人 是 单调 时 , 我 们 把 a 与 h 一 致 化 , 这 样 就 得 到 (G,%B,4) 在 性 
上 的 特征 函数 
Pp(h) = | g(h)du(g), Rh € $. 
G 
即使 这 种 嵌入 不 是 单调 的 , 我 们 仍 可 定义 特征 函数 如 上 . 


例 3.2.7 设 (RB, 和 8) 是 例 3.2.4 中 所 说 的 可 测 空间 , 这 时 RS 即 是 形 如 ax(z) = 
eitr xz € R,t € R 的 函数 ai 全 体 , 我 们 把 ai 与 t 一致 起 来 , 那么 当 (R,8,1) 是 概率 
测度 空间 时 , 它 的 特征 函数 就 和 / 的 Fourier-Stieltjes 变换 一 致 : 


ep 上 = | ednle) 
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定义 3.2.5” 设 (G,B,p) 是 关于 可 测 变换 群 6 拟 不 变 的 有 限 测度 空间 . 称 拟 
特征 标 群 G+ 上 的 函数 


pa 四 = | alg)dn(g), oe Gr 
G 
是 相应 于 (G, 好 , 由) 与 群 6 的 拟 特征 函数 . 
为 了 方便 起 见 , 仍 假设 yp(1) = AMG) = 1. 由 于 GS c Gr, 所 以 拟 特征 函数 是 特 
征 也 数 的 延 拓 . 
”” 当 多 与 C 同 构 , 也 就 是 说 y 是 遍历 的 拟 不 变 测度 时 , 函数 |p(a)| 与 G6 中 了 的 
代表 元 素 的 选取 无 关 . 事实 上 , 当 aaw ene Gt 时 , 必 有 ce C, 使 得 a(g) = ca'(g). 
因此 p(a) = cp(a), 即 |y(a)| = jyp(a 沾 . 这 样 我 们 就 可 以 把 |y(a)| 看 成 G+ 上 的 函 
数 , 记 为 y(n) = |p(a)|,a en. 或 是 把 |p(a)| 看 成 6+ 上 的 函数 . 定义 
p(G) 一 [2(o|， CQ E GB!, 
此 地 a 是 相应 于 特征 标 & 的 拟 特 征 标 . 这 里 wy,$ 也 叫做 相应 于 (G, 节 , 四 和 变换 群 
6 的 拟 特征 函数 , 只 是 它们 的 定义 域 和 o 的 不 同 而 且 取 了 绝对 值 . 
我 们 首先 注意 在 第 3 段 中 的 范 数 Na(a) 与 拟 特征 函数 间 有 如 下 的 关系 : 
Nae(a)’” = 2(1 — Ry(a)), a ee Gr. (3.2.23) 
事实 上 , 当 a e Gr* 时 ， 
|1— a(g)[* = 1— 2Ra(g) + |a(g)l? = 2(1 — Ra(g)). 
因此 
N(a) = / la(g) — 1l*dy(g) = 2 | (1 — Ra(g))dp(9). 
G G 
再 由 2(1) = 1 得 到 (3.2.23). 
当 % 与 C 同 构 时 sup Ry(a) = inf Rp(a) = |p(a)l,a € n. 因此 由 (3.2.23) 得 
到 | 
N(n)” = 2(1 — y(n)), Te G*. (3.2.24) 
引 理 3.2.17 设 1 是 有 限 的 测度 , G4 是 按 距 离 N(En-!) 所 成 的 距离 群 , B+ 是 
按 某 个 拓扑 23 所 成 的 拓扑 群 , 由 (3.2.3) 定义 的 G+* 到 G64 的 映照 的 逆 映 照 5-1 成 
为 连续 映照 的 充 要 条 件 是 1 成 为 (6+*, F) 上 拟 特征 函数 2(6) 的 连续 点 . 
证 设 5$ 在 1 处 是 连续 的 .那么 对 任意 正 数 s 必 有 r+ 中 单位 元 1 的 环境 
V € 了 ,使 得 当 & eV 时 2(1--5(0@)) < a2( 因 为 5(1) = 1). 因此 当 & eV 时 , 由 
(3.2.24), N(n) < a. 此 处 w= 5-16. 因此 . 
SV C2(1;G,e), (3.2.25) 


所 以 S- 在 1 处 是 连续 的 . 由 于 G$,64 都 是 拓扑 群 , 因而 5-! 是 连续 映照 . 
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反之 , 硅 逆 映照 5-1 在 1 处 是 连续 的 ， 则 对 任 一 正 数 e, 有 1 的 环境 V, 使 
(8.2.25) 成 立 . 因此 , 当 &eV 时 ,0<1-g(6) < 所 .所 以 5 在 1 处 是 连续 的 . 证 毕 

我 们 注意 , 这 里 由 6(a) 在 1 处 的 连续 性 就 推出 5(G) 是 6+ 上 的 连续 函数 . 
实 上 , 容易 证 明 (或 参看 (3.3.3) 的 证 明 ), 当 a,ao € Gr 时 ， 

lp(a) — pl(a0)| < 2(1 — Ryp(aog )). 
由 于 a 与 ca |c| = 1 同时 导出 &. 因此 当 Ga, ao e B+ 时 ， 
上) — $(G0)| = | Pa) ~ Ip(ao)|| 
< |cp(a) ~ plao0)| < 2(1 ~ Rep(aag )) 

对 任 一 ce C 成立. 由 是 


5(6) — $0)| < 2(1 一 5(Ga0 )). 
因此 z$ 在 Go 是 连续 的 . 
2 设 G 是 一 群 , (G,%B,4) 是 有 限 测度 空间 , $5 是 GY 的 子 群 , 9 是 
($5, 9) 成 为 拓扑 群 ， 如 果 对 于 任何 正 数 
E,) 存在 而 9) 中 单位 元 1 的 环境 V, 使 得 当 6 eV 时 ， 
ul({g9lll1 ~ Bl(g)| 2 7}) < es， (3.2.26) 
那么 称 / 关于 5 上 的 拓扑 9 连续 . 


引 理 3.2.18 ”在 定义 3.2.5 的 假设 下 ,人 /关于 5 上 拓扑 连续 的 充分 且 必 要 的 条 
件 是 (G, 外 ,由 在 ($5, 9) 上 的 特征 函数 p(B)( 见 定义 3.2.4) 是 连续 的 . 


证 ” 设 op 是 连续 的 , 则 对 任何 正 数 s， 必 有 (5, 9) 中 单位 元 1 的 环境 V, 使 得 
当 686eV 时 ， 


1 — Rp(B) < Te, (3.2.27) 
然而 
1 — Ryp(B) = 人 (1 — RO(g))du(g -ih 1— B(g)| adn(9) 
> Tp({glll — (oO)| > 由) (3.2.28) 


由 (3.2.27),(3.2.28) 知道 , 当 6 eV 时 (3.2.26) 成 立 . 


反之 , 若 / 关 于 与 上 拓扑 2 是 连续 的 . 不 妨 假设 u(G) = 1, 那么 对 任何 s > 0， 
取 $5 中 1 的 环境 V, 使 得 当 6 eV 时 ， 


pu({9ll1 — Plo)| > vB) < ze, 
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那么 当 6 eV 时 , 就 有 
1 — Rp(B) = ; / 1 — B(g)|*dx(y) 


< 2u({glli ~ pg > Ve) + 3(VE) <e 
即 (5) 在 5 的 单位 元 1 处 连续 , 由 此 易 知 y 在 尺 上 处 处 连续 . 证 毕 


引 理 3.2.19 ”在 定义 3.2.5 的 假设 下 , 各 9 满足 第 一 可 列 公 理 , 则 /关于 与 上 
的 拓扑 9 是 连续 的 . 

证 ” 任 取 一 列 {16.} Cc 5, 且 {6B,} 拓扑 9 收敛 于 0 eg 由 于 2 强 于 弱 拓扑 ， 
对 每 个 ge G， lim pr(9) = (9). 再 由 积分 的 控制 收敛 定理 , p(B,) 一 p(B). 因为 9 
满足 第 一 可 列 公理 , 所 以 yo 是 ($5, F) 上 的 连续 函数 , 由 引 理 3.2.18, 1 关于 2 连续 . 
证 毕 . 


83.3 ”和 群 上 正定 函数 的 积分 表示 


1 群 上 正定 函数 的 概念 
定义 3.3.1 设 G 是 群 , f(g),g es G 是 群 G 上 的 函数 , 具有 如 下 的 性 质 : 对 于 
任何 复数 组 z1,… ,zn(n 是 自然 数 ) 和 群 G 中 的 元 素 组 gj,… , gn, 成 立 着 


>》 f(gk 91)zkz > 0, (3.3.1) 
k,l=1 


那么 称 f 是 群 G 上 的 正定 函数 . 


特别 取 gi 为 G 中 单位 元 e,gz 为 G 中 任 一 元 9,n = 2, 由 (3.3.1) 容易 推出 , 当 
g EG 时， 


f(g)| < fle), f(g 1)=f(9). . (3.3.2) 
又 在 (3.3.1) 中 取 = 3,g1 = e,g2z = 9,93 = 9 ,那么 立即 得 到 
f(g)— f(g) < 4(fle) — Rf(g™ 9)) fle). (3.3.3) 


由 (3.3.3) 立即 可 以 看 出 : 
厂 G 是 拓扑 群 , f 是 G 上 的 正定 函数 , 则 f 在 G 上 连续 的 充 要 条 件 是 f 在 单 
容易 看 出 , 群 上 的 特征 标 是 群 上 的 正定 函数 , 这 是 最 基本 的 正定 函数 . 
设 五 是 内 积 空间 , 7 :g -Ul(g)(g € G) 是 群 G 在 五 中 的 一 个 西 表示 名, 那么 
对 任何 Ee€ H,G 上 的 函数 
| (U(h)é,€), hEG 
中 关于 群 的 西 表示 的 概念 见 附 录 8I1.3. 
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必然 是 正定 消 数 . 这 一 点 很 容易 按 定 义 3.3.1 验证 . 


定义 3.3.2” 设 (6,9) 是 拓扑 群 @, 6* 是 6 的 对 偶 群 . 设 工 是 一 空间 , 6* C 
r,% 是 工 中 某 些 子 集 所 成 的 o- 代 数 .， 又 设 对 每 个 he 56, 存在 (T,%) 上 的 可 测 
函数 h(y),y eI, 它们 适合 条 件 : G)|h(y)| = 1; (让 函数 族 E = {h(.)Ih E 6B} 成 为 
(T, 加) 上 的 决定 集 ; (ii) € 按 和 梯 法 成 为 群 而 且 h 一 h(.:) 是 6 到 €& 的 同 构 映照 ; (iv) 
当 ye 68* 时 , h(y) 就 是 特征 标 y 在 h 的 值 . 如 果 对 于 (G, 9) 上 的 每 个 正定 连续 函 
数 f(f(e) > 0), 有 唯一 的 正 测度 , 使 得 


f(g9) = / g(Y)du(Y), gE 6 (3.3.4) 


成 立 , 那么 称 (T,3) 为 (6, 9 ) 的 谱 空 间 . 


特别 , 当 工 为 6 上 某 些 特征 标 所 成 的 群 ( 即 Tc 8 人 ) 而 且 对 每 个 ge 6 ,函数 
g(7) 在 7 处 的 值 即 是 特征 标 y 在 9 处 的 值 ( 换 句 话说 , 取 g(Y) = 7(9)) 时 , 称 工 为 
谱 群 . 

所 谓 正 定 函 数 的 积分 表示 问题 , 就 是 要 找 出 适当 的 谱 群 . 下 面 将 证 明 谱 群 必然 
存在 , 我 们 的 兴趣 还 在 于 寻找 较 小 的 谱 群 . 在 这 些 讨论 之 前 , 先 说 明 谱 群 在 研究 群 的 
本 表示 时 的 作用 , 这 也 就 是 说 明正 定 函 数理 论 与 群 的 西 表示 之 间 的 关系 . 


定理 3.3.1 设 6 为 拓扑 群 ,TIT 为 8 的 谱 群 , % 是 下 中 弱 Borel 集 所 成 的 o- 代 
数 . 设 U:h 一 U(h) 是 Hilbert 空间 五 中 6 的 弱 连 续 西 表示 . 那么 必 有 (T,%) 上 
HH 中 的 谱 测度 {P(E), Be 3}, 使 得 当 he 6 时 ， 


U(h) = [ h(y)dP(Y). 
证 ” 任 取 & ee 万 作 群 6 上 函数 
pelh) = (U(h)é,é), 六 EG， (3.3.5) 
这 是 6 上 的 正定 连续 函数 . 根据 谱 群 的 定义 , 有 (T, 区) 上 唯一 的 有 限 测 度 je, 使 
pe(h) = /nVanel), (3.3.0) 


这 时 
As(D) = 人 二 


对 每 个 瓦 e %, 作 及 上 的 二 元 泛 函 MBE;I 和 IE 五 ,如 下 : 


p(B;€,0) = 7 (Mern(B) — Hen(E) + iperin(B) — ipe-m(B)). (3.3.7) 


包 后 面 用 到 和 定义 3.3.2 时 , 有 时 放松 对 F 为 Hausdorf 拓扑 的 限制 . 
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由 (3.3.5) , (3.3.6) 与 (3.3.7) 立即 可 知 
(U (WE&,) = 人 hy)dp(y;€, 0). (3.3.8) 


由 于 {h(-)|h e 6} 是 决定 集 , 由 (3.3.8) 唯一 地 决定 了 y(E;é,7). 由 于 (3.3.8) 左边 是 
&,7 的 双 线 性 泛 陋 , 所 以 jy(B;é&,n) 是 &,7 的 双 线 性 泛 函 . 又 由 (3.3.8) 易 知 J(E;é,n) 
证 &,7 的 Hermite 泛 晴 而 且 0 < p(B;é,é8) = pe(B) < él. 因此 jp(E;é&,n) 又 是 正定 
连续 泛 孔 . 因此 由 熟知 的 定理 有 五 中 的 自 共 斩 线 性 有 界 算 子 P(E) >0 使 


(P(E)é,n) = 4(E;é,n), €,n€EH. (3.3.9) 


由 (3.3.7), JL(E;&,n),B ee 和 和， 是 加 上 的 可 列 可 加 的 集 薄 数 . 只 要 证 明 P(E) 是 投影 
算 子 , 那么 由 (P(T)é,n) = p(T,é,7) = (&,n) 立即 知道 P 是 谱 测 度 了 . 
任 取 定 hh e 6, 作 (IT,%B) 上 的 复 值 测度 


pi1(E;é,n) = 人 hi(yY)d( P(Y)E, m). (3.3.10) 
由 于 对 一 切 he 6， 
fra sn = fhm Va) 
= (Uh) = hd VS) 
再 利用 (3.3.7) 中 测度 /的 唯一 性 知道 
M1(E;é€,n) = HE;U(h)E,n), Ee®, (3.3.11) 
因此 由 (3.3.9) 一 (3.3.11) 得 知 当 hi e 6 时 ， 
[mes WP = (P(E 
= [maPOs, PED), (38.319) 


这 里 Cp(Y) 是 集 忆 的 特征 函数 .又 由 于 {hi(')lh1 € 6} 是 人, 好) 的 决定 集 , 从 
(3.3.12) 知道 对 一 切 有 界 可 测 函 数 gq(y), 都 有 


人 g(7)Cz(y)d(P(7)6 人 二 人 g( PAP(Y)E, P(E)n). 
特别 , 在 上 式 中 取 g(y) 为 Cg(y)， 那 么 
(P(E)é,) = / Cg(y)dP(YEN = / JP P(E)) 
E E 
= (P(E)é, P(E)n) 


因此 P(EB)*P(E) = P(EB)， 再 由 P(E) 的 目 共 斩 性 得 知 P(E) 为 万 中 的 投影 算 子 . 
定理 证 毕 . 
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系 3.3.2 ”在 定理 3.3.1 的 假设 下 , 若 中 算 子 族 {U(h)lh e 6} 张 成 的 弱 闭 交 
换算 子 代数 为 A， 且 外 具有 均匀 重复 度 k， 那 么 必 有 4 使 (T,%B,y) 是 测度 空间 , 又 
有 巨 到 到 (外 ,] 的 西 映照 Q 使 得 , 当 he 6 时 , 对 一 切 pe 人 (TT,%B,1)， 成 立 着 


(QU 一 )p(7) = NT7)p(7)，7ED 
由 定理 3.3.1 及 系 2.4.23 立即 得 到 系 3.3.2. 
2” 离散 群 上 的 正定 函数 


下 面 我 们 只 限于 交换 群 . 先 考察 抽象 群 的 情况 , 换 句 话说 , 我 们 取 群 G 中 的 一 
切 子 集 作 为 开 集 , 这 样 得 到 一 个 拓扑 , 称 之 为 离散 拓扑 , 这 时 G 上 的 一 切 函 数 都 是 连 
续 的 . . 

设 G 是 一 交换 群 , G 是 G 上 的 特征 标 全 体 . 作 G 上 的 群 环 R(G) 如 下 : 设 po 
是 G 上 的 函数 , {glp(g) 关 0} 是 有 限 集 或 可 列 集 而 且 


lel = >》 lv(9)| < %, (3.3.13) 


gEG 
这 种 yp 的 全 体 R(G) 按 通 常 的 线性 运算 及 范 数 ol ( 见 (3.3.13)) 显然 成 为 Banach 
空间 , 又 在 R(G) 中 定义 乘法 如 下 : 当 o,w% e R(G) 时 , 称 函 数 
(p*w)(g) = 2 p(91)W0(92) 
为 2 与 纱 的 卷 积 .BR(G) 按 卷 积 成 为 交换 的 Banach 环 . 又 在 R(G) 中 定义 对 合 po 一 
P ， 
pg) 三 PC 下 )， 
那么 R(G) 又 是 对 称 的 . 
我 们 现在 来 考察 R(G) 上 的 实 可 乘 线 性 泛 函 空间 rm. 任 取 ae G, 作 R(G) 上 
的 线性 泛 函 数 已 : 
Fa(p) = 2 p(g9)a(g). (3.3.14) 
容易 看 出 到 < 9M. 反之 , 设 Fe MM， 对 每 个 he G， 作 函数 
( ) 1, 当 g 二 h 时 ， 
?9 [0， 当 g 产 h 时 ， 
今 
Qa(h) = PF(pn), 
那么 由 于 pe(e 是 G 的 单位 元 ) 是 R(G) 中 的 单位 元 , 因而 a(e) = f(y。e) = 1， 又 因 
为 ja * Phz — Phih>,) 所 以 


Qhihz) = F(phnps) = Fpn)F (ph) = a(hi)a(h2). 
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再 由 |a(h)| < | 已 川 esjl = 1 得 知 ja( 站 -| = la(p-9 < 1 因此 |a(h)| = 1， 这 就 证 
明了 a e G .此 时 易 知 FF = 已 . 这 就 证 明了 


引 理 3.3.3” 设 G 是 交换 群 , G 是 G 的 特征 标 群 , Mm 是 群 环 R(G) 的 实 可 乘 
线性 泛 函 空间 , 则 映照 工 : a 一 丽 ( 末 形 如 (3.3.14) 是 G' 到 % 的 一 一 映照 。 


令 人 8 是 G' 中 包含 一 切 Borel 柱 的 最 小 c- 代数, % 是 中 包含 一 切 Borel 柱 
的 最 小 o 一 代数 , 那么 了 将 儿 映照 成 8, 即 B= {T(E)|E € 他 上 
事实 上 , 设 马 是 中 以 Borel 和 集 B 为 基 相 应 于 91,… ,gn 的 柱 , 即 
b= {al(a(g1), | , Q(gn)) 和 B}, 
那么 
TE={F(F(po),.… ,FF(po,)) € B)}, 
因此 和 > {T(B)IB < 人 $F} = 区 反之 , 设 < R(G)， 则 必 有 一 列 {9#} 使 p = 
lim en )pw (9). 因此 F(p -ye gp)(Ta)(95) 即 史上 郑 数 开 一 下 (Pp) 关于 
好/ 为 可 测 的 即 得 区 = 好/. 和 
定理 3.3.4 ”对 群 G 上 的 每 个 正定 函数 f, f(e) = 1， 必 有 (G', 信 ) 上 的 唯一 的 
概率 测度 P'， 使 得 当 ge G 时 ， 
f(g) = 人 a(g)dP’'(a). (3.3.15) 
证 ”利用 了 造 R(G) 上 的 线性 涝 也 下: 


= 》 jg)p(9)，peR(G)， 


9ECr 
由 于 |f(g)| < 1. 所 以 当 p e R(G) 时 , 级 数 》 ”f(g)p(g) 收敛 . 由 f 的 正定 性 得 到 
gE€G 
Fr )= >》 flgh ')p(g)p(h) >0, ve R(G), 
ghEG 


所 以 下 是 R(G) 上 的 正 泛 函 . 由 于 R(G) 是 具有 单位 元 的 对 称 Banach 环 , 必 有 R(G) 
的 实 线性 沁 函 空间 员 上 唯一 的 正 测度 jy， 使 得 当 p e R(G) 时 ， 


Fl(p) = 人 plWan(p). (3.3.16) 


然而 由 引 理 3.3.3, 存在 着 G' 到 纲 之 间 的 一 一 映照 T， 在 此 映照 下 , 9% 中 的 可 测 集 
映照 成 多 中 的 集 . 今 作 上 的 集 函 数 已 如 下 : 


当 E e $F 时 P’'(E) = (TE), (3.3.17) 
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那么 易 知 P' 是 (G',8') 上 的 有 限 测度 . 从 (3.3.16) 和 (3.3.17) 得 到 
Fo) = 人 F,(9)dP'(a). (3.3.18) 


特别 在 下 (3.3.14) 和 (3.3.18) 中 取 p = pn 就 得 到 (3.3.15), 再 由 f(e) = 1 知道 P'(G') = 
1. 至 于 P' 的 唯一 性 可 以 由 4 的 唯一 性 推出 . 证 毕 
我 们 又 可 以 把 定理 3.3.4 改写 成 下 面 的 形式 ， 


定理 3.3.4′ 设 (G, 9) 是 交换 拓扑 群 , G' 是 G 上 的 特征 标 全 体 , 那么 G' 是 拓 
扑 群 (G, 9 ) 的 谱 群 . 


利用 定理 3.3.3 的 证 法 , 也 可 以 类 似 地 得 知 局 部 紧 群 的 最 小 谱 群 是 对 偶 群 , 然而 
这 已 需要 较 长 的 篇 幅 , 我 们 不 准备 用 这 样 的 方法 , 因为 这 种 方法 依赖 于 “ 群 环 ”, 或 
是 依赖 于 不 变 测度 , 因此 它 不 可 能 更 进一步 地 拓 广 , 下 面 采取 测度 论 的 方法 来 研究 . 

由 定理 3.3.4 可 以 看 出 , 要 找到 比较 小 的 谱 群 , 只 要 证 明 (3.3.15) 中 的 测度 P' 可 
以 集中 到 更 小 的 子 群 上 来 就 可 以 了 , 为 此 我 们 要 做 一 些 准 备 工作 . 
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我 们 再 介绍 后 面 要 用 到 的 空间 . 设 G 是 一 群 , 对 每 个 gs G， 作 复 平 面 上 的 单 
位 圆周 C,， 它 按照 复 欧 几 里 得 拓扑 成 为 拓扑 空间 . 设 CS 是 这 些 Co,g e G 的 拓扑 
积 . 因为 C。 是 紧 的 Hausdorff 空间 , 显然 CS 中 的 点 f = {f(g9),g € G} 也 可 以 看 成 
G 上 适合 条 件 |f(g)| = 1 的 复 值 函数 . 任 取 gi1,… ,gn Ee G 及 n 维 空间 中 的 Borel 
集 B， 称 形 如 

{fl(f(g1),:…: ,f(g9n)) € B} 


的 集 为 CS 中 相应 于 91,:… ,gn 的 、 以 B 为 基 的 Borel 柱 . 令 £ 是 由 CS 的 子 集 组 
成 的 、 包 含 所 有 Borel 往 的 最 小 o 一 代数. 

我 们 注意 , 这 时 G'c CG， 而且 CS 在 G' 上 导出 的 拓扑 就 是 弱 拓 扑 , 又 2 在 
G' 上 导出 的 o 一 代数 就 是 舍 . 

下 面 进 一 步 假 设 (G, 好 , 由 是 一 个 完全 的 可 局 部 化 测度 空间 ， 又 设 群 G 的 运 
算 (g,h) 一 g-ih 是 (G x G, 和 8 x 委 ) 到 (G,8) 的 可 测 映 照 , 再 设 对 每 个 非 空 开 集 
O,n(O) > 0. 设 {EB,,o € 23 是 G 的 一 个 前 分 ( 见 定 义 1.1.8), 即 Ej &€ ,go € 允 而 且 
M(Bo) < co. 令 好 op 是 3,4 在 EB 上 的 限制 ,又 令 (G,%B'p 是 {(Bo,%o,Wo),o € 
下 } 的 直接 和 , 那么 和 8' = 好 ,六 = 由 又 设 对 每 个 ce 允 ， 存 在 Bj 到 EB 的 一 列 映照 
pe) (on, = 1,2,.… ， 适 合 如 下 条 件 : 

9 9) 的 信 最 多 为 可 列 个 把 它们 记 为 gl) ,k= 1,2,- 

(i) 适合 条 件 ole)(9) = go ") 的 元 素 g 的 全 体 所 成 的 集 属于 站 . 

(ii) 当 m >n 时 pm gf) = = gr,k = 1,2,. 

我 们 把 GS( 见 83.2) 中 Borel 柱 张 成 的 代数 记 为 8 
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引 理 3.3.5 ” 设 G 是 交换 群 , f 是 G 上 的 正定 函数 , f(e) = 1 而 且 关于 % 是 可 
测 的 . 又 设 对 每 个 o, 5, 上 的 可 测 函 数列 
{Rf (pl (9) 19)} 


按 测度 jy 概 收敛 于 1. 那么 必 有 (GB,8S) 上 的 、 唯一 的 概率 测度 PS， 使 得 对 所 有 
的 ge G， 成 立 着 
f(9)= |, sg)dPe(a) (3.3.19) ， 
GB 
证 ”分 下 面 几 步 进行 . 
(1) 利用 定理 3.3.4, 得 到 概率 测度 空间 (G', $F', P') 使 得 (3.3.15) 成 立 . 我 们 先 把 
P' 延 拓 到 (CS,£) 上 . 定义 2 上 的 集 函 数 Q 如 下 : 当 A e £4 时, 由 于 AG' e 3', 规 


定 
Q(A4) = P'(AG’"), (3.3.20) 


显然 @ 为 (CC ,DO) 上 的 概率 测度 . 由 (3.3.15) 得 到 
1/@= | ao)dea，oesG 
而 且 当 9,9' es G 时 ， 
| a(g)atg jdP'(o) = | a(g)atg jdQ(a) (3.3.21) 
G! OG 
(2) 由 于 a es G' 时 是 特征 标 , 并 且 利 用 (3.3.21) 我 们 得 到 
2(1 — Rf (GO) (g)-1g)) = 人 2(1 -gapgj(g))a(g))dP'(a) 
= | 20-9iagO)al)dala 
= le) -oo oa 3.322) 


由 于 假设 , 函数 列 1 -Rf(p 名 '(g)-19) 按 测度 六 概 收敛 于 0, 而 且 它 们 是 均匀 有 界 的 
( 见 (3.3.2)), 因此 从 (3.3.22) 得 到 

1m Q( po) — a(a)ls Qo 

1 / |aktew 9) 一 aaQ( ) du(g) 


人 一 OO E, 


= lim 本 月 2(1 — Rf (pl) (9)-1g))dn(g) =0. (3.3.23) 


作 乘 积 测度 空间 (E, x CS,%B, x £,4 x ,9) (这 里 好 v 是 8 在 上 的 限制 ). 由 
于 pr (g) 满足 条 件 (i) 和 (ii), 我 们 把 a(p4)(g)) 看 成 (g,a) e Bs x CG 上 的 函数 
计 它 是 关于 %, x £ 可 测 的 . 
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根据 Fubini 定理 得 到 
lim lal) aly? lo) ParxQ 
) EsyxC 


-mf ( 1 GePO) — olw fo (9) PaQ(o) du(g) 


TN OO 


A 


im 4 人 (1 — Rf (pt)(g) 19)) + (1 — Rf (pL (9) “9))]dn(y) 


因此 有 子 函 数列 {a(p¥ (9))}® 以 及 (Es x CC ,外 uv x 2£) 上 可 测 函 数 U9) (g,Q) 使 得 
对 Es。 x CS 中 几乎 所 有 的 ( 按 测度 jx 8)(g, a)， 成 立 看 


im au 人 pi) (g)) = Ttc)(g, a). (3.3.24) 
因而 有 Ff € Bo,n( 了 fy) = 0， 使 得 当 9 e Ej\Fy 时 , UM(g,a) 是 (C2 ,8 上 的 可 疯 
晴 数 而 且 
Q({al lm a(pp (9)) = UO)(g, m=1. 
从 (3.3.23) 和 (3.3.24) 看 出 
/ ( /poea- eg)Pagta ) dp(g) =0, 
Cr CG 
因此 必然 可 以 把 fF, 取 大 一 点 , 使 得 等 式 
Q({falZte)(g,a) =a(9)) =1 
对 于 Ej,\F; 中 一 切 9 成 立 . 因此 当 ge Ej\F 时 , 成 立 着 
Q({al lm a(p8 (9)) = a(9)) =1. (3.3.25) 


(3) 作 G x CS 上 的 4 个 函数 VW(g;o),v = 1,2,3,4 如 下 : 当 g ee G 时, 必 有 
me 5 使 ge BE, 令 


Vi(g;o) = lim Roa(pp (9)); 
V2(g; %) = lim Him Ra(yy "(9)); 
V3(g9;%) = lm na(pp "(9)); 
Valg;a) = lim $a(pp (9)). 


因为 当 我 们 把 V, 限制 在 E, x CS 上 时 ， 关于 B。 x 中 是 可 测 的 , 因此 VW 是 
(G x C5, 和 Bx 42) 上 的 可 测 函 数 . 


我 们 注意 , 这 里 {6%} 与 c 有关, 但 我 们 不 标 出 了 , 免得 记号 过 分 复杂 . 
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作 C2 的 子 集 五 : 它 是 使 不 等 式 


Vi(g;%) < Ralg) < Va(g;o), | (3.3.26) 


Va(g; a) < $al(g) < Va(g;o) 
对 几乎 所 有 的 gEG 成 立 的 ae CS 全 体 . 今 证 互 的 外 测度 Q* (万 ) 为 1. 
事实 上 , 知 了 = U I 是 包含 互 的 一 列 Borel 柱 的 和 集 , 不 妨 设 IT 是 相应 于 


91 ,gn CC 的 柱 ,1 n= 二 1,2,…， 必 有 on € ,使 gE€ Ej. 令 gg 
是 {gn} 中 适合 条 件 ov es Bo, \Fo,, 的 元 素 全 体 . 作 集 


。 (any ) 
A={ Mol, aseGepw (9m)) = ogni)} 


由 (3.3.25), Q(A) = 1. 如 果 {g%,} 是 空 的 , 那么 A = CS， 因 而 仍 有 Q(A) = 
今 证 A CT. 任 取 ao eT, 作 ae CS 如 下 : 对 于 一 切 9,, 我 们 令 
ca(gv) = ao(gv)， (3.3.27) 


对 一 切 eg"?(9g) 的 值 g3) ， 我 们 规定 


a(gls) ) = ao(gles’ ) (3.3.28) 
对 于 任 一 g € Eo,\({g9(3) } Uf{9w}), 规定 a(g) 是 绝对 值 为 1 的 复数 且 满 足 条 件 
Vi(g; Qo0) & Ra(g) < Vs(g; ao)， (3.3.29) 
Va(g; a0) < Fa(g) < Va(g; ao). (3.3.30) 
容易 看 出 ,这 种 复数 alg) 的 确 存 在 . 对 于 任 一 ge G\ | |] B,,, 
a(g)=1. (3.3.31) 


下 面 来 证 明 a e HH. 事实 上 , 只 要 证 明 对 于 c 和 GAN U ,中 的 g， 相 应 的 不 
等 式 (3.3.26) 成 立即 可 . 

由 (3.3.31), 当 g e GN U E,, 时 , V,(g;a) =1 = ga(g)y=12, 而 用 (ga) = 
0 = $a(g),v = 3,4. 所 以 (3.3.26) 成 立 ， 又 由 WV,(g,a) 的 定义 , 从 (3.3.28) 得 
VW,(g;a) = V,(g; oo0),g € U B。,. 因此 , 根据 (3.3.29), (3.3.30), 当 g e Bo, \({gL22}U 


{gv}) 时 (3.3.26) 成 立 . 又 由 于 pf (9) 适合 条 件 (过 ), 当 1 关公 时 pp， (gl ) = gi ， 
所 以 


lim a(pp (gk8,)) = Ga )， 
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因此 , 对 于 9 = ge (3.3.26) 也 成 立 . 最 后 由 于 ao e A， 以 及 (3.3.27),(3.3.28), 我 
们 得 到 
Q(gni) 一 lim al (gm ))， 


所 以 对 wm， (3.3.26) 也 成 立 . 因而 对 一 切 ge U Ff,, (3.2.26) 成 立 , 即 a e 万 . 
因而 a eT， 即 必 有 使 a eTx. 但 是 TL 是 相应 于 91,… ,gk 的 Borel 柱 , 由 
(3.3.27), 得 知 ao ETk， 即 得 A cT. 从 Q(A) = 1 推出 Q(T) = 1， 因 此 五 的 外 测度 
为 1. 
(4) 令 20= {4 门 HI4A ee £2}. 作 £0 上 的 集 函 数 Qu : 
Qo(ANH)= (4), AeS. 


由 于 Q*(H) = 1， 根据 81.1 的 第 1 段 , Qu 是 (五 , £80) 上 的 概率 测度 . 
由 于 G x CS 上 的 函数 WV(g;a) 关于 % x ££ 是 可 测 的 , 把 它 限 制 在 G x 五 上 的 
函数 时 , 关于 和 3 x £0 也 是 可 测 的 . 记 = j 丈 ， 根 据 (3.3.25), 当 gEF 时 ， 


gy 
Q({alVi(g;a) = V2(g; a); Va(g; a) = Va(g; oD =1. 
因此 当 9 se G\F 时 ， 
Qol{alVi(g;a) = V2(9; 0); Va(g;a) = Va(g;a), a E H)=1. 
由 Fubini 定理 (虽然 在 Halmos[1] 中 假设 测度 是 vc- 有 限 的 , 但 在 此 情况 下 , 可 以 证 
明 仍 能 适用 )， 
Lx Qol{(g; oIVi(g;a)#V2(g9,0) 或 Vs(g;a) # Va(g;a),a € H})=0, 
所 以 有 五 的 零 子 集 Ho， 使 得 当 a € HH\ Ho 时 ， 
nl({g9lVi(g;oa) #W(g9;a) 或 Va(g;a) # Va(g;%)}) =0. 
但 是 当 a e H 时 ,(3.3.26) 对 几乎 所 有 的 9 成 立 . 因此 当 a es RN\Bo 时 , 对 几乎 所 有 
的 9 成 立 看 


Vi(g;0) = Ra(g) = Wlg;o), | (3.3.32) 
Vs(g; 9) = $a(9) = Va(g; o). 
不 妨 取 零 集 Ho 充分 大 , 使 得 当 a e 厂 \Ho 时 , WV,(g;a) 是 9 的 可 测 函 数 , 因而 当 
a EH\Ho(Qo(Ho) = 0) 时 , a(g) 是 9 的 可 测 函 数 . 
(5) 设 Hi = HHo， 那 么 i 站 G' Cc G%. 由 于 Qo( 酝 ) = 1， 所 以 外 测度 


Q*(Hi) = 1. 由 (3.3.20) 知道 


Q* (Hi) = P*(HiNG), 
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所 以 P*(BanG')=1， 因而 P*(G3)=1. 当 Ae 时 , 令 
P?(ANG®)= P(A). (3.3.33) 
由 于 $= {4NG3|4 € £2},P*(GS) =1. 根据 81.1 第 1 段 , PS 成 为 (G% ,YY) 上 
的 概率 测度 . 而 且 容 易 知道 , 对 于 (G',$') 上 的 可 测 函 数 a(g),g e G， 成 立 着 
,eap® (m= 人 so)dP(a 
GB Fed 


因此 , 从 (3.3.15) 知道 , 当 ge G 时 (3.3.19) 成 立 . 

(6) 最 后 来 说 明 满足 (3.3.19) 的 测度 PS 的 唯一 性 . 若 又 有 (G2 ,YY2) 上 的 概率 
测度 PB 使 (3.3.19) 对 PB 成 立 , 作 (G ,多 ) 上 的 测度 PI 如 下 : 当 4eY 时 

PI(4) = PS(ANGS). (3.3.34) 

容易 看 出 , 由 (3.3.34),(3.3.19) 得 知 (3.3.15) 对 P' 也 成 立 . 但 是 根据 定理 3.3.4 中 PP 
的 唯一 性 应 有 P' = PP. 因此 从 (3.3.33) 和 (3.3.34) 得 到 PB = PS. 证 毕 . 

我 们 注意 , 定理 3.3.5 中 条 件 :{Rf(wp9(g)-19)} 依 测度 5 收敛 于 1 的 假设 不 能 
除去 , 这 点 由 下 面 一 例 看 出 . 

例 3.3.1 设 忆 是 实数 全 体 按照 加 法 所 成 的 群 , B 是 RR 中 Lebesgue 可 测 集 全 
体 , 4 是 等 价 于 Lebesgue 测度 的 任 一 概率 测度 . 这 时 由 例 3.2.4, RS 就 是 一 切 形 如 


Q(T) = ext ， ER 
的 函数 , 因此 (3.3.19) 的 左边 就 是 
| edP(t), zeER, (3.3.35) 
Rh 


此 地 PP 为 (R, 吕 ) 上 的 概率 测度 . 容易 看 出 , 当 在 R 上 赋 以 欧 几 里 得 拓扑 时 ,(3.3.35) 
是 R 上 的 连续 函数 . 现在 我 们 定义 R 上 的 函数 


J1, z=A0, 
/= 人 


这 显然 是 尺 上 的 正定 耳 数 , 而 且 关 于 % 是 可 测 的 , 但 是 它 不 是 连续 的 , 因此 不 可 能 
表示 成 (3.3.19) 的 形式 . 

引 理 3.3.6 ” 设 G 是 满足 第 一 可 列 公 理 的 拓扑 群 ，(G, 好 , 由 是 正则 测度 空间 ， 
并 且 是 局 部 有 限 的 ， 再 设 对 每 个 非 空 开 集 O,p(O) > 0. 那么 必 有 G 的 一 个 痢 分 
{Bolo e 3 以 及 相应 的 映照 {p49|o se 2mn = 1,2,3,.…}， 适 合 引 理 3.3.5 前 的 条 
件 (让 ), (六 ), (说 ), 而 且 对 几乎 所 有 的 ge 已 ， 


im yp)(g) = 9. (3.3.36) 
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证 ” 设 妇 是 G 中 适合 下 述 条 件 的 一 族 互 不 相交 的 集 E: Ee ,0 < h(E) < 
而 且 对 于 G 中 任何 开 集 O， 当 ENoO 不 空 时 Jj(ONnE) > 0， 而 这 些 五 的 和 集 属于 
站 . 令 为 上 述 集 族 4 的 全 体 . 在 和 中 规定 半 序 如 下 : 当红 Cc 名 时 , < 刀 . 利用 
Zorn 引 理 , $ 上 必 有 极 大 元 , 记 极 大 元 为 {Elo € 了 


今 证 明 任 何 紧 集 K 最 多 只 和 可 列 个 Bs 相交 . 事实 上 , 由 / 的 正则 性 , 存在 有 
限 测度 的 开 集 O 2 K. 由 于 


oo > 1(0) z 2u(Eo MO). 


因此 最 多 只 有 可 列 个 E, 使 (Es NO) 承 0， 即 使 Bj no 不 空 
记 R= jE。， 再 证 明 G\R 是 零 集 . 任 取 完全 有 界 集 K， 只 要 证 明 KN(G\R) 


是 零 集 就 可 以 了 . 由 于 天 只 和 可 列 个 已 相交 , Kn Re 站 因此 天 nmIGNR) e %. 
若 Kn(G\R) 的 测度 不 是 零 , 它 必 包含 一 正 测度 的 完全 有 界 集 E. 这 时 EN Es 是 空 
集 

设 丰 DID: 和 DID2… 是 G 中 单位 元 e 的 环境 基 ， 不妨 设 ML) < oo 


由 于 歼 是 完全 有 界 集 , 必 存 在 E 中 有 限 个 g”,… ,9 各， 使 U g4U, > 互 . 如 果 


有 n,v 使 Nn (gh U) 为 零 集 , 就 从 五 中 除去 这 些 零 集 (它们 最 多 只 有 可 列 个 ), 笨 
下 的 可 测 集 记 为 ho， 显 然 Bo nn Es 仍然 为 空 集 , 而 且 0 < A( BE) = p(B) < co. 今 证 
对 任何 开 集 O, 奉 0 与 Bo 相交 , 则 p(B0 0) > 0. 任 取 ge Eono, 由 于 g 是 0O 
的 内 点 , 必 有 n 使 9gU,, c 0O， 又 由 于 ge 加， 对 任何 m 有 vw 使 ge go 因此 
g-1g4M ce Ul. 取 m 充分 大 使 U-1U0,, Cc U， 那 么 


gm Un CgU-iUn, CO. 


然而 ge gh Us,g € Fo， 因此 EN (gy DU,) 不 是 零 集 ( 因 包 是 由 万 除去 了 一 切 
使 J(EN gmUh,) =0 的 集 gyY?Um). 由 于 加 OD Eon (gyYUm), EnO 不 是 零 
集 . 这 样 , {EB,,o € }U {Bo} Ee $$. 这 和 {Bolo € 区 } 的 极 大 性 冲突 . 因此 G\R 是 
零 集 . 不 妨 设 G = R( 因 为 可 把 G\R 放 在 某 EE, 中 ), 那么 {Bslo € 引 是 G 的 剂 分 . 

现在 来 作出 {p40}. 不 妨 设 UU-! C U_1,n = 2,3,.… . 先 证 明 在 EB, 中 必 存 
在 有 限 个 或 可 列 个 hh 中 ,vn = 1,2,… ,使 


HEa\ haUn) = (3.3.37) 
事实 上 , EA, 必 是 可 列 个 完全 有 界 集 与 零 集 的 和 和 集 , 而 对 于 完全 有 界 集 , 必 和 存在 


有 限 个 形 如 hiU,,… ,hmU 的 集 覆 盖 此 集 , 因此 确 有 使 (3.3.37) 成 立 的 {hn 总 }. 因 
为 用 27。 E 2, 作 


Z 一 工 
EQ) = hIUA\() phi.Un) € %. 
k=1 
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当 vy 关 v 时 , EM 与 EW 不 相交 ，, 而 且 由 (3.3.37), 若 记 
EE” = -Br\U ES 


则 
MB ) = 0 (3.3.38) 
今 用 归纳 法 作 {v5}. 先 作 pi 如 下 : 当 不 空 时 , 任 取 元 素 gl e 6. 
规定 当 g e BY 时 , p49 (g) = 9g 四. 则 p19 满足 条 件 站 四 . 设 pi 0 
已 作 好 , 并 且 它 们 满足 条 件 (i),(i) 以 及 (这 ) 中 当 1 < m < 1 一 1 的 情况 . 今 
用 下 面 方法 作 pf” : 对 于 任何 v, 如 果 E(? 包含 oO 了 中 点 ， 设 为 g'? 1, 那么 
在 En Ua ,中 点 上 定义 f(g) = 2 (g), 在 (9 的 别 的 一 些 点 9 上 规定 


0 ro i; 如果 EI 不 包含 fg 1} 中 的 点 , 而 且 E(% 不 是 空 集 , 就 在 (9 中 
任意 选 定 一 点 go, 又 规定 当 ge BC) 时 , gf”)(9g) = go. 如 是 继续 下 去 , 我 们 选 出 一 列 
函数 {yp( 中 }， 它 们 适合 条 件 人 ，( 刘 ，(i). 我 们 注意 , 这 个 函数 列 {eole)} 又 有 下 面 的 
性 质 : 若 > 尖 0， 

当 ge 时 ，wpl)(9g) e EL), 


因此 当 ge 时, pg) (9)gr1e BE Cc UnUzl c U1. 因此 在 Eo\ | ] B49 


侯 一 工 
上 ， 
lim yl)(g)= 9. 


但 由 (3.3.38), 【EG 是 中 的 堆 集 . 定理 证 毕 


二] 


4° 交换 拓扑 群 上 的 正定 连续 项 数 


定理 3.3.7 设 (G,.9) 是 满足 第 一 可 列 公 理 的 交换 拓扑 群 , 好 是 G 的 某 些 子 
集 所 成 的 c- 代数 , 且 %B 包含 G 的 一 切 闭 子 集 . 又 设 在 (G, BB) 上 存在 局 部 有 限 的 
正则 测度 w， 并 设 对 每 个 非 空 开 集 0, (0O) > 0. 那么 对 于 G 上 的 每 个 正定 连续 函数 
f,f(e) = 1， 必 有 (G,$ 了 3 了) 上 唯一 的 概率 测度 PS， 使 得 当 ge G 时 ， 


f(g9) = 人 a(g)dp® (a) (3.3.39) 


证 ”利用 引 理 3.3.6, 我 们 得 到 G 的 剖 分 {Elo e 3 和 满足 引 理 3.3.5 前 条 件 
@)， (说, ( 阁 ) 以 及 按 拓扑 .9 ,(3.3.36) 成 立 (对 几乎 所 有 g e EB,) 的 函数 列 foke'le < 
7,n 二 1,2,…}. 由 于 了 按 拓扑 F 在 ee 点 连续 , 因此 由 (3.3.36) 得 知 对 几乎 所 有 的 
9 E bo, 
lim R(f (pg (9) 19))=1. 
这 样 就 可 以 引用 引 理 3.3.5, 而 得 到 本 定理 . 定理 证 毕 . 
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现在 利用 定理 3.3.7 和 拟 不 变 测 度 的 性 质 来 建立 具有 拟 不 变 测度 群 上 正定 连续 
盟 数 的 表示 和 定理. 


定理 3.3.8” 设 G 是 交换 拓扑 群 , 6 是 G 的 子 群 , 6 本 身 又 有 拓扑 9， 它 比 G 
在 6 上 导出 的 拓扑 强 , 使 (6, .9 ) 成 为 第 二 纲 的 拓扑 群 . 又 设 四 是 G 的 某 些 子 集 所 
成 的 c- 代数 , 它 包 含 一 切 闭 集 , 而 且 在 (G,%) 上 存在 着 关于 6 强 拟 不 变 的 、 局 部 
有 限 的 正则 测度 yw， 并 设 对 每 个 非 空 开 集 0, (0O) > 0. 记 6* 为 (6, 9) 的 对 偶 群 ， 
$* 是 6* 中 弱 Borel 集 全 体 . 那么 对 于 6 上 的 每 个 正定 连续 六 数 f, f(e) = 1， 必 有 
(6B*, BS*) 上 唯一 的 概率 测度 P* 使 得 


f(g)= 人 cl)jdP (a)，0cEG (3.3.40) 
成 立 , 而 且 P* 关于 G 在 86 上 导出 的 拓扑 是 连续 的 . 


证 ”由 定理 3.3.7, 有 (GS,$3) 上 唯一 的 概率 测度 PBS， 使 得 f 适合 (3.3.39). 


根据 系 3.2.4, 对 每 个 a e GS， 当 我 们 把 a 限制 到 6 上 时 得 到 6 上 的 特征 标 ， 
记 为 oa e 6B*. 这 样 我 们 就 得 到 G% 到 6* 中 的 同 态 映照 


T:a— aoa. 


对 每 个 A e 8*， 令 TT-14 = {alT,€ A}， 那么 7T-14 e 383. 事实 上 , 他 中 使 
T-1h4 e $3 的 4 全 体 显 然 成 为 c- 代数 , 另 一 方面 , 容易 看 出 当 4 是 6* 中 Borel 
柱 时 T-14 e $3. 因此 , 由 于 人 是 G* 中 Borel 柱 全 体 所 张 成 的 o 一 代数, 知道 上 
述 4 的 全 体 就 是 8$*. 

利用 P” 作 8* 上 的 测度 P* 如 下 : 


P*(A) = P?(7T-1A). 
容易 看 出 (G6*,8*, P*) 是 概率 测度 空间 , 又 由 (3.3.39) 得 知 , 当 0 e 6 时 ， 
一 CQ (ag) = Qt Pr* Qo). 
1(9= | ,otap®(o) = | olgaP"(o) 


至 于 P* 的 唯一 性 , 效 证 明 于 下 . 
设 P** 是 (6*, 人 条) 上 的 另 一 概率 测度 , 使 得 


f(g) = 人 . a(g)daP™ (a). (3.3.41) 


设 6' 是 6 的 代数 对 偶 群 . 设 是 6' 中 Borel 柱 全 体 张 成 的 c- 代数 .因为 当 
Ae 人 时 ANG* eg8, 作 8 上 的 两 个 集 浮 数 


P'(A)= P(ANG*), P(A) = P*(ANG:*). 
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显然 它们 是 (6',8') 上 的 概率 测度 . 又 (3.3.40) 和 (3.3.41) 分 别 地 化 成 
1g) = | .algaP'(o), g el, 
1(9) = / .alaP"(o), ye, 
对 6 上 的 正定 函数 f(g) 应 用 定理 3.3.4. 利用 定理 3.3.4 中 所 述 的 概率 测度 的 唯一 
性 得 知 
P’= PP". 


因 P* = P*， 所 以 (3.3.40) 中 的 测度 是 唯一 的 . 至 于 测度 P* 的 连续 性 可 以 由 把 f 
看 成 拓扑 群 6* 上 的 正定 连续 函数 并 利用 83.2 的 第 4 段 得 到 . 证 毕 . 

我 们 留意 到 , 定理 3.3.8 只 给 出 了 f 在 6 上 的 表达 形式 . 但 是 当 6 在 G 中 币 
密 时 , 由 了 在 6 上 的 值 显然 可 以 决定 出 了 在 G 上 的 值 . 事实 上 , 对 每 个 ge G， 取 
{9n} C6 使 g= lim gn， 那 么 就 有 


f(9) = lim f(gn). 


例 3.3.2 设 G 是 局 部 紧 的 交换 拓扑 群 , G* 是 G 的 对 偶 群 , 那么 对 于 G 上 的 
每 个 正定 连续 函数 f， 必 有 (G*,*) 上 唯一 的 有 限 测 度 P*+， 使 得 


f(g9) = 人 al(g)dP'(@), geG. (3.3.42) 


事实 上 , 只 要 在 定理 3.3.8 中 取 6 = G,Q = (G,%B,1) 取 做 Haar 测度 空间 . 由 
于 G 的 局 部 紧 性 , 是 局 部 有 限 的 , 由 定理 3.3.8 立即 推出 本 例 . 
设 te Li(0),， 作 G* 上 的 函数 


: ti 四 = | ws(9dn(g), oeG (3.3.43) 
称 函 数 上 是 函数 上 的 Li-Fourier 变换 , 那么 有 下 面 的 结果 : 
当 € € Li(Q),é(a) =0 时 ,上 = 0. (3.3.44) 
事实 上 , 对 每 个 ne ZI(Q)， 作 函数 


f(h) = / oR)n(g)dn(g), (3.3.45) 


那么 ， f 是 Cr 上 的 连续 函数 ， 又 显然 当 0 ,On 和 Cr CI) ”LA10 是 复数 时 ， 


2 


>》 7(99b)zr| du(9g) > 0， 


太一 工 


>, f(gk 91) za -| 


k,l=1 
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所 以 了 是 正定 连续 函数 . 因此 有 (G*,8*) 上 相应 的 概率 测度 P* 使 (3.3.42) 成 立 . 将 


(3.3.42) 两 边 乘 以 / é(hg)t(h)du(h)， 并 在 2 上 积分 之 , 由 于 


/fo Etimann duly) 
= [a ( / a(hg)athgjdn(g) ) g(h)ap(h) 
= |é(o)|”, (3.3.46) 
所 以 
| f(g)é(hg)é(h)du(h)du(g) = 0. 
然而 以 (3.3.45) 代入 上 式 后 并 交换 积分 次 序 , 做 变数 变换 得 到 
| | n(gn)é (hdpu(hlan(g) = 0 
因此 对 几乎 所 有 的 ge G， 
/ n(gh)é(h)ap(h) =0. 
下 根据 系 1.1.5 就 得 到 (3.3.44). 
我 们 再 给 出 局 部 紧 群 上 连续 特征 标的 完整 性 


引 理 3.3.9 ” 设 G 是 局 部 紧 的 交换 拓扑 群 , 那么 对 每 个 go e G,go 关 e, 必 有 G 
上 的 连续 特征 标 ao， 使 ao(go) 去 1. 


证 ”容易 看 出 有 po e 72(G, 中, 由 (5 是 Haar 测度 ), 使 得 函数 
f(h) = | p(hg) pg) dn(g) 


具有 性 质 f(go) 关 f(e) = 1. 然而 f 是 G 上 的 正定 连续 函数 , 因此 有 (G*,8*) 上 的 
概率 测度 P* 使 (3.3.42) 成 立 . 如 果 对 一 切 a € G, a(go) = 1， 那 么 由 (3.3.42) 就 有 
f(go) 一 l, 这 是 矛盾 . 因此 有 Q0 € 人 Cr” ， 使 Qo( go) 天 1. 证 毕 . 
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本 世 中 始终 假设 9 = (G,%,n) 是 关于 可 测 变 换 群 8 拟 不 变 的 可 局 部 化 测度 空 
间 , 而 且 6 是 交换 的 . 在 8$3.1 的 第 6 段 中 定义 了 和 群 6 的 西 表示 U :h 一 U(h), 这 时 
群 = {U(h)|h e g} 是 交换 的 , 在 L?2(0) 中 包含 人 的 最 小 弱 闭 算 子 代数 六 (Q,6)( 简 
记 为 和 ) 也 是 交换 的 ( 见 引 理 2.4.1). 
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1° 上 级 循环 测度 


定义 3.4.1 设 9 = (G,B,n) 是 关于 交换 变换 群 6B 拟 不 变 的 非 平 几 的 ( 即 
俯 关 0) 可 局 部 化 测度 空间 . 如 果 72(Q) 中 的 算 子 代数 A(0,6) 具有 均匀 重复 度 外, 
那么 称 测度 空间 Q (或 称 测度 j) 关于 6 是 级 循环 的 @. 


特别 当 (9,6) 是 极 大 交换 算 子 代数 ( 即 大 = 1) 时 , 又 称 Q( 或 由 是 关于 种 循 
环 的 . 

例 3.4.1 当 8 只 含有 单位 元 时 ， 如 果 (09) 的 维 数 是 kx， 那么 算 子 代数 
A(Q,6) = {XT 和 是 复数 } 具有 均匀 重复 度 k， 即 9 是 级 循环 的 , 因此 对 每 个 
热 kg， 存在 着 级 循环 测度 . 

下 面 我 们 先 将 测度 分 解 为 互相 奇异 的 大 级 循环 测度 之 和 , 为 此 先 引进 如 下 的 概 

定义 3.4.2 ” 设 Q=(G,8,p) 是 天 于 交换 群 6 拟 不 变 的 可 局 部 化 测度 空间 , 令 
E 是 9 上 关于 6 的 某 些 拟 特征 标 所 成 的 群 . 如 果 E& 是 9 的 决定 集 , 那么 称 Q 关于 
E 是 正规 的 . 特别 当 Gr 是 Q 上 的 决定 集 时 , 称 0 关于 6 为 正规 的 . 

例 3.4.2 设 G 是 交换 的 局 部 紧 群 , 那么 Haar 测度 空间 9 = (G, 好 ,由 关于 平 
移 G 是 正规 的 . 

证 ”我 们 要 证 明 G* 成 为 上 的 决定 集 . 令 %1 是 使 G* 成 为 可 测 函 数 族 的 最 
小 o 一 代数 , 任 取 9 中 的 c- 有 限 集 EE， 由 9 的 正则 性 容易 知道 必 有 G 中 的 一 列 
紧 集 

QICGQaoC:… CC:…， 

使 得 E\ | ] 8 是 wp- 零 集 . 令 RR 是 G 上 连续 特征 标 作出 的 一 切线 性 组 合 中 成 为 实 
函数 的 那些 线性 组 合 全 体 . 任 取 互 中 紧 集 不 妨 取 Q; 使 Fc Qi. 根据 测度 /的 
正则 性 , 上 必 有 一 列 包 含 玉 的 开 集 {O%} 使 uw(On\f) 一 0. 由 于 下 与 Qi\On 是 正常 
空间 Qi 的 两 个 不 相交 的 闭 子 集 . 根据 Urysohn 引 理 , 有 连续 函数 f(g),gq € Q1,0 < 
fn(q) < 1， 它 在 Ff 上 取 值 为 1 而 在 Qi\O,;, 上 取 值 为 0, 因此 {所 } 在 Qi 上 几乎 处 
处 地 收 钙 于 集 下 的 特征 函数 Cr. 又 由 引 理 3.3.9 及 定理 2.1.2 可 证 明 尺 在 Qi 上 连 
续 函 数 全 体 中 稠密 , 因此 有 we R,， 使 

max |pn(g) — fa(9)| < 二 

gEQ!1 Nn 


因此 {pw} 在 Qi 上 概 收 敛 于 Ca， 从 而 F 和 Qi1n rf 只 相差 一 1 一 零 集 , 而 
m= [IT {glor(9) 之 工 一 可 E B1. 
九 一 1 个 9 


巴 这 时 显然 上 入 LI2(9) 的 维 数 . 
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可 知 已 与 妃 门 Qn rr 相差 一 1- 零 集 . 再 由 测度 /的 正则 性 知道 , 对 于 互 中 任 


何 测度 有 限 的 子 集 严 也 有 Fr e %; 使 EN 7 与 FF 相差 一 零 集 , 这 就 证 明了 Gx 
是 决定 集 . 证 毕 


定理 3.4.1 设 0 = (G, 和 83,1) 是 关于 变换 群 6 拟 不 变 的 非 平 凡 的 可 局 部 化 测 
度 空间 , € 为 某 些 拟 特 征 标 所 成 的 群 . 如 果 9 关于 E 是 正规 的 , 那么 对 于 每 个 充分 
小 的 势 k， 必 有 了 唯一 的 测度 空间 (G; %, px) 适合 下 面 的 条 件 : (i) ux 是 彼此 相互 奇异 
的 ; (六 ) 当 jw 关 0 时 , (G, 8,yx) 也 是 关于 6 拟 不 变 而 且 关 于 E 正规 的 可 局 部 化 测 
度 空间 ; (iii) y = >》 HK 

k 


人 简 言 之 , 正规 拟 不 变 可 局 部 化 测度 必 可 唯一 地 分 解 为 一 族 相互 奇异 的 正规 拟 不 
变 可 局 部 化 级 循环 测度 的 和 , 因此 以 后 要 研究 关于 一 般 拟 不 变 测 度 的 问题 可 化 为 
k 级 循环 测度 来 研究 . 

在 证 明定 理 3.4.1 之 前 , 我 们 先 作 出 E 在 [2(Q) 上 的 本 表示 站: 当 z ee 时 , 作 
72(9) 中 的 西 算 子 V(z). 


(V(x)p)(9) = z(g9)p(g9), gE G,p EL (ON). 


记分 为 算 子 V(z),z e E& 的 全 体 , 称 做 相应 于 E 的 乘法 群 , 又 令 C 为 [2(Q) 上 包含 
区 的 最 小 弱 闭 算 子 代数 , 那么 由 于 好 为 决定 集 , C 是 极 大 交换 的 . 此 外 , 我 们 注意 
和 多 之 间 有 下 述 重 要 的 “交换 关系 ”: 当 xz € Ehe 8 时 ， 


TRU(hVz) = (ZU(J 包 ， (3.4.1) 


这 由 U,V 的 定义 和 zx 的 性 质 立即 推出 . 


证 因为 久 是 (90) 中 的 交换 弱 闭 算 子 代数 , 根据 定理 2.4.3, 有 势 的 集 A, 使 
得 对 于 每 个 势 ne A， 必 有 了 唯一 的 P, e A, PP, 关 0， 使 得 在 PL?(9) 中 的 限制 具 
有 均匀 重复 度 n， 而 且 {PP} 彼此 直 交 ， 了 已, = 工 


今 证 已 , 与 V(z),z € E& 交换 . 对 每 个 x € &, 作 上 的 映照 
T(x): A— V(r)AV(z) , Ae%. 
今 证 .T(z) 将 岂 映照 成 % 事实 上 , 当 4 = U(h) e & 时 ,由 交换 关系 (3.4.1)， 
T(z)U(h) = F(RU(h)T(T) € A 所 以 T(z)-1& 是 包含 4 的 交换 弱 闭 算 子 代数 , 但 & 


是 由 张 成 的 , 所 以 T(z)-] 凤 2 风 类 似 地 T(z- -DU 但 TUz-D-1=T(z)， 
由 是 T(z) 中 = 多， 而 且 T(z) 为 4 的 自 同 构 映照 . 记 8;, = T(z)P， 它 是 投影 算 子 ， 


中 这 里 jz(h) 是 zz 在 6 上 导出 的 特征 标 , 见 83.2. 
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Qn <E 允 .此 外 , V(x) 实现 QZ2(0) 到 PL2(09) 上 的 西 映照 , 而 且 由 T(2)A = 看 出 
V(x) 使 % 在 Qnr2(Q) 上 的 限制 与 凤 在 PL2(09) 上 的 限制 西 等 价 , 因此 , 前 者 也 具 
有 均匀 重复 度 n. 又 由 { 己 ,} 的 相互 直 交 性 推出 {8;} 的 相互 直 交 性 . 由 于 n 一 P， 
的 唯一 性 得 知 P, = 8;;， 即 PV(z) =Ylz)P 因此 P, e (3) = 0', 但 C0 是 极 大 
交换 的 , 所 以 P, e C， 又 因为 C 是 L2(09) 上 的 乘法 代数 , 所 以 有 G 上 关于 % 可 测 
的 有 界 函 数 PP,(g)， 使 
(Pp)(g) = 已 (9g)p(9)，pe 12(0). 

因为 P= P2， 所 以 已 (9) = P(g)?, 即 已 (9) 是 某 个 点 集 轧 , e %B 的 特征 函 
数 . 由 于 n 关 n/ 时 P,P =0， 即 P(g)Pw(g9) = 0， 所 以 已 , 与 By 的 公共 部 分 为 
零 集 . 又 由 于 iP, = 了 根据 引 理 1.2.5, V , 与 整个 G 只 相差 一 零 集 . 

再 证 每 个 ,是 关于 6 拟 不 变 的 集 ， 事实 上 , 当 he 6 时 , U(h) € 多 ， 所 以 
U(h)P, = P.U(h). 因此 对 每 个 pe 52(9)， 由 于 A > 0， 我 们 得 到 


Pn(hg)p(g) = Pn(g ol), 


所 以 几乎 处 处 地 成 立 着 P(hg) = P(g)， 即 hB 与 只 相差 一 零 集 , 所 以 媚 是 拟 
不 变 集 .  . 
由 丈 。 导出 (G, 委 ) 上 的 测度 jy, : 当 互 e 8 时 , 规定 


Hn(E) = HEN En). 
当 n 关 mW 时 ,由 于 En En 的 /测度 为 0, 显然 jw 与 ur 是 相互 奇异 的 , 又 因为 


En 是 拟 不 变 集 , 容易 知道 , 当 各 关 0 时 , jv 也 是 拟 不 变 测度 . 又 由 于 G 是 {,} 的 
上 和 帘 集 , 显然 是 {BN E} 的 上 界 集 , 再 由 引 理 1.2.4, 我 们 得 到 


4(E) 一 2 人 (加 


至 于 0 = (G, 好 ,Mn) 关于 E 的 正规 性 是 显然 的 ， 所 以 本 定理 中 分 解 的 存在 竹 证 尝 
至 于 分 解 的 唯一 性 由 {PP,} 的 唯一 性 可 立即 得 到 . 证 毕 

现在 利用 定理 3.4.1 导出 遍历 测度 的 一 个 性 质 . 

定理 3.4.2 ” 设 0 = (G, 邓 ,由 ) 是 关于 变换 群 6 拟 不 变 的 正规 的 遍历 的 可 局 部 
化 测度 空间 , 那么 必 有 势 k， 使 9 关于 6 为 有 级 循环 的 . 

证 ”根据 定理 3.4.1 我 们 把 j 分 解 成 相互 奇异 的 一 族 拟 不 变 测度 {jv} 的 和 . 
如 果 有 两 个 不 同 的 k,k'， 使 jx, ps' 都 异 于 0, 那么 把 {jv} 中 异 于 0 的 那些 测度 
分 成 两 组 , 各 自 相 加 , 我 们 就 得 到 两 个 相互 奇异 的 拟 不 变 测度 jv/' 关 0,” 关 0， 使 得 
KW 二 WW 十 MW 成 并 . 于 是 改 有 可 测 集 B',B”, 使 G = B'UB”， 而且 


1'(B") _ uw (B') 一 0. 
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容易 看 出 , 这 时 B' 与 B” 都 是 4 的 拟 不 变 集 , 而 且 j(B') 关 0,p(B”) 关 0. 这 和 的 
裔 历 性 予 盾 , 因此 有 一 个 天 使 4 = jx. 证 毕 . 

问题 ”当头 1 时 是 否 存 在 关于 某 个 6 所 不 变 的 、 正 规 的 、 遍 历 的 、k 级 循环 
的 可 局 部 化 空间 ? 

这 可 能 是 一 个 不 易 解 决 的 问题 , 下 面 我 们 给 出 一 个 非 平 凡 的 正规 、 遍 历 、 循 环 测 
度 的 例 . 

例 3.4.3 设 G 是 交换 紧 群 , Q = (G,%B,1) 是 Haar 测度 空间 , 那么 0 关于 平 
移 G 是 循环 的 . 

证 ”由 例 3.4.2, 9 是 正规 的 , 根据 定理 3.4.1, 必 有 势 使 9 是 大 级 循环 的 . 若 
k > 2， 几 有 7Z2(9) 的 两 个 相互 直 交 的 闭 子 空 间 责 和 五， 它们 是 A(Q,6) 的 不 变 
子 空间 , 而 且 存 在 到 fH。 上 的 西 算 子 7T, 使 TU(h) = U(h)T. 任 取 ae Hi,a#0， 
记 b= 二 Tae 万 ，， 那 么 b 关 0. 叉 有 

(IO )a,a)= (U(h 7)b,b), (UV(h )a,b)=0. 


任 取 % e 2(0)nLi(9), 令 pp = (WW**U(q)w)(h). 将 上 式 两 边 乘 以 yp(h), 并 在 9 
上 积分 之 , 容易 算出 


(U(g)p*a,w*a)= (U(g)y *b, vy*b),(U(q) * a, yw *b)= 0. (3.4.2) 


这 时 al = wxa 及 j= vxb 都 属于 工 (Q)NL2(Q), 再 在 (3.4.2) 两 边 乘 以 a(q)(a € G*) 
并 在 9 上 积分 , 根据 (3.3.46) 得 到 


(al2 = |bi(o)|, bi(a)bi(a) = 0,a€ G*. 
因此 ii 三 0,0 三 0. 由 (3.3.44) 得 知 a1 = 0,b1 = 0， 再 根据 系 1.1.15 知道 a。 和 6。 都 
是 几乎 处 处 为 0, 这 是 矛盾 , 因此 9 是 循环 的 . 证 毕 . 
2” 对 偶 测 度 Fourier 变换 的 概念 
我 们 要 把 局 部 紧 群 上 的 L1-Fourier 变换 的 概念 加 以 推广 . 


定义 3.4.3 设 0 = (G,%B,n) 是 关于 变换 群 6 拟 不 变 、k 级 循环 的 可 局 部 化 
测度 空间 , 设 2 = (C, 荐 ,六 ) 是 关于 变换 群 g6 拟 不 变 的 测度 空间 , 适合 如 下 两 条 件 : 
Gi) 存在 6+ 到 6 上 的 同 构 映照 

6 一 &, (3.4.3) 


又 有 6 到 Gh 中 的 同 态 映 照 
hh(d),GEG, (3.4.4) 
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使 € = {h()lh e 6} 是 9 上 决定 集 . 又 当 有 he 6 时, h(-) 在 @ 导 出 的 特征 标 及 (.) 是 


h(t) = &(h),d e &. (3.4.5) 


(i) 存在 L?2(0) 到 22(0) ( 见 81.1 第 2 恨 上 的 西 算 子 F， 它 具有 如 下 的 性 质 : £2 (6)) 
中 的 西 算 子 U(h) = FU(h)F-1,h e 6 的 形式 是 
(U(h)p)(0) = h(9)9(0),9 € G, op € £2(0), (3.4.6) 
那么 称 (52, 6) 是 (9,6) 的 对 偶 (或 称 是 9 的 对 偶 测 度 空间 ), 又 称 FF 是 相应 的 
(Z2(0) 到 82(0) 上 ) 的 Fourier 变换 , 简称 为 L。-Fourier 变换 . 
首先 , 我 们 给 出 下 面 的 存在 定理 . 


定理 3.4.3 设 0 = (G,%B,1) 是 关于 6 拟 不 变 的 、k 级 循环 的 可 局 部 化 测度 
空间 , 那么 必然 存在 (0,6) 的 对 偶 (4;, 6) 以 及 相应 的 、L2(Q) 到 82(0) 的 Fourier 
证 取 G 为 (0 ,6) 上 的 对 称 可 乘 线性 泛 函 全 体 ， %B 为 G 上 Borel 集 全 体 , 对 
每 个 he 6, 令 h(9) =U(h)(9). 显然 6 的 代数 对 偶 包 含 在 G 中 , 又 取 &= .由 于 多 
具有 均匀 重复 度 k， 从 系 2.4.7 知道 , 有 互 使 (3.4.6) 成 立 . 记 VY(z) = FV(z)F-!1, 这 
是 恕 (Q) 上 的 西 算 子 , 由 (3.4.1), D(h) 和 六 (z) 有 如 下 的 交换 关系 : 当 z EGr,he6 

时 ， 
zh)UR Vz) = V(r Uh). (3.4.7) 


利用 (3.4.7) 和 (3.4.5) 我 们 知道 , 当 € € 8&2 (人 ) 时 ， 
V (2)h(9)é(90) = (hIOV (2)E(D) = h(LO)V (7)ED). 
令 人 为 函数 族 E = {h(9)|h e 6} 的 线性 包 , 那么 显然 当 pe 多 时 ， 
V (2)p(0)€(9) = p(zOV (2)é(9). (3.4.8) 
记 V(z)t(9) 为 &(9)， 由 于 V(x) 是 西 算 子 , 从 (3.4.8) 得 到 
/ er anc) = { lo(a) he’ Co) dp) 
= | le le'(e odpa(), (3.4.9) 
我 们 可 以 把 
lB)= /lelaply 和 walE)= 大-IPape 


看 成 (c, 必 ) 上 的 两 个 有 限 测度 , 因为 E 是 决定 集 , 和 在 DZ2(m) 和 Lz(j2) 中 都 是 
稠密 的 @, 由 (3.4.9) 立即 可 知 , 对 一 切 有 界 可 测 函 数 p， 成 立 着 | 2(9) adp (9) = 
G 
人 le(O)Paz(8) 特别 , 在 上 式 中 取 ”为 集 互 的 特征 函数 Cp, Be 竟 ， 那 么 ja() = 
生 ( 百 ， 即 对 一 切 Be 为 有 
EBPapa9) = 人 8-29)12aps() (3.4.10) 
E E 
若 (2-1E) = 0， 则 (3.4.10) 的 右边 为 0, 因此 (3.4.10) 的 左边 对 一 切 te 不 (Q),， 取 
值 0. 由 是 易 知 (EE) = 0. 这 样 , 当 Fe 和 6,2 e 6 时 ,记忆 = zf 如果 了 (Ff) = 0， 则 
AP) = fj(E) = 0， 因 此 f 关 于 6 是 拟 不 变 的 . 证 毕 . 
系 3.4.4 ” 设 0 = (G,%B,4) 是 关于 变换 群 6 拟 不 变换 的 、k 级 循环 的 可 局 部 
化 测度 空间 . 在 6 上 取 /一 拓扑 7. 设 GG 是 (6, 了 ) 的 一 谱 群 , 而 且 6“ Cc CG. 取 邹 
是 G 上 的 弱 Borel 集 全 体 , 6 = 67, 那么 (C, 攻 ) 上 必 有 关于 5 拟 不 变 的 测度 ,使 
(C, 区 ,六 6) 为 (0 ,6) 的 对 偶 , 又 有 2(Q) 到 £2 (G, B, ph) 上 的 Fourier 变换 . 
这 由 定理 3.4.3 的 证 明和 系 3.3.2 可 以 得 到 . 下 面 再 给 出 , 相应 于 某 个 确定 的 对 
偶 的 一 切 L2-Fourier 变换 的 一 般 形 式 . 
我 们 考察 72(0) 中 相应 于 6 的 变换 群 i = {U0U (2)|2 e 6}, 这 也 可 以 看 成 &2(0) 
中 的 变换 群 . 设 £ € 22(0),$ e 6， 规 定 
人 NENTD £2-16 dbz(9) 
(U(£)é€)(9) 一 和 (人 9) no) (3.4.11) 
那么 U(#) 是 &2() 中 的 西 算 子 . 我 们 又 注意 在 82(0) 上 相应 于 上 的 乘法 群 的 是 
{U(h)|h < 6B}( 见 (3.4.6)). 类 似 于 (3.4.1), 我 们 又 有 交换 关系 
G(R)U(O Uh) = UU), he ,desS. (3.4.12) 
记 W(a) =V(a)jU(6&), 这 里 & 是 ae Gr 导出 的 特征 标 & 在 映照 (3.4.3) 下 之 像 ， 
: Vla) = W(aU(G), ae Gr. (3.4.13) 
由 (3.4.7) 和 (3.4.12) 可 知 , W(a) 和 U(h) 可 交换 , 即 
W(oU(h) = UVU(hW(a), a € Gr*. (3.4.14) 
由 于 位 (h),h e 6} 张 成 人 2(f) 中 的 乘法 算 子 代数 M, 由 (3.4.14), W(a) se {UV(h),h e 
6}' = M1'. 再 根据 引 理 2.4.20, 必 有 4 上 、 取 值 为 Hi 中 西 算 子 的 可 测 函 数 z(9; a),9 € 


在 引 理 1.1.6 的 证 明 中 暗含 着 实 函 数 的 限制 . 但 如 其 证 明 中 的 D2 经 复 共 孝 不 变 , 则 引 理 1.1.6 
也 包含 复 函 数 情况 . 这 里 的 满足 这 个 需要 . 
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0Q， 使 得 当 ¢ € &2 (0) 时 ， 


(W(a)é€)(9) = z(9; oa)é(9). (3.4.15) 
当 Q1,Q2 EG 时 ， 
V(aig2) =V(a)V (a2), 又 六 (ID = 了 (3.4.16) 
从 (3.4.13) 和 (3.4.16) 算出 : 当 al as e Gr 时 , 对 几乎 所 有 的 bg e G 成 立 着 
2(0; Q102) 一 2(9; aa1)2(G10; 02), 义 z(9, 1) = 了 (3.4.17) 


因此 我 们 得 到 


定理 3.4.5 设 Q = (G,%B,n) 是 关于 变换 群 6 拟 不 变 的 、k(< No) 级 循环 的 
可 局 部 化 的 测度 空间 , 设 (2,6) 是 (Q,6) 的 对 偶 ( 是 v- 有 限 的 ), 是 相应 的 
Fourier 变换 . 当 a e Gr 时 , 记 V(a) = FV(a)F-1. 那么 对 每 个 a e G+， 必 有 取 值 
为 Hk 中 本 算 子 的 、 人 2 上 的 算 子 值 可 测 函 数 z(9; a),9 e G， 它 们 适合 条 件 (3.4.17)， 
使 得 

了 oO = 2(0; (69)/ Le, e £2(0) (3.4.18) 

我 们 注意 , 当 k= 1， 即 9 是 关于 6 循环 的 测度 空间 时 , 定理 3.4.5 的 结论 还 可 
以 化 简 , 这 时 £2(0) 可 以 看 成 52(0), z(69;a) 是 模 为 1 的 复 值 函数 . 

当 9 是 关于 6 遍历 的 测度 空间 时 , Q 上 相应 于 6 上 特征 标 1 的 拟 特 征 标 全 体 
N 是 {clc 为 复数 , |c| = 1}， 因 此 , 当 ii = oa 时 , 若 记 c= Q1/Q2， 则 


z(9; Q1) = cz(9; 02). 
利用 类 似 的 方法 得 到 相应 于 同一 对 偶 的 一 般 Fourier 变换 间 的 关系 . 
定理 3.4.6 ” 设 Q=(G,B,4) 是 关于 变换 群 6 拟 不 变 的 、k(< No) 级 循环 的 可 
局 部 化 的 测度 空间 , 设 (0,6) 是 (Q,6) 的 对 偶 ( 且 9 = (G, 攻 , 站) 是 可 局 部 化 的 ), 焉 
是 相应 的 一 个 Fourier 变换 , 那么 FF 是 相应 的 另 一 Fourier 变换 @ 的 充 要 条 件 是 存 
在 取 值 为 Hi 中 西 算 子 的 、 0 上 的 算 子 值 可 测 函 数 wu(9),9 e G， 使 得 


F' = wu()F, (3.4.19) 
证 设 扩 是 九 (9) 到 8&2(0) 的 另 一 Fourier 变换 , 作 
内 一 FFF-, (3.4.20) 
那么 % 是 恕 (人 )) 中 的 西 算 子 . 于 是 由 
FU(hF-1 = FURF-l = UV(h), he (3.4.21) 


中 这 里 假设 映照 (3.4.4) 对 所 与 Fr' 来 说 都 是 一 样 的 . 
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uU(h) = U(h)u, he®. (3.4.22) 
仿照 (3.4.15) 的 推导 , 根据 引 理 2.4.20, 有 西 算 子 值 可 测 函 数 u(9),9 e C， 使 得 对 一 
切 <e 22(0)， 成立 着 
ué(9) = u($)é(9), $€ G. 

骨 由 (3.4.20) 得 到 (3.4.19). 

反之 , 设 u(-) 是 上 取 值 为 大 中 西 算 子 的 可 测 函 数 , 利用 (3.4.19) 作出 柬 ， 
那么 Fr' 是 L2(0) 到 如 (9) 的 西 算 子 . 由 于 算 子 v : 6) 一 u(-)&(),& € 如 (9) 适合 
(3.4.22), 因此 (3.4.21) 也 成 立 , 这 就 证 明了 尺 是 另 一 Fourier 变换 . 证 毕 . 

利用 定理 3.4.5 和 3.4.6 知道 , 相应 于 同一 对 偶 (4 , 6) 及 同一 映照 (3.4.4) 的 一 
般 Fourier 变换 FF' 具有 形式 : 


(P'V(O) P18)(0) = ul0)a(9 0)u(9) | Ld, 


£ € £2(0), (3.4.23) 


这 里 的 函数 v(.) 和 z(: ;a) 的 意义 见 (3.4.18) 与 (3.4.19). 
现在 我 们 来 建立 对 偶 测度 空间 的 某 种 意义 下 的 唯一 性 定理 . 


定理 3.4.7 设 0 = (G, 邓 ,由 是 关于 6 拟 不 变 的 、k 级 循环 的 可 局 部 化 测度 
空间 , 4 = (C, 省 ,站 和 0 = (G ,由 六) 分 别 关 于 和 6' 是 拟 不 变 的 可 局 部 化 测度 
空间 , 而 且 (人 2,6) 与 (0,61) 都 是 (0,6) 的 对 偶 . 那么 这 两 个 测度 空间 2 和 9 是 
等 价 的 . 


证 ”相应 于 (62, 8 人 ), 定义 3.4.3 中 的 &,h(-), UV(h) 等 分 别 记 为 &,hR(), FY',U'(h) 
等 , 作 人 (0) 到 避 (0) 的 西 算 子 


Q= FF 


那么 QU(h)Q-! = UV'(h). 由 于 函数 族 {h(9)|h € 6} 与 {pj(g)|h € G6} 分 别 成 为 
0,6Y 上 的 决定 集 , 算 子 族 {UD(h)Ih Ee 6} 及 {Uh)|h e 6} 分 别 张 成 82 (9) 与 82 (人 ) 
上 的 乘法 算 子 代数 与 又 ， 容 易 看 出 {84Q-!|4 e 时 是 人 (人) 上 的 交换 弱 闭 
算 子 代数 而 且 包 含 {Uh)lh e 6}， 因 此 {Q4@-I4 e 外} 2 .类似 地 可 证 明 
{Q4Q-1A4A e A} CcC 中 ， 因 此 Q 实现 了 2(0) 上 乘法 算 子 代数 和 与 到 (0) 上 乘法 
算 子 代数 灵 的 西 等 价 , 根据 定理 2.4.21, 9 与 9 是 等 价 的 . 证 毕 . 


类 似 地 也 有 下 面 的 定理 . 


定理 3.4.8 ” 设 (G, 好, 由,(G 台风) 是 两 个 关于 6 拟 不 变 的 级 循环 可 局 部 
化 测度 空间 , 而 且 它们 相互 等 价 , 那么 它们 有 共同 的 对 偶 测 度 空 间 . 
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注 1 我 们 再 考察 定义 3.4.3 中 映照 (3.4.4) 的 “唯一 性 ”. 设 0 关于 6 是 遍历 
的 , 若 除去 映照 (3.4.4) 外 又 有 6 到 G2 中 的 另 一 同 态 映照 


六 一 有 (人 jeG (3.4.24) 
而 且 它 也 适合 条 件 (3.4.5). 换 句 话说 , 拟 特 征 标 h(.) 与 1(-) 导出 6 上 同一 特征 标 
4 — Aa(h), & € 6. 
由 9 的 遍历 性 , 根据 83.2 第 二 段 ITL 存在 常数 c(h)( 不 依赖 于 9), |c(h)| = 1， 使 得 
h(9) = c(h)h(G), Ea. (3.4.25) 
由 于 (3.4.4) 和 (3.4.24) 都 是 同 态 映 照 , c(h),h e 6 是 6 上 的 特征 标 . 
如 果 相应 于 hh 一 hv(.)， 有 Fourier 变换 FP', 使 得 算 子 (hh) = FU(D)F'-1lheg 
的 形式 是 
(UV'(h)é)(9) = 1 (0)E(), $ € G,€ € 22(0), (3.4.26) 
那么 由 (3.4.24),(3.4.25),(3.4.6), 容易 算出 , 当 上 me 82 (9) 时 ， 


(U(MPF’ EF in) 
(Uh) PE, PEIn) : 
选 适当 的 &,n 使 上 式 分 母 不 为 零 , 那么 , 特征 标 c(h),h e 6 按 6 上 的 jp 一 拓扑 是 连 
续 的 . 假如 6 上 每 个 按 A- 拓扑 连续 的 特征 标 都 可 以 延 拓 成 0 上 关于 6 的 拟 特 征 
标 , 那么 就 有 ao e G+*， 使 


c(h) = 


c(h) 一 Go(h), hes. 
因此 由 (3.4.5) 得 到 
h'(9) = Go(h)h($) = h(do09). (3.4.27) 

反之 , 任 取 ao es G+*， 利 用 (3.4.27) 作出 (.)， 那 么 映照 (3.4.24) 适合 定义 3.4.3 
的 条 件 , 而 且 相 应 的 Fourier 变换 F' = QF， 这 里 
d0a (9) 

dp(9) 

如 果 G 是 G 上 的 特征 标 全 体 , 和 攻 是 弱 Borel 集 所 成 的 c- 代数 , 而 h(6) = 6(h)， 
那么 , 无 需 假 设 4 关于 平移 子 群 6 是 遍历 的 , 就 知道 (3.4.25) 成 立 , 而 且 ce G. 

注 2 对偶 测 度 空 间 不 一 定 是 唯一 的 ， 设 (8,6) 是 (0,6) 的 对 偶 ， 相 应 的 
Fourier 变换 记 为 下 设 fv 是 (G, 钊 ) 上 的 另 一 测度 而 且 使 Q 与 人 YY = (G, 8,1 ) 
等 价 , 那么 无 需 改 变 映 照 (3.4.24),(3.4.25),(3.4.26), 就 知道 (Q',6) 也 是 (Q, 6) 的 对 
偶而 且 相 应 的 Fourier 变换 Fr 的 形式 是 


(95)09) = €(&09) , € € Lx(0). (3.4.28) 


1 dab’(.) 
P=/ ar (3.4.29) 
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我 们 再 留意 若 在 6 上 取 1 拓扑 而 在 € = {h(9)Ih e 6} 上 取 -拓扑 , 那么 映 


事实 上 , 当 ee 12(Q) 时 ， 
上 CC =— Dé = (Ra() — Drél, 

而 上 式 左 , 右 两 边 分 别 是 定义 6 上 Hp- 拓扑 与 E 上 六 拓扑 的 凸 函 数 , 因此 (3.4.4) 
是 拓扑 映照 . 

例 3.4.4 设 G 是 交换 的 局 部 紧 拓 扑 群 , Q = (G,B,n) 是 Haar 测度 空间 . 又 
设 G* 是 G 的 对 偶 群 ( 它 按 强 拓 扑 成 为 局 部 紧 群 ) Q* = (G*,B*,y*) 是 Haar 测度 
空间 . 那么 Q* 是 Q 的 对 偶 测 度 空 间 , 而 且 适 当地 将 u* 就范 后 , 有 Z2(Q) 到 L2(Q*) 
的 L2-Fourier 变换 而 ， 使 得 当 fe€ L109) nN (90) 时 ， 

Po(1)= 记 (3.4.30) 

这 里 广 的 意义 见 (3.3.42). 


证 ”根据 例 3.3.2, G* 是 G 的 谱 群 . 由 例 3.4.3, 9 关于 平移 G 是 循环 的 , 再 根 
据 系 3.2.4 后 的 注 , G+ = G*, 儿 是 G* 中 的 Borel 集 全 体 , 利用 系 3.4.4, 在 (G* , 切 ) 
上 存在 可 局 部 化 测度 有， 它 是 关于 平移 G* 拟 不 变 的 , 而 且 0 = (G*, 儿 ,六 成 为 
的 对 偶 测 度 空 间 . 这 时 同 态 映 照 (3.4.4) 成 为 


h—a(h), ae Ge. (3.4.31) 


设 焉 是 相应 于 4 以 及 同 态 映照 (3.4.31) 的 任 一 L2-Fourier 变换 , 设 上 me 72(9)， 
则 当 he 6* 时 ， 
(U (IE,n) = 人 a PFé(a) Faydh(a) 


任 取 ae Li1(0)n 2(Q)， 将 上 式 两 边 乘 以 a(h)， 并 对 h 积分 之 , 注意 到 (3.3.42) 我 
们 得 到 


(a#&) = /ato) Felo) Projdplo) (3.4.32) 
因此 当 a es Fi(Q) nN 22(0) 时 ， 
F(a*é€)(a) = a(a)Fé(a). / (3.4.33) 
任 取 a,be Li(0)n i290),， 根据 引 理 1.1.14, 有 总 < 52(0) 使 
im lla*én — al2= lim Ilo* én — bl2=0. 
因此 由 (3.4.32) 知道 


GC)F (én) — Fa)llz — 0, 2()F(én) — Fb)N2 — 0. (3.4.34) 
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由 (3.4.34) 可 知 当 wbe L1(Q) nN I2(Q) 时 ， 
Fa(a)b(a) = Fb(a)é(a). (3.4.35) 


我 们 注意 , 根据 定理 3.2.6, 当 £ € L1(Q) 时 , El(a) 是 G* 上 的 连续 函数 , 如 果 & 
不 几乎 处 处 为 0, 由 (3.3.44), &(a) 不 恒 为 0, 因此 |é(a)| 在 G 的 某 个 开 集 O 上 大 于 
一 确定 正 数 =. 我 们 再 留意 当 ee L1(Q) 而 z,a e G* 时 ， 


/ z(gj6(gj5(gJdu(g) = (an!) 


因此 对 每 个 x e G*， 必 有 ee Li(Q) ni2(Q), 使 [l(a)| 在 yx 的 某 个 环境 中 的 下 界 
大 于 0. 由 是 易 知 若 令 3' 是 分 中 满足 条 件 : 


有 一 列 {fau} clIQ)nzZ2QO) 使 Ec Uteac ) 0} (3.4.36) 


的 集 EE 全 体 所 成 的 集 族 , 那么 必 中 的 紧 集 KK e %8'， 然 而 显然 8' 是 o 一 环 , 因此 
G* 中 由 紧 集 全 体 张 成 的 o 一 环 8B* C 好 /. 

对 于 已 e 8', 令 {an} 是 使 (3.4.36) 成 立 的 函数 列 , 我 们 作 巨 上 的 可 测 函 数 wp 
如 下 : 

当 in(a) #0 时， 
Fan(a) 
Gn(Q) 
根据 (3.4.35) 易 知 ug(a)( 除 去 一 个 零 集 中 点 外 ) 有 确定 的 意义 , 而 且 除 去 在 一 零 集 
上 的 函数 值 外 与 {a,} 的 选取 无 关 . 又 由 (3.4.35),(3.4.37) 易 知 当 FF 是 %' 中 另 一 集 
时 , 对 几乎 所 有 的 a e ENF， 成立 着 


(3.4.37) 


ug(Q) = 


up(Q) = ur(a). (3.4.38) 
下 面 只 要 用 到 %8* 中 的 互生 在 (G*,%*) 上 作 集 函数 y/' 如 下 : 当 Ee 8B' 时 ， 
A(B) = 人 ua(alPap(o (3.4.39) 


由 (3.4.38) 容易 验证 (G*, 8*, yj/) 是 测度 空间 . 
又 由 (3.4.34),(3.4.35) 和 (3.4.37) 容 多 验证 : 当 &,n € LL (0) nL2(9) 时 ， 


人 (9)n(9g)an(9g) = Fé(o)Pn(o) )dh(a) 
= éla) f(a)du (oa). (3.4.40) 
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今 证 五 = {mE (9) n I2(9)} 在 [2(G*,8*,w) 中 稠密 . 事实 上 , 若 ee 
厂 (G 好 * NE 上 五 ,那么 当 7e Li(0)nN 2(9) 时 ， 
太 sajGJawta =0 
然而 TI()) e L1(Q)n 2(Q)， 又 有 
| soitojar(o) =0. 
因为 {a(h),h e G} 是 (G*,%B*) 上 的 决定 集 , 由 引 理 1.1.6, 易 知 E(a)(a) 几乎 处 处 为 
0, 因此 &(a) 几乎 处 处 为 零 , 所 以 五 在 2(G*,%B*, ww) 中 稠密 . 由 (3.4.40) 知道 映照 
时 ， 
FoV (x)é(a) = / Xx(g)é(g)a(g)du(g) 
= é(ax-!) = Foé(ax !), (3.4.41) 
从 (3.4.40),(3.4.41) 知道 
/ é(o)f(a) dp (a) = 人 V(x)é(g9)V (x)n(g)adn(yg) 
= [ é(ax -f(ax-i)dh(a). 
As 
由 此 易 知 内 是 不 变 测度 , 由 前 所 述 有 上 e ZL(Q)nZ2(Q), 使 <E(a) 在 G* 的 某 个 环境 
O 中 |é(a)| > 1. 因此 由 (3.4.40) 得 到 
/ 2 711 2 oa. 
HO0) < | éloPar(o) = | OParg) < 


所 以 jw 是 局 部 有 限 的 , 因此 jw 是 Haar 测度 . 再 由 (3.4.40) 易 证 是 Ls。-Fourier 

例 3.4.5 设 9 = (G11,pn) 是 关于 6B1 拟 不 变 的 总 级 循环 的 可 局 部 化 测 
度 空间 ， (Sb,@1) 是 它 的 对 偶 , 1 = 1,2,… 是 有 限 个 或 可 列 个 指标 , 令 6 是 XG 
上 如 下 的 变换 h 全 体 : 存在 有 限 个 数 n 以 及 hi € G81,1 = 1,2,…,n, 使 当 g = 
{91,*** ,gn, gp },91: € Dh),L = 1,2,.… ,n 时 ， 


hg 一 {P191， , hngn, hn+19n+1) “" }. 
类 似 地 定义 @, 那么 9 = XX 9 是 关于 6 拟 不 变 的 ]& 级 循环 的 可 局 部 化 测 
| 


度 空间 , 而 且 (六 Qu 6) 是 它 的 对 偶 
证 明 从 上 略 . 
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3” 壳 历 测度 空间 的 对 偶 测 度 空间 


引 理 3.4.9 设 0 = (G, 外 ,由 是 关于 变换 群 6 拟 不 变 的 可 局 部 化 测度 空间 , 若 
Be %B,Hs 为 02(9) 中 在 B 外 概 为 零 的 函数 全 体 所 成 的 闭 子 空间 , 那么 B 成 为 关 
于 6 的 拟 不 变 集 的 充 要 条 件 是 Hs 对 群 4 = {U(h)Ih e 6} 不 变 . 


证 ” 设 B 是 拟 不 变 集 , 任 取 po e HBs. 这 时 GNB eB 也 是 拟 不 变 集 . 当 he6 
时 , 对 几乎 所 有 的 ge GNB,hg e GNB. 因此 


(Up) (9) = plhg)/ PY 一 


对 几乎 所 有 的 ge GNB 成 立 , 即 U(h)p e HB. 这 就 证 明了 Hs 对 群 4 的 不 变性 . 


有 反之 , 设 B e 8 而 且 Hs 对 群 4 不 变 . 若 B 不 是 拟 不 变 集 , 必 有 he 8, 使 
hBNB 不 是 1 零 集 , 因此 有 测度 有 限 集 EB e %B, 使 0 < (EE) < 0%,0 < jp(hE) < 
o0, 马 C B,hE ChB\B. 这 样 ,五 的 特征 函数 Cp(.) e Hp, 然而 


_ 1 /Jakn(g) dun(g) 
(U(h)CE)(g) = CPP 9) An(g) = Cng(9) dn(g) 
当 ge€ hE CGOGNB 时 , (UV(h)Cp)(g) 关 0, 因此 U(h)CgEHBp. 这 和 Hp 对 群 1 的 不 
变性 矛盾 . 因此 B 是 拟 不 变 集 . 


系 3.4.10 ”在 引 理 3.4.9 假设 下 , 令 M 为 [2(Q) 上 由 乘法 代数 mM(09) 及 = 
{U(h)|h €e 6} 张 成 的 最 小 弱 闭 算 子 代 数 , 那么 9 关于 6 遍历 的 充分 而 且 必 要 条 件 
是 M 为 因子 . 而 9 关于 6 弱 遍 历 的 充分 条 件 是 M 的 中 心 没有 可 列 可 分 解 的 投影 
算 子 . 


定理 3.4.11 设 Q 是 关于 6 拟 不 变 的 上 级 循环 可 局 部 化 测度 空间 , (2,6) 是 
(9,@) 的 对 偶 , 又 设 Q 关于 6 是 正规 的 . 车 Q 关于 6 是 遍历 的 , 则 4 关于 6 也 是 
遍历 的 . 

证 ”如 果 4 关于 6 不 是 遍历 的 , 必 有 五 e 浊 , 它 关于 6 拟 不 变 , 而 且 f(B) 关 
0,P(eNBE) 关 0. 令 Hs 为 咏 (2) 中 在 GNE 上 等 于 零 的 向 量 值 函 数 全 体 所 张 成 的 
闭 子 空间 , 那么 


(0) # Hg # (0). (3.4.42) 
根据 引 理 3.4.9, Hs 是 一 切 算 子 U(x),x s 6 的 不 变 子 空间 , 显然 耳 s。 也 是 算 子 
一 z(: ;Qa)t() 的 不 变 子 空间 , 由 (3.4.18), V(a) = z(: ;a)U(&),a € G+, 因此 Hs 是 
一 切 算 子 V(a),a es Gr 的 不 变 子 空间 . 又 显然 Hs 也 是 习 (h),h e 6 的 不 变 子 空间 . 


记 右 = Ff-'Hs， 那 么 HH 是 (0) 的 闭 线性 子 空间 而 且 关 于 群 ,0 都 是 不 
变 的 . 记 PP 为 (0) 到 五 的 投影 算 子 , 那么 P e 好 由 于 G+ 是 Q 上 的 决定 
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集 , 而 且 9 是 可 局 部 化 的 ; 因此 0 张 成 乘法 代数 mM 而 且 % 是 极 大 交换 的 .因此 
D0’ = = MM. 即 得 Pe %M. 又 Pe ,利用 系 3.4.10, 红 及 张 成 的 代数 M 是 因 
子 . 因此 Pe M 门 M', 而 得 P=0 或 I. 这 和 (3.4.42) 冲突 . 因此 QQ 关于 6 是 遍历 
的 . 证 毕 . 

一 般 说 来 , 定理 3.4.11 的 道 不 真 , 举例 如 下 : 


例 3.4.6 设 G 是 仅 有 两 个 元 素 {a,e} 的 群 , oz ela2 = e.% 为 G 的 子 集 全 体 ， 
上 为 站 上 的 测度 , p({a,e}) = 2,4({a}) = p({e}) = 了 LA) = 0. 又 令 6 为 单位 元 e 
所 张 成 的 单元 素 子 群 .E 是 G 上 的 一 切 模 为 1 的 函数 全 体 . 这 时 (G,%B, 4) 是 关于 平 
移 6 不 变 的 二 级 循环 的 、 正 规 的 有 限 测度 空间 , 然而 / 不 是 遍历 的 . 事实 上 , 单元 
素 集 {e}, {a} 都 是 非 平 凡 的 拟 不 变 集 , 这 时 由 E 导出 6 上 唯一 的 特征 标 1, 因此 有 
对 偶 测 度 空间 (G, 攻 , 站 如 下 : G 为 单位 元 组 成 的 单元 素 群 , 攻 只 有 {é} 与 空 集 ， 
六 ({é}) = 1,(8) = 0,6 为 恒 等 变换 . 这 时 (G, 久 ,所 关于 6 是 遍历 测度 空间 . 这 说 
明了 不 是 遍历 测度 的 拟 不 变 测 度 可 能 具有 遍历 的 对 偶 测 度 . 


然而 当天 = 1 时 , 定理 3.4.11 的 道 定理 成 立 . 


定理 3.4.12 设 0 是 关于 6 拟 不 变 的 、 正 规 的 、 循 环 的 可 局 部 化 测度 空间 ， 
(9,6) 是 (9,6) 的 对 偶 . 若 09 关于 6 是 遍历 的 可 局 部 化 测度 空间 , 则 Q 关于 6 也 
是 遍历 的 . 


证 ”仿照 定理 3.4.11 的 证 法 来 证 明 本 定理 . 设 9 不 是 遍历 的 , 必 有 关于 6 拟 
不 变 的 集 Be %, 而 且 HB) 关 0,n(GNB) 关 0. 令 Hs 为 I2(Q) 中 在 GNB 外 概 为 
零 的 函数 全 体 , 那么 Hp 是 L 和 0 的 不 变 子 空间 , 而 且 


(0) zz Hs #1L’(0). (3.4.43) 


令 与 =FHBp, 则 与 是 oO) = Z2(O) 的 周 线 性 了 守 s 间 , 而 且 关 于 群 4 = {U(h)|h e 
6} 及 轨 = {Y(a)la e Gr*} 是 拟 不 变 的 , 令 8 为 2(9) 到 5 的 投影 算 子 . 用 跑 表 
示 4% 上 乘法 代数 , 由 于 定义 3.4.3 中 E 是 决定 集 , 根据 82.4, 4 张 成 员 , 但 0 是 可 局 
部 化 的 , 所 以 听 是 极 大 交换 的 . 因此 8 = 化 = 7M. 当 ae Gr,z($;a) 是 (3.4.18) 中 
函数 (由 于 k= 1, 这 时 是 数值 函数 ) 时 , 算 子 上 一 z(:;a)t(-) 属于 钢 . 因此 由 U(&) = 
z(;Qa)-1V(a) 得 知 $5 对 于 {U(x)|x e 6} 是 不 变 的 . 因此 Q es {U(x)|x e 6}. 若 记 
mM 和 {U(x)|x e 6} 张 成 的 算 子 代数 为 M, 根据 系 3.4.10, 由 Q 的 遍历 性 推出 M 为 
因子 . 然而 8 e M,Q e M', 所 以 @ 或 是 O 或 是 I 这 和 (3.4.43) 矛盾 , 因而 0 关 
于 6 是 过 历 的 . 定理 证 毕 . 


4° 强 上 级 循环 测度 
下 面 特别 考察 对 偶 测 度 为 有 限 测 度 的 情况 . 
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由 于 -有 限 测度 等 价 于 有 限 测度 , 下 面 一 些 结果 可 以 很 容易 地 推广 到 o_ 有 限 
测度 


定义 3.4.4 设 Q = (G,%,n) 是 关于 6 拟 不 变 的 可 局 部 化 测度 空间 . 设 PE 
7(Q), 令 Hy 为 2(Q) 中 包含 p 而 且 对 一 切 U(h),h e 6 不 变 的 最 小 闭 子 空间 , 称 
瓦 5 为 由 循环 元 2( 及 群 1) 生成 的 空间 . 设 {fex|Ae A} 是 [2(Q) 中 一 族 向 量 , 如 果 


L°(®) 一 >》 中 心 p ， 
入 EA 
而 且 函 数 
bp) 三 (CPPAPA)， hees (3.4.44) 


不 依赖 于 入, 那么 称 {px|Ae A} 为 循环 元 组 , 而 称 w(h) 为 (相应 于 这 循环 元 组 的 ) 
伴随 函数 . 称 (G, %B, 1) 是 关于 6 强 上 级 循环 的 ,为 A 的 势 @. 


定理 3.4.13” 设 Q=(G,%,4) 是 关于 6 拟 不 变 的 可 局 部 化 测度 空间 , 如 果 Q 
关于 6 是 强 级 循环 的 , 那么 9 关于 6 是 级 循环 的 . 反之 , 若 L2(G,%,1) 是 可 
析 的 , 而 且 9 关于 6 是 级 循环 的 , 那么 k < 可 列 集 的 势 No, 而 且 Q 关于 6 是 强 
k 级 循环 的 . 


证 ”如果 存在 循环 元 组 {pg\| 入 e A},A 的 势 是 k. 设 是 相应 于 变换 群 4 的 
算 子 代数 , 那么 H。、 是 4 的 不 变 子 空间 而 且 & 在 五 、 中 有 循环 元 p、, 根据 系 
2.4.9, 区 在 瑟 。、 中 是 极 大 交换 的 . 又 由 于 伴随 函数 y(h)( 见 (3.4.44)) 与 入 无关 , 当 
入 关 入 ,和 ,入 EA 时 , 在 五 ,与 Ho, 中 的 限制 是 西 等 价 的 . 事实 上 , 作 五 ,、 到 
Hp, 的 上 映照 DC 如 下 : 当 hi € 6,z 是 数 , 1 = 1,2,… ,n 时 ， 


Uv >》 ziU (hi)pa = >》， ziU (hi)px, 
l 


那么 由 (3.4.44), 我 们 得 到 
2 aU (hoa = >》 Phi thr)aa = aU (hi)pxll?. (3.4.45) 
I Ll 


所 以 Uv、 是 由 卫 。、 的 秽 密 子 空 间 {5 ziU(hi palhi € 6} 到 及 ,的 稠密 子 空间 
{2 ZU (hi)px'|h: € 8} 的 等 距 线 性 映照 ， 因 此 可 以 把 TUA 唯一 地 延 拓 成 瑟 、 到 
玉 。、, 上 的 西 算 子 , 而 且 这 时 UWAU(h)Uj! = U(h). 因此 4 在 五、 中 的 限制 与 并 在 
Ho,, 中 的 限制 是 西 等 价 的 . 根据 定义 2.4.2, 在 52(Q) 中 具有 均匀 重复 度 , 它 就 是 
A 的 势 . 


又 在 (9) 是 可 析 的 , 而 且 9 关于 6 是 级 循环 的 , 那么 存在 L?(Q) 中 的 闭 
子 空间 五 \, 入 EeE A (A 的 势 是 有), 它们 关于 4 是 不 变 的 , 使 并 在 五、 上 的 限制 为 极 大 
@ 和 以 前 一 样 , 当 & = 1 时 , 称 为 强 循环 的 . 
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交换 的 而 且 彼 此 西 等 价 , 同时 
L?(0) = >》 @H. 


和 EA 
由 于 2(Q) 是 可 析 的 , 而 且 五 \ 不 是 零 维 的 , 所 以 有 < No, 而 且 这 些 及、 也 都 是 可 
析 的 , 根据 系 2.4.9, 4 在 五 中 有 循环 元 . 取 定 Ao € A, 在 五 ,中 任 取 44 的 循环 元 
pxo, 对 每 个 入 EA, 入 冯 Xo, 作 且 ,。 到 旦 \ 的 西 算 子 加 ,使 UU(h)UV、 = UV(h). 记 
六 一 Tex ,那么 显然 p、 是 让 在 五 中 的 循环 元 . 换言之 , 卫 、 = Hs,,, 而 且 这 时 成 
立 着 
(U(h)pa, pa) = (U(hUA PI, UP1) = (VU (h)ypa, Pa) 
即 (3.4.44) 所 定义 的 w(h) 与 和 无关. 因此 {fex| 入 e A} 是 循环 元 组 . 证 毕 . 
特别 , 当 (09) 中 存在 使 2(Q) = 五 , 时 , p 是 循环 的 . 
定理 3.4.14 设 Q=(G,%,n) 是 关于 6 拟 不 变 的 强 上 级 循环 测度 空间 , 则 它 
必 有 对 偶 的 拟 不 变 有 限 测度 空间 0 = (G, 必 , 站 ,而且 以 jy 的 伴随 函数 y 作为 的 
广义 特征 函数 : 
vw(h) = 人 h(0)dj(60), he &, (3.4.46) 
这 里 G 又 可 以 取 为 6 按 /六 拓扑 的 谱 群 , 攻 可 取 做 弱 Borel 集 全 体 . 
证 ” 设 {vs 和 eA} 是 9 的 一 循环 元 组 , (h) 是 相应 的 伴随 函数 , 显然 , y(h) 是 
6 上 正定 消 数 吕 , 而 且 
v0) — Hp(h) = 51U(h) — Dpall?. (3.4.47) 
从 不 等 式 (3.3.3) 知道 关于 u- 拓 扑 是 连续 的 . 所 以 有 谱 群 G 及 弱 Borel 集 全 体 当 
上 有 限 测 度 户 使 (3.4.46) 成 立 . 


取 维 Hilbert 空间 中 的 完备 就 范 直 交 系 {es 入 eE A}, A 的 势 是 k. 我 们 作出 
IL2(Q0) 到 82(O) 上 的 西 映照 FF 如下: 任 取 NA ,An E AP ,ha € ,复数 
2 ,ZX 规定 


F (> open 一 3 ZA ha (O)ex， (3.4.48) 


l= 二 1 l=1 


那么 玉 是 等 距 映 照 . 事实 上 , 由 (3.4. 146) 得 到 


UDC ) PN 
[一 1 


1 
= 》 ZA1ZA Ph, ha )ON Xi 


WADA (esl dp(9). 


中 参看 (3.4.45). 
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由 于 {wv 入 eA} 是 循环 元 组 , 形 如 Dz.U (ha pa 的 元 素 全 体 在 2(G, 外, 由 中 是 


l 
稠密 的 , 又 因为 函数 族 {h(.)|h e 6} 是 (G, 争 ) 的 决定 集 , 根据 引 理 1.1.6, 它 在 L?2( 人 0) 
中 稠密 | 再 根据 1 1 第 二 段 ,(3.4. 48) 的 右边 的 函数 全 体 在 £2( 人 2) 中 是 稠密 的 , 因此 


记 U(h) = pup 1!, 从 (3.4. 48) 看 出 , 对 于 形 如 
上 (0) 一 >》 Zaha (9)en 
l=1 
的 函数 , 成 立 着 
(U(h)é)(0) = h(9)é(0). 


再 根据 介 于 例 3.2.6 的 证 明和 定理 3.2.3 之 间 的 一 段 注 解 , 对 于 每 个 Ge G6 6& 按 上 6 
上 的 jy- 拓扑 连续 , 因此 按照 谱 群 的 定义 有 & e G. 我 们 令 6+ 即 是 6, 那么 6 是 G 
上 平移 变换 . 下 面 完 全 仿照 定理 3.4.3 的 证 明 可 以 完成 本 定理 的 证 明 . 证 毕 . 

下 面 我 们 再 给 出 定理 3.4.14 的 首 . 


定理 3.4.15 ” 设 (G,%B,4) 是 关于 6 拟 不 变 的 大 级 循环 可 局 部 化 测度 空间 , 如 
果 有 cc- 有限 测度 空间 (C, 儿 , 站 作为 它 的 对 偶 测度 空间 , 那么 它 必 是 强 & 级 循环 的 . 


证 ” 设 (G, 当 ,1) 是 关于 名 拟 不 变 的 有 限 测 度 空间 @, 上 且 是 (G,%,p) 的 对 偶 测 
度 空间 . 设 疏 是 22(G, 双 ,站 到 全 (G, 基站) 上 的 Fourier 变换 , 令 {es 和 eA} 为 k 维 
Hilbert 空间 了 Hx 中 的 完备 就 范 直 交 系 ， A 的 势 为 k. 记 OA 一 下” :ex, 那么 {pa 和 € A} 
是 (G,B,4) 关于 6 的 循环 元 组 . 事实 上 , 由 于 


Ul(hps = Fi(h()es), he®, (3.4.49) 
当 AzN,h,h es 时, | 
(Ups U(x) = | hlO)w (Dex er)dpd) =0 
所 以 当 入 关 入 时 , Ho、 Hs,,. 又 因为 形 如 5 zh,(')e、, 的 元 素 全 体 在 £2(G,%, 站 
中 稠密 , 所 以 [2(G, %,y) = 》 @H。、. 再 从 (3.4.49) 知道 


入 EA 
wb(h) = (U(h)pa px) = (h(x es) = 人 h(H)dp(d) 


不 依赖 于 和 所 以 (G, ,1) 是 强大 级 循环 的 . 证 毕 . 
下 面 给 出 后 面 要 用 的 一 个 关于 空间 五 , 的 引 理 . 
因为 -有 限 测度 等 价 于 有 限 测度 . 
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引 理 3.4.16 ” 设 9 = (G,8,4) 是 关于 6 拟 不 变 的 可 局 部 化 测度 空间 ， 任 取 
po E IL2(9), 作 空间 五 。( 见 定义 3.4.4), 设 {hn} Cc 6, 那么 Ms,(hn) 一 0 的 充 要 条 
件 是 西 算 子 序列 {U(h%)} 在 了 于,,。 上 强 收 敛 于 恒 等 算 子 . 

证 ”充分 性 由 My,(hn) = (VU (hm) 一 了 pojl) wpo e Ho, 立即 得 到 . 

反之 , 若 Mw,(hn) 一 0, 对 每 个 p € 及 。 和 正 数 e, 有 gp eE 上 5 以 及 数 A,k = 
1, 2,… ,n, 使 得 


mp 一 >》 MU(gk)Poll < 7 (3.4.50) 
k=1 
取 自 然 数 N, 使 当 k > N 时 ， 
Mo (hy) < 一 一 (3.4.51) 
2 >》 Xx 
k=1 


由 于 (3.4.50) 和 (3.4.51), 我 们 得 到 


|U (hy) — Doll < UR,) — 1 


p — ,MU(gk)po 
k=1 


+ ,Au|IZ(o) 一 如 <s 
k=1 


(在 上 式 的 证 明 过 程 中 利用 了 U(h,)U(gk) = U(gr)U(hy)). 证 毕 . 

系 3.4.17 设 0 = (G,%B,n) 是 关于 6 拟 不 变 的 可 局 部 化 测度 空间 ， 又 设 
Q 关于 6 是 强 循环 的 , 而 且 以 yo 为 循环 元 , 那么 6 上 的 jy- 拓扑 等 价 于 是 函数 
Mo,(h),h eB 导出 的 拓扑 . 

证 ”由 于 五 。= L2(0), 由 引 理 3.4.16 知道 , 对 每 个 pe 7Z2(Q), My(h) = 
Vn) -站 ol 对 于 Ms,(h) 是 连续 的 ， 由 此 易 知 6 上 的 jy- 拓扑 弱 于 Mo。 导出 
的 拓扑 . 另 一 方面 , M.。, 导出 的 拓扑 显然 弱 于 py- 拓 扑 . 因此 这 两 个 拓扑 一 致 . 

系 3.4.18 设 Q4 = (G,%B,px),k = 1,2 是 关于 6 拟 不 变 的 、 可 局 部 化 的 、 强 
循环 的 测度 空间 , 又 设 pk,%k = 1,2 分 别 是 它们 的 循环 元 . 记 


AM (hp) = (/ [pr(hg)v dur (hg) 一 pr(g) Vip) ) ,heS. 


如 果 ji 关于 uo 是 绝对 连续 的 , 那么 6 上 的 凸 泛 函 MW(h) 关于 M9(h) 是 连续 
的 . 特别 , 如 果 jj 与 jo 是 等 价 的 , 那么 MW(h) 与 M2(h) 是 彼此 拓扑 等 价 的 . 

系 3.4.18 是 系 3.4.17 和 系 2.4.13 的 直接 结果 , 它 可 以 用 来 判断 两 个 拟 不 变 测 度 
的 不 等 价 性 . 
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线性 拓扑 空间 可 以 看 成 按 加 法 所 成 的 一 类 交换 拓扑 群 , 因此 线性 拓扑 空间 上 的 
拟 不 变 测度 的 理论 可 以 看 成 群 上 拟 不 变 测 度 理论 的 特殊 情况 . 然而 由 于 线性 拓扑 空 
间 多 了 一 个 “ 数 乘 ”的 运算 , 就 发 生 了 许多 新 的 情况 . 本 章 讨论 第 三 章 中 的 一 些 概念 
及 第 末 在 线性 空间 情况 下 所 应 考虑 的 特有 的 问题 , 其 中 有 许多 情况 得 到 了 比较 完善 
的 第 采 . 应 该 说 明 , 看 来 对 拟 不 变 测度 理论 来 说 , 重要 的 部 分 或 应 用 可 能 性 较 大 的 部 
分 却 是 线性 拓扑 空间 的 情况 . 例如 在 量子 场 论 或 随机 过 程 、 广 义 随机 过 程 等 方面 都 
征 和 线性 拓扑 空间 上 拟 不 变 测 度 理 论 有 较 多 联系 的 . 

在 34.1 中 我 们 着 重 研 究 如 何 决定 拟 不 变 线 性 子 空间 上 由 s- 拟 距离 所 导出 的 拓 
扑 . 在 84.2 中 相应 于 拟 特征 标的 概念 ,， 我 们 讨论 拟 线性 泛 函 的 概念 ， 又 由 于 Lo- 
Fourier 变换 理论 对 线性 拓扑 空间 情况 无 需 作 很 大 的 改变 , 所 以 只 简略 地 在 84.2 中 提 
一 下 . 在 84.3 中 我 们 着 重 讨论 三 个 问题 : 一 、 线性 泛 函 空间 的 柱 测度 的 可 列 可 加 性 ， 
这 个 概念 和 Segal [3], 由 , [5] 的 交换 弱 分 布 概念 有 较 多 联系 . 二 、 核 空间 上 正定 连续 
沁 盟 的 表示 年 理 , 这 是 线性 拓扑 空间 上 调和 分 析 的 一 个 比较 重要 的 结果 . 三 、 广 义 随 
机 过 程 的 测度 论 基 础 . 
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1” 拟 不 变 线性 空间 上 的 拟 距离 
我 们 先 介 绍 一 些 概念 . 
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定义 4.1.1 议 0 = (G,%B,n) 是 测度 空间 , 8 是 0 上 的 一 族 可 测 变换 所 成 的 
交换 群 , 而 且 在 6 上 定义 了 '“ 数 乘 ” 使 6 成 为 线性 空间 , 那么 称 6 是 9 上 的 可 测 
变换 线性 空间 . 如 果 Q 又 是 有 限 测 度 空间 , 而 且 6 上 的 泛 孔 吕 


Mi(h) = (/ (Vang +h)— ~ Vant)) ) : ， hes®, (4.1.1) 
是 6 上 的 拟 连 续 函 数 , 即 对 每 个 he 6,Mi(th) 是 t,o0 <t< oo 的 连续 函数 , 那么 
称 测度 空间 9 关于 6 是 拟 连 续 的 . 


引 理 4.1.1 设 Q= (G,%,4) 是 测度 空间 , 6 是 其 上 的 一 族 可 测 变 换 所 成 的 线 
性 空间 . 当 yp e I2(G,%B,p) 时 , 作 6 上 的 廿 泛 函 


My(h) = (/ lp(g +h)vadp(g +h)— ylg)v dn(g) 站 ,hegé (4.1.2) 
设 My(h) 是 6 上 的 拟 连 续 江 函 . 作 6 上 的 凸 泛 函 


Ry(h) = ( / | eol) , (4.1.3) 


那么 @ 按 不 变 拟 距离 p,(hi,h2) = Ro(hi 一 hz), hi,h2,e 6 成 为 线性 所 距离 空间 . 特 
别 , 当 Q 关于 6 拟 连 续 时 ,6 按 pi (hi, h2) 成 为 线性 拟 距 离 空间 . 


证 ”容易 看 出 M,(h) 满足 引 理 L1.2 中 对 于 泛 函 M(h) 所 加 的 三 个 条 件 . 因此 
由 引 理 1.2, 6 按 p,(.,-) 成 为 线性 拟 距 离 空 间 . 证 毕 


此 后 如 果 不 另 外 声明 , 总 是 把 6 看 成 按 pi ( 即 o = 1) 的 线性 拟 距离 空间 . pi 称 
做 6 上 的 s- 拟 距离 . 


定义 4.1.2” 设 0 = (G,%B,n) 是 测度 空间 , 6 是 2 上 可 测 变 换 所 成 的 线性 空 
间 , 如 果 对 每 个 ho E 6,ho 半 0, 必 有 QQ 上 的 实 可 测 函 数 f, 使 得 对 几乎 所 有 的 ge G， 
等 式 

fl(gt+tho)= f(g9)+t (4.1.4) 

成 立 , 那么 称 mn 关于 6 为 隔离 的 . 

例如 当 G 是 线性 空间 , 6 是 G 的 线性 子 空间 , $ 是 G 上 的 一 族 线 性 泛 函 , 而 且 
当 he 8,h 关 0 时 有 fe$, 使 f(h) 关 0. 又 设 8 为 由 G 的 子 集 组 成 的 而 且 使 和 关 
于 (G, 吧 ) 可 测 的 最 小 oc- 代数 , 4 是 (G,) 上 的 任何 测度 , 那么 (G,%B, 1) 关于 平移 
点 是 隔离 的 . 

定理 4.1.2” 设 非 零 的 有 限 测 度 空间 9 = (G,%,y) 关于 可 测 变换 线性 空间 6 
是 隔离 的 、 拟 连续 的 . 那么 6 按 pi(hi,h2),hi,h2 e 成 为 线性 距离 空间 . 

DD 这 里 当 he 6,g EQ 时 改 记 hg 为 hg 或 g 十 h, 改 记 dun(g9) 为 du(g 一 及) 
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证 ”根据 引 理 4.1.1, 只 要 证 明 pi 是 距离 , 也 就 是 只 要 证 明 当 hh 了 尖 0 时 Ri(h)>0 
就 可 以 了 . 

设 ho eg,jo 关 0, 然 而 Rio) = 0. 由 (4.1.3) 及 Mi(tho) 对 t 的 连续 性 易 
类, 对 一 切 t > 0, Mi(tho) = 0. 然而 由 于 Mi(-tho) = Mi(tho), 所 以 对 一 切实 数 
t, Mi(tho) = 0, 容易 算出 pm = 即 


当 一 co <t< 00,BeB WH, (E+tho) = 1(E). (4.1.5) 


由 于 9 关于 6 是 隔离 的 , 有 使 等 式 (4.1.4) 成 立 的 f. 利用 这 个 函数 f, 作 G 到 直线 
的 可 测 上 映照 y = f(g),g € G. 又 作 直 线 上 的 Borel 测度 41 如 下 : 对 于 直线 上 的 Borel 
集 B, 规定 

1m(B) = p(f7 (B)). 
由 (4.1.4), 当 B 是 Borel 集 时 , f-1(B) 十 tho 与 f-1(B +t) 只 相差 一 个 u- 零 集 . 因 
此 从 (4.1.5) 得 知 


当 一 co <t<oo 时 , m1 (B+t) = p(B). 


旭 Ma 是 实数 直线 上 的 平移 不 变 的 Borel 测度 . ul 必须 是 Lebesgue 测度 乘 以 常数 ， 
但 由 于 /5 是 有 限 的 ( 非 零 的 ), 所 以 ji 也 是 有 限 的 ( 非 零 的 ). 这 是 矛盾 . 因此 pi 是 
距离 . 证 毕 . 

我 们 留意 , 定理 4.1.2 中 对 于 9 关于 6 隔离 的 假设 不 能 除去 . 


例 4.1.1 设 G 是 线性 空间 (不 止 一 个 向 量 ), %B 只 有 两 个 元 素 : G 与 空 集 @,1 
是 区 上 的 测度 : KM(G) = 1A(C) = 0. 那么 (G, 轨 , 由 关于 平移 G 不 是 隔离 的 . 这 时 对 
一 切 he G,Ri(h)=0. 


2” 对 平移 拟 不 变 的 情况 


下 面 考 察 G 是 线性 空间 的 情况 . 设 (G,%B,n) 是 测度 空间 , 6 是 G 的 线性 子 空 
间 . 如 果 (G, %B, 4) 关于 平移 6 为 拟 不 变 ( 拟 不 变 及 拟 连 续 的 ), 而 且 不 存在 G 的 线 
人 性子 空间 6' 2 6,@' 了 6, 使 (G, 8,n) 关于 B' 为 拟 不 变 ( 拟 不 变 及 拟 连 续 ) 的 , 那 
么 称 6 为 测度 空间 (G, 8,y) 的 极 大 拟 不 变 ( 拟 不 变 及 拟 连 续 ) 的 线性 子 空间 . 

设 N 是 G 的 线性 子 空间 , 而 且 对 一 切 he N, 有 如 下 的 性 质 : 


当 EeBNH, yp(E+h)= nu(E), 


”那么 称 N 为 测度 空间 (G, %8, 4) 的 不 变 线性 子 空间 . 显然 , 在 N 上 s_ 拟 距离 恒 为 0， 
”而 且 存 在 着 最 大 的 不 变 线性 子 空间 , 记 做 G0. 若 (G,%B,n) 关于 6 是 拟 不 变 拟 连续 
的, 则 
GNGo= {zlpi(7x,0) =0, ZE 6}. 
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可 以 证 明 : 当 G 是 线性 空间 , (G, 好 , 0) 是 测度 空间 时 , 必然 存在 着 (G, 好 ,站 ) 的 极 大 
拟 不 变 及 拟 连 续 线 性 子 空间 6, 而 且 容 易 看 出 (G,%B, 4) 的 极 大 不 变 子 空间 60 C 6. 
此 后 当 G 为 群 时 , 言及 测度 空间 (G, ,4), 总 设 G 的 平移 是 好 -可 测 的 . 


定理 4.1.3” 设 G 是 线性 拓扑 空间 , Q = (G, 外 ,由 是 有 限 的 正则 测度 空间 , @ 
是 9 的 极 大 拟 不 变 及 拟 连续 线性 子 空间 . 那么 6 按 拟 距离 pi(hi,hz,),hi,h2 € 6 
成 为 完备 的 线性 拟 距 离 空 间 . 


证 ”只 要 证 明 & 的 完备 性 ， 任 取 6 中 按 pi 的 基本 点 列 {hn}. 取 上 自然 数列 


{ng},ni <na<… <ng <… ,使 得 当 m,n > nx 时 ， 
Ri(hs hm) < (4.1.6) 
记 ju 为 直线 上 的 Lebesgue 测度 , 记 
Ak = ACA hn,)t) > 元 t € (0， 中 
那么 由 (4.1.6) 得 到 


1 
M1(Ax) < ot | eMi((hny,, 一 hn, )t) dt < jk 


记 A= lim As, 则 pa(A) = 0. 又 记 @= (0,1]—A. 那么 对 每 个 te Q, 必 有 ki 使 得 
当 > ki 时 , t € (0,1] — Ax, 妈 
1 
MP Am )t) < ok 


因此 当 te Q 时 ， 

> Mi(t(hnss hn )) < 09， 

k=1 
所 以 {th } 按 拟 距 离 Mi(hi 一 ho),hi,h2 e 6 是 基本 的 . 下 面 为 了 书写 方便 起 见 , 简 
与 mk 为 大 . 


根据 定理 3.1.24 的 证 明 , 任意 取 定 to € Q, 必 有 ho e G, 使 toho 的 任何 环境 ( 按 
G 的 原来 的 拓扑 ) V 必 含 有 {tohp} 的 子 列 . 因此 当 te 8 时, tho 的 环境 FT 中 必 
含有 {th} 的 子 列 . 再 继续 利用 定理 3.1.24 的 证 明 , 即 知 当 上 e Q 时 ， 


lim Mi (t(hx — ho)) = 0. (4.1.7) 


令 61 为 G 中 使 Q 拟 不 变 的 点 全 体 所 成 的 群 , 记 Qo 是 使 thoe @1 的 实数 + 全 
体 . 由 于 61 是 群 , 所 以 Qo 按 实数 加 法 也 成 为 一 群 . 由 于 奶 k € 6B1, 根据 引 理 3.1.25， 
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当 tEeQ@ 时 thesegr 所 以 QcQ@o. 令 Qi 是 Qo 中 使 (4.1.7) 成 立 的 实数 t 全 体 . 
显然 成 立春 

C C W1. (4.1.8) 
今 证 明 Qi 是 一 群 . 


Mi(hit+h2) < Mi(hi)+ Mi(ho), hi,h2 € 61, 
Mi(h) 一 Mi(—h), hes. (4.1.9) 


厂 ti,t» 和 GO1， 则 由 (4.1.9), 


lim Mi((t1 +t2)(hx — ho)) 
< lim Mi(ti(hx — ho)) + lim Mi(t2(hs — ho)) 


得 知 五 十 妇 E< Q1. 类 似 地 , 车 te Qi1, 则 -te Qi. 因此 Q1 成 为 群 . 再 由 (4.1.8) 得 知 
已 一 CS 1. (4.1.10) 


由 于 Lebesgue 测度 HU1 是 不 变 测度 而 且 11(Q) > 0， 由 定理 3.1.13 的 证 明 看 出 
Q@ 一 Q@ 包含 着 直线 上 0 的 环境 . 从 (4.1.10) 知道 Q1 包含 才 二线 上 0 的 环境 ， 例如 
(一 6,6). 当 t 为 任 一 实数 时 , 取 自 然 数 ”充分 大 , 使 一 E (6,6), 因此 ~ € Q1 由 于 


Q1 是 群 , 所 以 1 一 n= 二 +… 十 二 Qu 即 9; 是 整个 实数 直线 . 这 就 是 说 对 一 切 


实数 t,tho € 561， 而 且 (4.1.7) 成 立 . 

令 6' 是 6 与 {tho| 一 00 <t<o0} 的 线性 和 . 今 证 9 关于 线性 空间 6' 是 拟 不 
变 、 拟 连续 的 . 事实 上 , @’ 中 元 素 的 一 般 形 式 是 g 填 toho,g € 8,-o0 < 如 <o. 由 
(4.1.7), 这 时 点 列 {tohx + 9,k = 1,2,: 上 按 拟 距 高 Mil(hi 一 h2), hi, ho Ee 6 收 伍 于 
g 十 tho. 由 于 加 由 十 gcEcgcgl, 根据 引 理 3.1.25, toho 十 gE 6B1, 又 由 前 述 , 令 而 
证 L2(Q) 中 包含 1, 又 对 一 切 {U((tohk 十 9)t),k = 1,2,…} 不 变 的 最 小 闭 线性 子 空 
间 . 这 时 西 算 子 序列 {U((tohs 十 g)t),k = 1,2,…} 在 到 上 强 收 敛 于 U((toho + gt 
| 由 于 Mi((tohw 十 9)t) 是 上 的 连续 函数 , 从 引 理 3.4.16 看 出 , Hi 上 的 单 参数 西 算 子 
” 群 {U((tohk 十 g)t)| 一 oo0 <t < oo} 是 强 连续 的 ， 因 此 二 是 可 析 的 , 而且 对 任何 
67 € i,t 的 函数 (U((toho 十 g)t)t,n) 作为 连续 函数 列 (U((tohy 十 9)t)&,n) 的 极限 
”是 Lebesgue 可 测 的 . 由 引 理 II.3.2 知道 {U((toho +g)t)| 一 oo <t< oo} 是 五 上 的 
” 强 连 续 单 参数 西 算 子 群 . 因此 


Mi((toho + 9)t)= |(U((toho + g)t) — TD)wyll 


是 的 连续 函数 , 这 就 是 说 Mi 在 6' 上 是 拟 连续 的 
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所 以 QQ 关于 线性 空间 @' 是 拟 不 变 、 拟 连续 的 . 由 于 gr 2 6, 从 56 的 极 大 
性 得 知 g6' = 6, 即 tho e G6. 从 (4.1.7) 以 及 Lebesgue 积分 的 控制 收敛 定理 知道 
Jim pi(hx, ho) = im Ri(hw 一 ho) = 0. 因此 6 是 完备 的 . 证 毕 . 
定理 4.1.4 ” 设 G 是 线性 拓扑 空间 , 6 是 G 的 线性 子 空间 , (G, ,1) 是 关于 名 
拟 不 变 、 拟 连续 的 有 限 正 则 测度 空间 . 令 6 按 拟 距离 pi(hi,h2),hi,h2 e 6 成 为 线 
性 拟 距 离 空间 . 那么 Mi(h),h e 6 是 6 上 的 连续 泛 函 . 而 且 夺 {hn} C 6,ho € 6, 
则 pi (hn, ho) 一 0 的 充 要 条 件 是 
im Mi (t(h,, 一 ho)) 一 U， —o00<t<o0. (4.1.11) 


证 ”不妨 设 6 是 完备 的 . 不 然 的 话 , 把 6 扩张 为 极 大 的 拟 不 变 、 拟 连续 线性 子 
空间 , 这 样 , 根据 定理 4.1.3, 6 就 是 完备 的 了 . 根据 引 理 1.2.3, 欲 证 Mi(h),heE 6 的 
连续 性 , 只 要 证 明 Mi(h),h e 6 是 下 半 连 续 的 就 可 以 了 . 任 取 {hs} C 6,ho e 允 ,使 
Ri(hn 一 ho) 一 0. 必 有 {hn} 的 子 列 {hw'} 使 


Jim Mi(hw) = lm Mi (hn). 
根据 定理 4.1.3 的 证 明 , 由 于 {hw} 按 距 离 pi 为 基本 的 , 必 有 {hw} 的 子 列 
{hai} 以 及 he 6, 使 得 对 一 切实 数 
Jim Mi(t(hw — hb)) = 0 (4.1.12) 
由 于 pi (hm,hi) 一 0, 所 以 pi(ho,h1) = 0. 因此 由 Mi 的 拟 连续 性 , 对 一 切 t， 
Mi(t(ho 一 内))=0. (4.1.13) 
从 (4.1.12) 和 (4.1.13) 得 到 
Jim Mi(t(hw ~ ho)) =0. 
因此 
Mi(ho) < lim (Mi(hw) 十 Ma — ho)) 
= mMi(hw) < lm Mi (hn). 


这 就 证 明了 MM 的 下 半 连 续 性 . 因此 Mi(h),h e 6 是 连续 的 . 

显然 (4.1.11) 是 pi(hn, ho) 一 0 的 充分 条 件 . 若 pi(hn,ho) 一 0, 则 由 于 6 按 
RR 是 线性 距离 空间 , 对 任何 实数 t, pj(th,,tho) 一 0, 根据 泛 函 Mi(h) 的 连续 性 得 到 
(4.1.11). 证 毕 . 

定理 4.1.4 也 说 明了 , 在 6 上 由 拟 距 离 Mi(h),h e 6 导出 的 拓扑 勾 比 由 拟 距 
离 pi 导出 的 拓扑 机 弱 . 更 进一步 , 色 与 到 间 有 如 下 的 关系 . 
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定理 4.1.5 设 G 是 线性 空间 , 6 是 G 的 线性 子 空 间 , (G, ,4) 是 关于 平移 外 
拟 不 变 、 拟 连续 的 正则 、 有 限 测 度 空 间 . 那么 6 上 由 s- 拟 距离 pi 导出 的 拓扑 及 是 
强 于 (由 Mi(h),h € 6 导出 的 ) 拓扑 % 并 且 使 6 按 此 拓扑 2 成 为 线性 拓扑 空间 
的 一 切 拓扑 2 中 最 弱 的 一 个 . 


证 ”只 要 证 明 满 足 定理 中 条 件 的 拓扑 3 必然 比 到 强 就 可 以 了 , 这 时 Mi (h) 
成 为 6 上 按 拓扑 2 的 连续 泛 函 . 设 {hn} C 6,ho e 6, 而 且 按照 拓扑 9, 点 列 {hy} 
收敛 于 ho. 那么 由 于 6 按 9 成 为 线性 拓扑 空间 , 对 一 切实 数 t, 点 列 {thn} 按 拓扑 
9 收 钙 于 tho. 由 Mi 对 F 的 连续 性 知道 (4.1.11) 成 立 . 因此 pi(h,ho) 一 0. 由 此 
可 知 9 比 久 强 . 证 毕 . 


下 面 再 来 比较 6 上 由 s- 拟 距离 导出 的 拓扑 与 G 原 有 的 拓扑 在 6 上 导出 的 
相对 拓扑 之 间 的 关系 . 


定理 4.1.6 ” 设 G 是 线性 拓扑 空间 , 6 是 G 的 线性 子 空间 , (G, 好, 由) 是 关于 6 
拟 不 变 、 拟 连续 的 有 限 正 则 测度 空间 . 那么 G 在 6 上 导出 的 拓扑 比 6 按 s- 拟 距离 
pi 导出 的 拓扑 委 弱 . 而 且 G 中 有 紧 集 包含 6 中 0 的 按 拓扑 到 的 环境 . 


证 ”根据 引 理 3.1.22, 必 有 G 中 紧 集 K 包含 着 6 中 的 ( 按 拓扑 色 的 ) 零 的 环 
境 {h|Mi(h) < c,he GB},e >0. 这 时 KK 包含 0 的 拓扑 分 的 环境 {hlpi(h,0) < 6he 
5},6 > 0. 不 然 的 话 , 有 一 列 {hn} C 6, pi(hn ,0) < 二 ! 而 hEK. 然而 由 定理 4.1.4, 这 
时 Mi(h) 一 0. 因此 有 nn 使 Mi(h%) < es， 对 这 样 的 n, hn E K, 这 是 矛盾 . 由 是 易 知 
65 ( 按 拓扑 分 ) 到 G 的 能 人 算 子 是 全 连续 的 , 更 是 连续 的 . 所 以 拓扑 于 比 G 在 6 
土 寻 出 的 拓扑 强 . 证 毕 . 


系 4.1.7 设 G 是 满足 隅 离 公 理 的 线性 拓扑 空间 , 6 是 G 的 线性 子 空间 , (G, 他， 
/) 是 关于 6 拟 不 变 、 拟 连续 的 有 限 、 正 则 测度 空间 , 那么 这 个 测度 导出 的 6 上 的 
s- 拟 距离 pi 成 为 距离 . 


证 ”由 定理 4.1.6, pi 导出 的 拓扑 页 强 于 G 在 6 上 导出 的 拓扑 , 而 后 者 满足 
隔离 公理 , 到 更 满足 隔离 公理 , 因此 pi 成 为 距离 . 证 毕 . 


3”s-- 拟 距离 的 拓扑 特征 


定理 4.1.8 ” 设 G 是 线性 拓扑 空间 , 6 是 G 的 线性 子 空间 . 又 设 6 按 男 一 拓扑 
9 成 为 第 二 纲 的 线性 拓扑 空间 而 且 G 在 6 上 导出 的 拓扑 比 9 弱 . 设 (G, ,4) 是 
关于 6 拟 不 变 、 拟 连续 的 有 限 、 正 则 测度 空间 . 那么 由 造 出 的 泛 函 Ri(h), Mi (h) 
都 是 6 上 关于 拓扑 2 连续 的 泛 函 . 换言之 , 拓扑 9 必然 比 s- 拟 距离 pl 导出 的 拓 
扑 邹 强 . 


证 ”由 于 Mi(h) 关于 G 的 拓扑 是 下 半 连 续 的 ( 见 系 3.1.21), 所 以 Mi(h) 关于 
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g 的 拓扑 9 是 下 半 连 续 的 . 再 根据 拟 连续 性 ，lim Mi ( =) = 0. 从 引 理 12.3 得 


知 Mi(h) 为 6 上 的 连续 泛 函 , 也 就 是 说 , 由 Mi 导出 的 6 上 拓扑 克 比 9 弱 . 然 
而 6 按 F 成 为 线性 拓扑 空间 , 由 定理 4.1.5 立即 可 以 看 出 页 比 9 弱 . 证 毕 


利用 定理 4.1.3 和 4.1.8 我 们 给 出 6 上 由 s- 拟 距离 所 导出 的 拓扑 的 特征 . 


定理 4.1.9 设 G 是 线性 拓扑 空间 , (G, ,1) 是 正则 的 有 限 测 度 空间 . 6 是 它 
的 极 大 拟 不 变 及 拟 连 续 线 性 子 空间 , go 是 测度 空间 (G, %B, x) 的 极 大 不 变 线 性 子 空 
间 , go C 58. 设 p 是 6 上 的 拟 距 离 , 使 (i) 6 按 p 成 为 完备 的 线性 拟 距离 空间 ; (i) 

= {zlp(z,0) = 0}; 而 且 (证 ) 6 上 由 p 导出 的 拓扑 比 G 在 6 上 导出 的 拓扑 
强 . 那么 9 就 是 6 上 由 s- 拟 距离 pi 导出 的 拓扑 贸 . 


证 ”我 们 考察 商 空间 61 = 6/60. 由 于 go = {zjpi(7x,0) = 0}, 大 记 人 为 z 所 
在 的 剩余 类 z + go, 那么 可 以 把 p 和 pi 都 变 成 61 上 的 距离 , 仍 分 别 记 为 p, pl : 
如 功 二 ci plz, Y), 


pi1(2,9) = se pi(x, y). 


这 时 61 按照 p 和 pi 仍然 分 别 成 为 完备 的 线性 距离 空间 ， 由 熟知 的 定理 , 完备 的 
线性 拟 距 离 空 间 是 第 二 纲 的 , 拓扑 2 满足 定理 4.1.8 中 的 条 件 , 因此 9 比 杞 强 . 
由 此 容易 看 出 在 空间 g61 上 由 p 导出 的 拓扑 .283* 比 由 pi 导出 的 拓扑 F* 强 . 因此 
把 61 上 的 恒 等 算 子 z 一 zx 看 作 由 (G, F*) 到 (G, Fi*) 的 线性 算 子 时 是 连续 的 . 根 
据 Banach 的 逆 算 子 定理 , 它 的 逆 算 子 也 是 连续 的 , 即 F* = .F*. 从 这 里 容易 推出 
9 = .证 毕 . 


我 们 注意 定理 4.1.9 中 对 29 所 加 的 条 件 确 是 到 所 满足 的 , 这 三 个 条 件 (i), (ii)， 
(ii) 就 成 为 拓扑 机 的 特征 . 这 样 , 拓扑 到 就 由 6,6o 和 G 在 6 上 导出 的 相对 拓 
扑 所 决定 , 而 勿 需 知 道 六 的 形式 (只 需要 知道 它 的 极 大 拟 不 变 及 拟 连 续 线 性 子 空间 
和 极 大 不 变 线性 子 空间 ). 


系 4.1.10 ” 设 G 是 满足 隔离 公理 的 线性 拓扑 空间 , (G, 好,m) 是 正则 的 有 限 测 
度 空 间 , 6 是 它 的 极 大 拟 不 变 线性 子 空间 . 设 p 是 6 上 的 距离 , 使 (i) 6 按 p 成 为 
完备 的 线性 距离 空间 ; (ii) 在 6 上 由 p 导出 的 拓扑 比 G 在 6 上 导出 的 拓扑 强 . 那么 
9 就 是 6 上 由 s- 拟 距离 pi 导出 的 拓扑 入 . 


证 ”我们 注意 , 根据 系 4.1.7, 这 时 {zjpi(x,0) = 0} 为 {0}. 因此 不 变 线 性 子 空 
间 go 退缩 为 {0}, 由 定理 4.1.9 立即 得 本 系 . 


我 们 再 考察 Mi(h) 为 拟 连续 的 条 件 . 


引 理 4.1.11 设 G 是 线性 拓扑 空间 , 6 是 G 的 线性 子 空间 , Q = (G, 好 ,站 
关于 6 拟 不 变 、 拟 连续 的 有 限 、 正 则 测度 空间 . 那么 对 每 个 pe 2(0), My(h) 是 


年 
G 
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上 的 拟 连 续 函 数 , 而 且 拟 距离 R,(hi 一 ho) 在 6 上 导出 的 拓扑 比 s- 拓 扑 弱 . 


证 今 6 取 ss- 拓扑 食 . 根据 定理 4.1.6, G 在 6 上 导出 的 拓扑 比 到 弱 . 根 
据 引 理 3.1.7, 6 上 的 拓扑 色 是 适宜 的 . 又 由 定理 4.1.4, Mi(h) 是 (6, 到) 上 的 连 
续 沁 函 , 由 定理 3.1.30, 色 强 于 6 上 的 yy- 拓扑 . 因此 对 每 个 pe LI2(Q), Ms(h) 是 
(5, 1) 上 的 连续 泛 函 . 然而 (6, 入 ) 是 线性 拓扑 空间 , 所 以 M,(h) 是 拟 连续 的 . 当 
{hn} C 6, lim pi(hn,0) =0 时, 


lim M(thn)=0, —~o0<t<o0. 


因此 
lim R,(hn)=0. 


人 一 CC 


即 RR, (hi 一 hz), hi, hz € 5 导出 的 拓扑 比 入 弱 . 证 毕 . 


定理 4.1.12 设 G 是 线性 拓扑 空间 ，(G, Bx, nx),k = 1,2 是 两 个 有 限 正则 测 
度 空 间 ，g@x 分 别 是 它们 的 极 大 拟 不 变 、 拟 连续 线性 子 空间 ， 记 ps 是 由 测度 空间 
(G, Bk, px) 作出 的 6: 上 的 s- 拟 距离 . 设 6 C 61, 那么 由 po 在 g6。 上 导出 的 拓扑 
多 % 比 由 pi 在 6。 上 导出 的 拓扑 到 强 . 


证 ”由 定理 4.1.3, 6 按 ps 成 为 完备 的 线性 拟 距离 空间 , 所 以 是 第 二 纲 的 . 由 
于 这 时 (G, %B1, p41) 关于 6。 是 拟 不 变 、 拟 连续 的 , 而 且 根 据 定 理 4.1.6, 用 比 G 在 
6 上 导出 的 相对 拓扑 强 . 利用 定理 4.1.8 (在 其 中 置 jy = 12), 立即 得 知 胞 比 柱 强 . 
证 毕 . 


4 Lebesgue 式 测 度 空 间 


下 面 我 们 要 研究 一 种 较 常 用 的 测度 空间 (G, 好 , 由 , 它 的 拟 不 变 线性 子 空间 必然 
也 满足 拟 连 续 条 件 . 


定义 4.1.3” 设 0 = (G,%B,n) 是 测度 空间 , 车 有 (G,%B,n) 上 一 列 线性 无 关 的 
实 可 测 浮 数 {fi} 成 为 (G, 好 ) 的 决定 集 , 而 且 对 任何 n, 相应 于 所 ,… , 有 的 有 限 维 
测度 等 价 于 Lebesgue 测度 , 这 就 是 说 , 作 nn 维 实 空间 R,, 上 的 测度 jv : 对 R, 中 每 
个 Borel 集 4 

jn(A)= {gl|(f1(9),……: , fn(9)) € A}, 


那么 jm 弱 等 价 于 R, 上 的 Lebesgue 测度 . 这 时 称 (G,%B, 由 为 Lebesgue 式 测度 
空间 . 
例如 , 设 G 是 一 列 实数 直线 {Rola e A} 的 乘积 , 8 是 由 G 中 Borel 柱 张 成 的 o- 


代数 ,/ 是 (G,%) 上 的 概率 测度 . 对 每 个 a e 我们 把 G 中 点 9 的 a- 坐标 记 为 go 
并 把 ga 看 成 9 的 函数 一 一 (G, 和 区, 由) 上 的 随机 变量 , 如 果 对 任何 有 限 个 at …… ,am 
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随机 变量 ge, …… , ga, 的 联合 分 布 等 价 于 Lebesgue 测度 (例如 {gola e A} 是 Gauss 
变量 族 ), 那么 (G, ,1) 是 Lebesgue 式 测 度 空 间 . 
下 面 给 出 测度 空间 是 Lebesgue 式 的 充分 条 件 . 


引 理 4.1.13” 设 G 是 线性 空间 , 6 是 G 的 线性 子 空间 , 有 1,… ,所 ,… 是 G 上 
给 定 的 一 列 线 性 泛 函 , 具有 如 下 性 质 : 对 任何 n, 有 向 量 hii,.… ,hne6 使 


fr(hi) = or k,l=1,2,...,n. (4.1.14) 


设 6 是 由 G 的 子 集 组 成 的 使 { 凤 } 可 测 的 最 小 o- 代 数 . 又 设 jy 是 可 测 空 间 (G, 好) 
上 非 零 的 oc- 有 限 测度 , 而 且 关 于 6 是 拟 不 变 的 . 那么 (G, 好 , 内 是 Lebesgue 式 测 度 
空间 . 

证 ” 作 n 维 欧 几 里 得 空间 RR, 上 的 Borel 测度 jw 如 下 : 奢 4 是 忆 , 中 的 Borel 
集 , 那么 

un(A)= 4({9|(f1(9),*… ,fn(9)) € A}). 
任 取 4 一 (1 , Yn) C hn, 由 (4.1.14) 多 知 有 he 5, 使 fr(h) = yk, k 一 1 2 ,1 
因此 
pn(A+Y)= pA9|(f1(9),*… , fn(9)) € A}+h). 
因此 (4) = 0 的 充 要 条 件 是 jn(4 二 gy) = 0 (由 关于 6 的 拟 不 变性 ). 所 以 jw 是 
RR 上 关于 RR 拟 不 变 的 Borel 测度 . 根据 系 3.1.6, jn 与 Lebesgue 测度 等 价 . 证 毕 . 

定理 4.1.14 设 Q = (G,%B,n) 是 有 限 的 Lebesgue 式 测 度 空间 (G 是 线性 空 
间 , 它 的 线性 运算 是 加 -可 测 的 ), 而 且 关 于 G 的 线性 子 空间 6 是 拟 不 变 的 . 那么 , 当 
7 E20) 时 , 6 上 的 泛 函 M,(h) 是 拟 连 续 的 , 特别 地 , 9 关于 6 是 拟 连 续 的 . 

证 ”不妨 设 KG) = 1. 由 假设 有 (G,%B,n) 上 的 一 列 线 性 无 关 的 线性 可 测 泛 函 
所,… ,fr,… ,使 相应 于 及,… ,fn 的 有 限 维 测度 ji 等 价 于 Lebesgue 测度 . 记 如 
关于 n 维 空间 上 Lebesgue 测度 的 Radon-Nikodym 导数 为 记 ,(7z1,… ,zn), 不 妨 取 
Baire 了 削 数 FF, 适合 0 < 了 < Oo, 那么 测度 Lin(A 十 y),y = 一 (Vi on) 关于 lin(A) 
的 Radon-Nikodym 导数 是 

F(T1 十 21…… ;Ln 十 Yn) 
Fn(T1,.** ,Tn) 

记 好, 为 G 中 使 玉 ,… ,到 可 测 的 最 小 o- 代 数 , ji 为 将 限制 在 各; 上 时 所 
得 的 概率 测度 . 那么 由 (4.1.15), 对 取 定 的 he 6, 成 立 着 

din(g) Fn(f1(9),*** ,fn(9)) 


记名 为 直线 RI 上 Borel 集 全 体 那么 函数 et, (t,9) e RixG 关 于 名 x 和 8 
是 可 测 的 . 然而 由 定理 1.1.20, 对 每 个 上 有 y_ 零 集 Ee 外, 使 得 当 g € CONE 时 ， 


(4.1.15) 


84.1 ”线性 拓扑 空间 上 的 拟 不 变 测度 169 - 


ji dpn(g + th) 存在 且 


noo djn(g) 
du(g+ith) _ |. dun(g+th) 
今 
- im dontg 十 雪 ) 不 | 
(ea Be 二 并 不 存在 | 
由 于 et 是 (Ri x G, 1 x 区 ) 上 的 可 测 函 数 , 因此 巨 是 可 测 集 . 然而 对 每 个 


to, {9|(to,9) €E B} C Ei. 因此 根据 Fubini 定理 , B 按 测度 ji x 为 零 集 , 这 里 ji 是 
Lebesgue 测度 . 所 以 对 几乎 所 有 的 (t,g) ( 按 测度 ji x 由， lim ya) 存在 , 而 
日 极限 函数 是 (Ri x G, Si x 8, pi x p) 上 的 可 测 函 数 根据 (4.1.16), 这 个 极限 函数 
可 视 为 2 | 因此 全 9 是 (Ri x Gi x 和 83,11 x 站 上 的 可 测 函 数 . 车 
函数 5(9) 关于 8 可 测 , 可 以 证 明 上 (9 十 态 ) 也 是 (Ri x G, 针 x 罗 ) 上 的 可 测 函 数 . 利 
用 Fubini 定理 , 当 &,n € Z2(Q) 时 ， 


dyu(g + th) 
dup(g) 


[Et 十 th)n(g) du(g), tE€E RI (4.1.17) 


是 (R1, 人 $Y) 上 的 可 测 函 数 . 
我 们 考察 L2(Q) 上 的 单 参数 西 算 子 群 


{U(th)|— oo%0 <t < oo 


(U(th) 的 意义 见 83.1), 那么 (4.1.17) 就 是 (V(th)é,n). 因此 , 西 算 子 群 {U (th)| 一 oo < 
t < oo} 是 弱 可 测 的 . 由 于 Q 有 可 列 的 决定 集 ，L2(Q) 是 可 析 的 . 根据 引 理 IIL.3.2， 
{U(th)| 一 0c0 <t< oo0} 对 于 参数 上 是 强 连续 的 . 特别 当 ype L2(Q) 时 ， 


Molth) = (UL(th) — Tyl 
是 t 的 连续 函数 . 证 毕 . 
5” 强 循环 的 拟 不 变 测 度 空间 


引 理 4.1.15 ” 设 0 = (G,%B,n) 是 关于 线性 空间 6 拟 不 变 的 可 局 部 化 测度 空 
间 . 又 设 9 关于 6 是 强 循环 的 而 且 以 yo 为 循环 元 . 又 设 Mo,(h),h e 6 是 拟 连续 
的 . 令 6 按 拟 距 离 Ro (hi 一 h2),hi,h2 € 6 成 为 线性 拟 距 离 空 z 间 ( 见 引 理 4.1.1). 那 
么 对 任何 pe (0), Ry(h),h e 5 是 (6,R,,) 上 的 连续 泛 函 . 


证 ”根据 系 3.4.17, 当 p e I2(Q) 时 , Ms(h),h e 6 关于 Ms,(h),h e 6 是 连续 
的 . 因此 由 My (th), 一 00 <t < co 对 上 的 连续 性 知道 , 对 一 切 pe Z2(D), M(th), 一 00 
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<t< oo 是 上 的 连续 图 数 , 所 以 R,(h) 有 意义 . 由 引 理 4.1.1, R(hi 一 ho2),hi,h2€65 
是 线性 拟 距离 . 


设 {hn} C6, 
lim Ry (hn)=0. (4.1.18) 
今 证 
lim R,(hn)=0. (4.1.19) 


如 果 (4.1.19) 不 成 立 , 必 有 {h} 的 子 列 {hw} 使 


lim Ry(hn')=c>d0, (4.1.20) 


这 里 c 可 能 是 +oo. 然而 由 (4.1.18) 易 知 , 在 任何 有 限 区 间 [0,7T] 上 函数 列 {M(thr)} 
依 Lebcesgue 测度 收敛 于 0. 因此 有 [0, oo ) 中 的 零 集 A 及 子 函 数列 {Myo (thnr )}, 
使 得 

当 teEA 时 ， lim Myo(thr)=0. (4.1.21) 
由 Mj(h) 对 Mo(h) 的 连续 性 , 从 (4.1.21) 推出 

当 teA 时 ， lim My(thn)=0. (4.1.22) 
利用 Lebesgue 积分 的 控制 收敛 定理 , 我 们 知道 


lim Ry(hw')= lim (/ Molthw)at ) = 0. (4.1.23) 
0 


7/ 一 OO nN/ 一 OO 


这 和 (4.1.20) 矛盾 , 因此 (4.1.19) 成 立 . 证 毕 . 


系 4.1.16 ”在 引 理 4.1.11 和 引 理 4.1.15 的 假设 下 , 如 果 Q 关于 6 又 是 强 循环 
的 , 而 且 以 yo 为 循环 元 , 那么 在 g 上 由 拟 距 离 Ry, (hi 一 hz),hi,h2 € 6 导出 s- 拓 
扑 . 


证 ”根据 引 理 4.1.15, s- 拓 扑 强 于 Ro (hi 一 ho) 导出 的 拓扑 宛 , 又 根据 引 理 
4.1.11, 页 又 强 于 Ri(hi 一 h2) = pi(hi,h2) 导出 的 s- 拓 扑 , 所 以 这 两 个 拓扑 一 致 . 证 


毕 . 


利用 系 4.1.16, 我 们 把 系 3.4.18 改写 如 下 : 


系 4.1.17 设 Q=(G, 和 ,px),k=1,2 是 关于 线性 空间 6 拟 不 变 的 、 强 循环 的 
测度 空间 , 分 别 以 wx 为 循环 元 . 又 设 
a\ 3 
) ,hee 


MH (h) = | 人 


Pk(g9 + h)vV dur(g + h)— pr(9)vV akr(g9) 


84.1 线性 拓扑 空间 上 的 拟 不 变 测度 . 171 : 


是 6 上 的 拟 连 续 函 数 . 作 
(pp = (ft) pp? 
RK) (h) ( / MK) (th) tt) 

如 果 Qi 关于 0。 是 绝对 连续 的 ,那么 6 上 的 拟 距离 RW (hi 一 hs) 关于 拟 距离 
R22 (hi 一 hz) 是 连续 的 , 特别 , 当 Q 和 Qs 是 等 价 时 , RO 与 RQ) 是 拓扑 等 价 的 . 

我 们 有 时 也 可 以 无 需 用 循环 元 . 见 下 面 的 定理 . 

定理 4.1.18 设 G 是 线性 拓扑 空间 , 6 是 G 的 线性 子 空间 , Qj = (G, %, px) 
是 关于 6 拟 不 变 、 强 循环 拟 连 续 、 有 限 正则 测度 空间 , 记 

RW(h =f he (va (g+h)— Vdpr(9) ) 二 hee. 

如 果 Q1 关于 Q2 是 绝对 连续 的 , 那么 RO (h) 关于 RO (h) 是 连续 的 . 如 果 Qi 与 0 
是 等 价 的 , 那么 RIY(h) 与 RI2(h) 导出 6 上 相同 的 拓扑 . 

证 ”根据 系 4.1.16, RY(h) 与 RE)(h) 导出 相同 的 拓扑 . 因此 由 系 4.1.17 立即 
得 到 定理 4.1.18. 证 毕 . 

这 个 定理 也 可 以 用 来 判断 两 个 拟 不 变 测度 空间 的 不 等 价 性 . 

例 4.1.2 ”乘积 测度 空间 . 设 Ra = 1,2,- - 是 一 列 实数 直线 ， Bo 是 
Ro 中 Borel 集 全 体 , .是 R,。 上 由 通常 距离 引入 的 拉 扑 - 令 1= X Re, = X Bo, 
那么 ! 就 是 实数 列 z = {x1,… ,Zn，: …} 全 体 . 在 1/ 中 规定 线性 运算 如 下 加 2 一 
{Z1， 07 一 {21 Yn, } Ee l, Qa、 bB 是 实数 时 ， 

Qz+ By ={tazl 十 DB ,Aarn 十 Do 

堵 么 1 按 上 述 运 算 成 为 线性 空间 . 又 令 (9) 是 {(l。 宛 ),a = …} 的 乘积 拓 


| 


扑 空间 , 那么 它 是 可 距离 化 的 . .9 也 就 是 由 距离 p(z,y) = 这 _ 
{zwv},y = {yw} ez 所 导出 的 距离 拓扑 


设 Ha 是 (Roe, 好 。) 上 的 概率 测度 ， 而 且 等 价 于 Lebesgue 测度 ， 记 Ha 的 概率 密 
度 是 f2,0 < f。 < co， 
Ma(lE) = 人 f(t)dt, Ee Bo. 


作 = Xa, 那么 (1, 和 3,p) 是 Lebesgue 式 测度 空间 . 
对 于 任何 y= {wh,… ,yn,…} E14, 作 (4,8) 上 测度 jp : 当 Be 8 时, py(E) = 
4(B 十 外). 那么 由 定理 1.4.4 容易 算出 : 


plpy,h =I/ fr(u + Yk)fr(u)du (4.1.24) 
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记 函 数 fi 的 通常 的 Fourier 变换 为 fi : 
)=1. ] m/f fr(u )e'vtdu. 


T'—00 


由 于 f 是 实 函 数 ， 康 伯 = = 反 (--). 再 利用 Plancherel 定理 得 到 


PC) -1 去 人 fr (lt) | cos typdt. (4.1.25) 
由 熟知 的 定理 , 无 穷 乘 积 (4.1.25) 收 全 的 充 要 条 件 是 
>》 0 一 元 三 (OP costyedt ) (4.1.26) 


收敛 , 然而 由 Plancherel 和 定理， 
记 | hPa=/ fra = 
因此 级 数 (4.1.26) 又 可 以 改写 成 
>》 - :/ | 六 (的 | sin? dt. (4.1.27) 


若 记 6, 为 测度 空间 (1, 好 , 由 的 拟 不 变 点 全 体 , 则 6j 就 是 使 (4.1.27) 收敛 的 
一 {12 ,Yk } 全 体 . 

对 一 切 ,Bj 包含 着 这 样 的 线性 子 空间 6 : 形 如 y = {y,… ,yn,0,0,…}( 即 
当 宕 nn 十 1 时 y = 0) 的 向 量 全 体 . 根据 定理 3.1.32, 定理 4.1.5 等 , 我 们 断言 
0 = (1, 8, 1) 是 关于 6 强 循环 、 遍历 、 拟 连续 、 拟 不 变 的 正则 概率 测度 空间 . 

特别 , 当 fi 在 每 个 有 限 区 间 上 是 全 连续 函数 , 而 且 


Qk = / |f Gt) dt < co， k=1,2,..: (4.1.28) 
时 , 由 于 | 
t=ilim|/ etfi(u)du 
《一 oo J_T 
我 们 得 到 


/ioe | MPa 


2 
因此 , 由 sin? ze < C3 得 知 , 当 


Dont < oo (4.1.29) 


时 , (4.1.27) 收敛 . 所 以 在 条 件 (4.1.28) 之 下 6, 包含 着 这 样 的 Hilbert 空间 (et 
和 1 中 适合 条 件 (4.1. 9 的 y= {ww} 全体 所 成 的 线性 子 空间 ， ee y = {Yi,.…， 
={fz ,Zk } El(ax) 时 ,规定 z 和 y 的 内 积 是 Van 
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$4.2 ” 终 性 空间 上 的 线性 泛 函 与 拟 线性 泛 函 

1” 线性 空间 上 的 线性 泛 项 与 拟 连 续 特 征 标 

设 更 是 实 线性 空间 , B44 是 8 上 的 实 线性 泛 函 全 体 . 在 @ 中 规定 线性 运算 如 
下 : 当 f,g € Bh 而 且 a,6 为 实数 时 , wj + Bg 是 线性 泛 函 (af + Bg)(wp) = ao) 十 


Bg(yp),p € 于 . 这 样 , @ 成 为 线性 空间 , 称 @^ 为 B 的 代数 对 偶 . 在 本 章 中 更 ^ 的 作 
用 与 第 三 章 中 群 的 代数 对 偶 的 地 位 相似 . 我 们 注意 @^ 按 加 法 成 为 群 . 


定义 4.2.1 设 B 是 线性 空间 , a 是 8 上 的 特征 标 . 如 果 对 每 个 pe 更 , a(tp) 
是 实数 全 体 R ( 按 欧 几 里 得 拓扑 ): -oo < t < oo 上 的 连续 函数 , 那么 称 a 是 拟 连续 
的 . 记 有 为 8 上 拟 连 续 特 征 标 全 体 所 成 的 乘法 群 . 
对 每 个 fe B44, 作 上 也 数 
f'(p)=ei(?), yes®. (4.2.1) 
由 于 f 是 实 值 的 线性 泛 了 水 , f' 是 特征 标 而 且 拟 连续 的 , 这 样 得 到 了 GB 人 到 GB' 的 映照 
A 人 :一 广 (4.2.2) 


显然 , A 是 同 态 映照 , 它 又 是 单调 的 ， 事实 上 , 知 f,g € B^ 而 且 f' = g', 那么 由 
(4.2.1) 易 知 , 对 一 切 t € R, eitf(?) = eitg(?) yp eB. 因此 f(y) = g(y). 


5 引 理 4.2.1 设 B 是 线性 空间 , a 是 8 上 的 拟 连 续 特征 标 , 那么 必 有 f € 更 ^， 
使 得 , 
Qa(p)=e(?) wwe. 


证 ”由 假设 可 知 对 每 个 固定 的 o e R,altp) 是 实数 群 R ( 按 加 法 及 欧 几 里 得 拓 
扑 ) 上 的 连续 特征 标 . 由 例 3.2.4 知道 , 必 有 唯一 实数 fo) 使 得 


a(tp) = ei(f), oo0<t<o, (4.2.3) 
只 要 证 明 p 一 f(y) 是 上 的 线性 泛 函 . 若 se R, 则 当 pe® 时， 
eitf(s9) 一 a(tsp) = eitsf(Y¥) (4.2.4) 
对 一 切 te RR 成立, 因此 sf(yp) = f(sp). 同样 地 , 当 yp,we€ $B,te R 时 ,由 
eH) = alt(p + 9)) = altp)alty) = er OY) 


即 各 Je 十 切 = Jp) + 证 毕 
因此 人 A 是 B4 到 g' 的 同 构 映照 
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定义 4.2.2 议和 下 是 线性 拓扑 空间 , B1 是 8 上 线性 连续 泛 困 全 体 , Bi 是 $ 人 
的 线性 子 空间 , 称 $1 为 更 的 共 斩 空 间 . 


这 时 更 按 加 法 成 为 拓扑 群 , 本 章 中 Bt 所 起 的 作用 与 更 的 对 偶 群 B* 在 第 三 章 
中 的 地 位 一 样 . 


定理 4.2.2 ” 设 为 线性 拓扑 空间 , 那么 B81 到 B* 的 映照 /一 eif ( 即 人 在 鲁 
上 的 限制 ) 是 同 构 映 照 . 


证 ”显然 AGt CcC GB*. 奇 ae gB*, 由 引 理 4.2.1 有 fe GA, 使 a(y) = eif(?),p eG. 
只 要 证 明 f 是 连续 的 就 可 以 了 . 由 a 的 连续 性 可 知 


= {pla(ltp) =1}, ~o0<t<o% 


是 更 的 闭 子 集 . 因此 D= | ”Di 也 是 闭 的 , 但 是 容易 看 出 D 也 是 线性 泛 卫 / 
的 零 空间 {ol fle) = 0}. 今 证 / 是 连续 的 
只 要 考察 f 兰 0 时 的 情况 就 可 以 了 ， 任 取 woED, 由 于 D 是 闭 集 , 必 有 0 的 


环境 VV 使 wo VC BD 取 0 的 环境 W 使 得 当 | 和 | < 1 时 , 和 AW Cc 六 那么 当 
pw EW,IA<1 WH, go + Mp C END, ET 


f (po + Ap) #0, 


或 和 f(yp) 承 f(yp0). 由 此 易 知 当 2 < W 时 , |f(p)| < |f(ypo)|. 这 就 证 明了 对 任何 
JEeGise>0, 当 op 在 环境 水 十 Fw ew 中 时 ， 


OO) 一 OOi<e. 


我 们 得 到 了 泛 函 f 的 连续 性 . 所 以 ABt = 6B*. 至 于 映照 A 的 单调 性 前 面 已 证 过 , 所 
以 A 将 Bt 同 构 映照 成 B*. 证 毕 


定义 4.2.3” 设 GB 是 线性 空间 , % 是 下 的 某 些 子 集 所 成 的 7 环 记 61 是 实 
数 直 线 Ri 上 的 Borel 集 全 体 组 成 的 co- 代数, 如 果 8 满足 如 下 条 件 : (i) 对 每 个 固 
定 的 ge 下 映照 1 一 typ 是 (R1,B1) 到 (更 外) 的 可 测 映照 ; (ii) 对 每 个 固定 实数 
t,p 一 ty 是 (B®, 和 3) 到 (GB, 吧 ) 的 可 测 映 照 , 那么 称 (更 , 好 ) 为 线性 可 测 空间 , 这 时 测 
度 空间 (5$, %, 4) 称 做 线性 测度 空间 . 


下 面 我 们 再 考察 可 测 特征 标 与 可 测 线性 泛 图 的 关系 . 

设 (下 , 站) 是 线性 可 测 空 间 , 各 f 是 理 上 的 线性 泛 函 而 且 是 (B,) 上 可 测 函 数 ， 
那么 称 f 是 (8, 光 ) 上 的 可 测 线性 泛 图 , 这 种 可 测 线性 泛 郴 全 体 组 成 的 线性 空间 记 成 
Dp. 
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定理 4.2.3 ” 设 (6$, 肖 ) 是 线性 可 测 空间 , 那么 映照 
A: 一 e9 
成 为 加 法 群 Bw 到 (可 测 特征 标 群 ) 63 上 的 同 构 映 照 . 


证 显然 A 是 Bw 到 B23” 中 的 同 态 映照 而 且 是 单调 的 , 现在 只 要 证 明 ABs = 
53. 任 取 a e 82, 今 证 明 a 是 拟 连续 的 ， 对 每 个 pe GB, 由 外 的 性 质 (i) 容易 
看 出 实数 群 R 上 的 特征 标 t 一 a(typ) 是 (R1,1) 上 的 可 测 函 数 ， 由 例 3.2.4 知道 

a(tp),t e Ri 是 t 的 连续 水 数 , 即 a e GB'. 根据 引 理 4.2.1, 有 fe GB', 使 得 a = Af， 
即 
a(p)=e() pe. (4.2.5) 


对 每 个 固定 实数 t 关 0 及 复 平面 中 任何 Borel 集 4, 由 a 的 可 测 性 知道 {yla(y) e 
A} e 8, 又 由 8 的 性 质 (ii), {pla(tp) e 4} = -{vlaly ) e A} e %B, 即 a(typ) 是 (®,%) 
上 可 测 函 数 . 由 (4.2.5) 得 到 


f(y) = lim in 0 _a 人) 


因此 f(y) 是 (更 , 和 四 ) 上 一 列 可 测 函 数 的 极限 , 所 以 fe Bw. 证 毕 . 

我 们 仿照 定义 3.2.4 给 出 下 面 的 

定义 4.2.4 设 0 = (8,%B,n) 是 线性 测度 空间 , J(B) < co. 设 了 是 Bw 的 线性 
子 空 间 , 称 

WN) = | ednlp), f ey 
于 

是 Q (在 上) 的 特征 函数 . 

2"” 拟 线性 泛 项 

类 比 于 第 三 章 中 拟 特征 标 , 我 们 引出 拟 线 性 泛 也 . 


定义 4.2.5 ” 设 G 是 实 线 性 空间 ，(G, 好 , 由 是 关于 线性 子 空间 6 拟 不 变 的 非 
平凡 测度 空间 , 又 设 f 是 (G, 8) 上 可 测 实 函 数 , 适合 条 件 (i) 对 任何 实数 tt 当 geG 
时 , f(tg) = tf(g); (ii) 对 每 个 he 6, 存在 数 f(h) 以 及 子 集 Ei € %,n(GNEn) = 0， 
使 得 对 一 切 ge En,-00 <t< oo 


f(f +tg)=tf(9) + f(h),® (4.2.6) 


那么 称 f 为 (G, ,14) 上 关于 6 的 拟 线 性 泛 函 , 其 全 体 记 为 G,, 也 称 f 为 相应 于 f 
的 拟 线 性 泛 函 . 
@ 实 际 上 f(h) = f(h). 
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这 时 f 是 6 上 线性 泛 函 . 事实 上 , f 的 可 加 性 可 以 仿照 83.2 而 得 到 . 至 于 齐 次 
性 , 证 明 如 下 : 当 s 为 实数 , s 了 关 0,g e Ej 时 , 由 (4.2.6) 得 到 


f(sh + tg) = sf (n + 29】 ~ tf(9) + sf(h), 


于 是 f(sh) = sf(h). 

称 f 为 由 f 导出 的 线性 泛 函 , 其 全 体 记 为 6x. 

我 们 把 几乎 相等 的 拟 线性 泛 函 看 成 同一 函数 , 它们 导出 g 上 同一 个 线性 泛 函 . 

和 83.2 的 第 2 段 中 II 类 似 , 有 如 下 事实 . 

引 理 4.2.4 设 G 是 实 线性 空间 , 6 是 G 的 线性 子 空间 , (G, ,wn) 是 关于 平移 
6 遍历 的 拟 不 变 测度 空间 , 又 设 所 ,fe G 而 且 它 们 导出 6+ 中 同一 的 泛 函 , 那么 
f2—fi 几乎 处 处 等 于 一 第 数 . 


证 ”仿照 83.2 第 2 有 段 中 了 II1, 立即 知道 ,对 任何 两 个 实数 cl ca; cl < cz, 集 {glc1 < 
f2(9) 一 及 (9) < c2} 是 拟 不 变 的 , 因此 由 的 遍历 性 , 有 实数 c, 使 集 {9g|f2(g) 一 有 (9) = 
c} 与 G 只 相差 一 零 集 . 证 毕 . 


由 引 理 4.2.4 的 证 明 可 以 看 出 , 奉 汉 中 不 存在 如 下 的 集 瑟 : (i) 是 拟 不 变 的 ; 
(六 i) j(GNE) = 0; (iii) 对 每 个 ge G,g 关 0, 直线 {tg| - oo <t < co} 与 互 只 相交 于 
一 点 , 那么 前 述 的 常数 c 必 为 零 , 因此 所 与 户 几乎 处 处 相等 . 

记 8 是 G, 中 相应 于 6 中 线性 泛 函 0 的 元 素 全 体 , 那么 商 空 间 G,,/%B ( 记 为 
Go) 与 6+ 间 有 自然 的 同 构 映 照 


£:n = n E Gpo, (4.2.7) 


这 里 9 是 相应 于 同一 线性 泛 函 /的 拟 线性 泛 函 全 体 组 成 的 剩余 类 
再 写 出 定理 3.2.3 的 一 个 系 . 


系 4.2.5 设 G 是 线性 拓扑 空间 , 6 是 G 的 线性 子 空间 , 但 6 本 号 具有 拓扑 
9, 使 6 成 为 第 二 纲 的 线性 拓扑 空间 , 而 且 这 个 拓扑 3 比 G 在 6 上 导出 的 拓扑 强 . 
又 设 (G, 好 ,由 ) 是 关于 平移 6 拟 不 变 的 正则 测度 空间 , 那么 (G, ,1) 上 的 每 个 (天 
于 6 的 ) 拟 线性 泛 函 导出 6 上 的 线性 连续 泛 也 . 


特别 , G 上 的 每 个 可 测 线性 泛 函 f, 当 它 限制 到 6 上 时 , 是 (6, F) 上 的 线性 连 
续 泛 函 . 
证 设 feG,, 作 
a(g) = ef geG, 
显然 a 是 G 上 的 拟 特征 标 , 由 系 3.2.4, a 导出 6 上 的 连续 特征 标 . 然而 由 (4.2.6)， 


对 每 个 he 6&， 
pif (gth) 一 oif (h) oif (9g) 
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对 几乎 所 有 的 9 成 立 , 因此 
dl(g) = eif 人. 
再 根据 定理 4.2.2, 由 & 的 连续 性 导出 f 的 连续 性 . 证 毕 . 
我 们 也 可 以 利用 定理 3.2.3 的 证 法 来 直接 证 明 系 4.2.5. 
3" 线性 泛 枯 空间 及 拟 线性 泛 函 空间 上 的 拓扑 


仿照 83.2, 我 们 给 出 线性 泛 函 空间 上 几 种 常用 的 拓扑 . 
L 设 G 是 一 线性 空间 ,了 是 G 上 某 些 线性 泛 函 所 成 的 线性 空间 , 对 于 每 个 fp € J 
任意 的 9 ,gn EG 及 正 数 e, 作 


U(fo;g1,:.. ,gn;€) 
= {fl|f(gx) — fo(gr)| <e,k=1,2,...,n}. 


用 这 些 集 作为 fo 的 环境 基 , 这 样 得 到 J 上 的 一 个 拓扑 , 称 它 为 弱 拓 扑 . 容易 看 出 J 
按 这 个 拓扑 成 为 线性 拓扑 空间 . 

如 果 在 AJO 上 取 弱 拓扑 , 那么 A 是 J 到 AJ 的 连续 映照 . 事实 上 , 这 容易 由 不 
等 式 |1 一 eif(9)| < |f(g)| 得 到 . 但 一 般 说 来 , A 不 是 拓扑 映照. 

II. 设 G 是 线性 拓扑 空间 , J 是 Gt 的 线性 子 空间 , 对 于 每 个 fo e JG 中 的 任何 
有 界 集 CQ 及 正 数 =, 我 们 作 集 


YUoies)={H sup |f(9) — fo(g)| < e}. 


用 这 些 集 作 为 在 fo 的 环境 基 , 这 样 得 到 J 上 的 一 个 拓扑 , 称 它 为 强 拓扑 . 强 拓 扑 强 
于 弦 折 扑 , 一 般 说 来 , 强 拓 扑 与 弱 拓扑 并 不 一 致 . 

II 仍 设 G 是 线性 拓扑 空间 , J 是 Gt 的 线性 子 空间 , 而 且 J 中 泛 函 在 G 中 有 堆 
的 环境 I 上 有 界 . 作 J 上 范 数 


|flu = sup |f (9)|. 
gE 
J 按 范 数 |fly 成 为 赋 范 空间 , 它 的 拓扑 有 是 以 下 述 类 型 的 集 : 
环 (jo 岂 es) = 一 Ju<e， es>0 


为 在 fo 的 环境 基 , 这 个 拓扑 称 做 此 -拓扑 . 
我 们 留意 , J 上 的 纪 拓 扑 等 价 于 均衡 凸 泛 函 


| 
nah TT 1" 


”这 里 映照 A 的 意义 见 (4.2.2)， 
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导出 的 拓扑 . 
设 @ 为 G 中 任 一 有 界 集 , 必 有 正 数 5, 使 5Q c & 因此 


W (fo;&, 动 V (fo, Q, E). 


因此 , 4 拓扑 强 于 强 拓扑 , 这 两 种 拓扑 一 般 说 来 并 不 一 致 

当 G 是 线性 赋 范 空间 时 , 着 记 = {zllzl < 1} (zl 为 G 上 范 数 ), 那么 Gt 中 
一 切 泛 函 在 上 有 界 , 这 时 J 上 的 -拓扑 等 价 于 强 拓 扑 , 也 等 价 于 范 数 sup f(z)| = 
fi 导出 的 拓扑. 

IV. 设 G 是 线性 空间 , 6 是 G 的 线性 子 空间 , (G, %, 1) 是 关于 6 拟 不 变 的 测 
度 空间 , J 是 (G,%,n) 上 (关于 6 的 ) 某 些 拟 线性 泛 函 所 成 的 线性 空间 ， 任 取 集 
A eB,n(A) < oo, 在 JJ 上 引进 均衡 西 泛 函 ( 见 附 录 工 中 定义 工 1.3) 


f(g) 2 
Al+f(9)’ org 


由 8LL {RA(-)} 导出 J 上 拓扑 如 下 : 对 每 个 he 任意 集 4e 3,n(4) < oo 和 任 
意 正 数 <, 我 们 作 集 


RN)=( 


Y(fo, A;e) = {fIRaA(f — fo) < ej}, 


用 这 些 集 全 体 作为 在 fo 的 环境 基 , 这 样 得 到 一 个 拓扑 , 称 为 yp- 拓扑 , J 按 /于 拓扑 成 
为 线性 拓扑 空间 . 特别 当 jy 为 有 限 测度 时 , /拓扑 也 就 是 由 距离 


(f(g) — p(9))° 2 
RY -0)= (/ 1+ (f(g)— eo) Ped 


所 导出 的 拓扑 , 这 时 {fn} 按 距 离 R 收敛 于 f 的 充 要 条 件 就 是 {f} 依 测 度 jp 收 伍 
于 f. 
车 Qc Go, 当 Ae 8,n(4) < oo 时 , 令 


RaA(n) = inf Ra(f), 7€ QW. 
fE7 


称 由 {RA4(-), A € %B,n(4) < co} 导出 的 Q 上 的 拓扑 为 py- 拓扑 , 特别 当 jy(G) < oo 
时 , 称 由 Rm) = Re(n),n EQ 导出 的 拓扑 为 py- 拓扑 . 
若 己 C Br, 当 Ae ,py(4) < co 时 , 令 


Ra(y)= Ra4(C OP)， 9p €S, 


称 由 {RA(p), 4 e ,1(4) < o0} 导出 的 入 上 的 拓扑 为 广 拓扑 , 特别 当 HG) < oo 
时 , 称 由 R(p) = Ra(o),p < 与 导出 的 拓扑 为 -拓扑 . 
下 面 我 们 把 83.2 中 拟 特 征 函 数 概念 移植 此 处 
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定义 4.2.6” 设 0 = (G,B3,y) 是 关于 6 拟 不 变 的 有 限 测度 空间 , J 是 G 的 线 
性 子 空间 , 称 
$= /eranlo)，7ey 
是 9 的 (在 J 上 的 ) 拟 特征 函数 . 
J 上 均衡 广 沁 函 R(f) 与 拟 特征 函数 y(f) 之 间 有 如 下 关系 : 


R(f)* = /We — Ry (tf))e dt. (4.2.8) 
事实 上 , 这 由 等 式 
Tr =/ (1 — Me'')e tdt, 一 oo <a<oo 


及 交换 积分 顺序 的 Fubini 定理 可 得 . 


引 理 4.2.6 ”在 定义 4.2.3 的 假设 下 , 设 9 是 J 上 的 拓扑 , 使 (JJ 9) 成 为 线性 
拓扑 空间 . 那么 拟 特征 函数 wy(f) 在 (J 9) 上 连续 的 充 要 条 件 是 .9 强 于 / 斑 拓 扑 . 


换言之 , /拓扑 就 是 J/ 上 使 拟 特征 函数 连续 又 使 (7 9) 成 为 线性 拓扑 空间 的 
最 弱 拓 扑 . 


证 ”条件 的 必要 性 由 (4.2.8) 及 积分 的 Lebesgue 控制 收敛 定理 可 知 . 反之 , 设 
9 强 于 /拓扑 ,不 妨 设 F 满足 第 一 可 列 公理 , 不 然 的话 , 可 以 把 9 减弱 到 仍然 强 于 
/拓扑 但 满足 第 一 可 列 公理 的 程度 . 设 {f} 在 ( 3) 中 收敛 于 f, 则 按 /于 拓扑 { 轧 } 
也 收敛 于 f, 即 {所 } 依 测度 jy 收敛 于 f, 由 Lebesgue 控制 收敛 定理 及 |eif(9)| = 二 1 知 


引 理 4.2.6 给 出 了 由 拟 特征 函数 决定 y- 拓 扑 的 方法 . 


引 理 4.2.7 设 G 是 线性 空间 , 6 是 G 的 线性 子 空间 , (G, 好, /由 是 关于 6 拟 
不 变 全 有 限 的 完备 测度 空间 , 那么 Gv 按 拟 距 离 R(f - wp), f,p € Gu 是 完备 的 ; Guo 
按 距 离 R(E 一 nn),&,n € Gyo 也 是 完备 的 ; B+ 按 距 离 R(f -5$), f,5 e ER 也 是 完备 的 . 


证 ” 设 {所 } 是 基本 序列 , 即 当 m,n 一 co 时 ， 
Lm R(fm 一 fn) = 0. 


由 于 (G,%B,1) 上 可 测 函 数 全 体 按 距 离 R 成 为 完备 空间 , 必 有 子 列 {fi,} 在 G 上 岂 
乎 处 处 收敛 . 我 们 定义 函数 f(g) 如 下 : 在 {f%,} 的 收敛 点 (其 全 体 记 做 E) 上 规定 
9 = lim fns(9), 而 在 GNEB 上 规定 f(g) = 0. 今 证 fe G. 事实 上 , f 是 实 可 测 
”函数 , 而 且 由 于 f, 是 齐 次 的 , 对 一 切 g e G 与 实数 t, 成 立 着 f(tg) = tf(g). 又 对 
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每 个 自然 数 及 he 6 有 Ye ,适合 条 件 : (i) 妇 全 C 五 由, -oo <t < co; (i 
nu(GNEW)) = 一 0; (ii) 当 ge pet ) 一 oo <t < co 时 ， 
fn (tg + h) = 万 (h) + tfn (9). (4.2.9) 
例如 取 El = {9|fns(h +t9) = tfns(9) + fs(h),—00 <t < o0}. 
令 门 如 "n= Bn, 那么 显然 tB C Bh 而 且 Jj(GNEh) = 0. 又 当 g Ee 
k= 
万 一 oo <t < oo 时 , 由 (4.2.9) 得 到 
fltg+h)—tf(9)= lim (fnsltg + h) — tfne(9)) = lm fni (h). 

记 f(h) = lim fi.(h), 那么 fe Gu. 显然 , 这 时 R(fn 了) 一 0, 因此 Go 按 RR 为 完 
备 空间 . 

由 于 外 是 G% 的 闭 子 空间 , 商 空间 Gjo = Gy/ 和 8 按 R(m),m€ Gyo 也 是 完备 的 . 

系 4.2.8 右 {j 久 jecGo 而 且 lim 瓦 (太一 亡 =0， 那么 对 一 切 he 6 


im fa(h) = f(h). 


引 理 4.2.9 ” 设 G 是 线性 拓扑 空间 , 6 是 G 的 线性 子 空间 , 在 6 上 有 拓扑 9 
使 (6, 9) 成 为 满足 第 一 可 列 公 理 的 第 二 岗 线性 拓扑 空间 9, 而 且 2 比 G 在 656 上 
号 出 的 拓扑 弱 . 又 设 (G,%B, x) 是 关于 平移 6 拟 不 变 的 正则 测度 空间 . 


那么 ( 6 中 必 有 和 零 的 环境 V, 使 得 B+ 中 的 一 切 f 都 在 V 上 是 有 界 的 ; (i) 对 
每 个 正 有 限 测度 集 4 e 外, 有 (6, 9 ) 中 零 的 环境 Va, 使 得 B+ 上 的 jy- 拓 扑 强 于 Gx 
上 的 WV- 拓 扑 . 


证 ”对 于 每 个 fs Go 作 G 上 的 拟 凸 函数 组 


|f(9)| 
p(9) = 1+ jg)2 gE€EG, 
FM ,eg 


根据 系 3.1.18, 对 每 个 正 有 限 测度 集 4 e %, 有 (6, 9 ) 中 零 的 环境 Va 及 正 数 c4, 使 
得 对 一 切 fe Gu 成 立 着 


sp Do 


heVa /1+ f(h)? Wyre 


巴 例 如 (6, 9) 是 完备 线性 拟 趾 离 空间 . 
外 这 里 ci = ca Vu(4). 


ug) < oRA(f)®. (4.2.10) 
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这 样 , 对 每 个 fs Gu 取 正 数 t 充分 小 , 使 co Ra(tf) < 1. 那么 由 (4.2.10) 即 知 
t|f(h)| 


SUP = < 1. 
hEVA /1 十 t2f(h)? 


因此 up f(h)| < co. 即 一 切 fe G4 都 是 在 YA 上 有 界 的 , 这 就 是 (i). 


A (4 2.10) 中 f 在 剩余 类 n= {elpeGo5= 月 内 变化 ， 对 (4.2.10) 右 端 取 下 
界 得 到 
sup HO < cAaRAaA(n). (4.2.11) 
"ea Yl1t+ 1 


对 任何 正 数 s < 1, 取 正 数 6 < 一 一 一 Te 5 ,那么 由 (4.2.11) 知道 当 7 € {nm|R4(n) < 


6} 时 , fe {fflv。< ej}. 这 就 证 明了 jp- 拓 扑 强 于 V4- 拓 扑 . 证 毕 

我 们 在 (4.2.10) 式 两 边 把 f 换 成 tf,0 <t < co 再 把 两 端 除 以 t 然后 令 t 一 co， 
就 得 到 
sup f(A) < ea { lf(9lan(g). (4.2.12) 


heV. 


系 4.2.10 ”在 引 理 4.2.9 的 假设 下 , 6+ 上 的 u_ 拓 扑 强 于 强 拓扑 . 
由 于 8+ 上 任 一 V- 拓 扑 强 于 强 拓扑 , 由 引 理 4.2.9 立即 推出 系 4.2.10. 


定理 4.2.11 设 G 是 线性 拓扑 空间 , 6 是 完备 的 线性 距离 空间 , 6 是 G 的 线 
性 子 空间 而 且 6 的 拓扑 比 G 在 6 上 导出 的 拓扑 强 . 在 gf 上 取 强 拓扑 7 了. 又 设 
0 = (G, 和 8,y) 是 关于 6 拟 不 变 的 有 限 、 正 则 测度 空间 . 那么 当 8+ = 61 时 ,9 即 
为 yy- 拓扑 . 又 若 Cc 6B4, 且 5 在 (6t, 9) 中 稠密 , 那么 下 面 的 两 件 事 等 价 : 

(i) 6+ = 61, 

(i) 6k 上 jp- 拓 扑 在 5 上 导出 的 相对 拓扑 色 弱 于 9 在 5 上 导出 的 相对 拓扑 
万. 


证 由 引 理 4.2.7, Go 按 jy- 拓扑 为 完备 的 线性 距离 空间 , 因此 Br 按 / 广 拓 扑 
儿 , 也 是 完备 的 线性 距离 空间 , 又 61 按 9 也 是 完备 的 线性 拓扑 空间 . 又 由 系 4.2.10， 
久 DF ,因此 (Go, 了) 可 距离 化 . 若 6+ = G1, 根据 Banach 道 算 子 定理 , ZF, = 7. 
顺便 由 (i) 推出 了 (i). 


反之 , 设 (ii) 成 立 . 任 取 fe 61, 必 有 一 列 {所 } C5, 按 拓扑 9 收敛 于 f, 因此 
{fr} 按 贸 是 基本 的 , 按 克 也 是 基本 的 . 由 Br 按 jy- 拓扑 的 完备 性 ( 见 引 理 4.2.7) 
必 有 pe B+ 使 {所 } 按 / 广 拓 扑 收敛 于 wo. 再 由 系 210 {有 } 按 9 也 收敛 于 yp, 因 
此 f=ye Br, 即 6+ G1, 再 由 系 4.2.5 得 到 (i). i 

当 @ = 6f 时 , 称 Q 是 相应 于 6 的 标准 拟 不 二 测度 s 间 |. 

上 面 的 一 些 引 理 给 出 了 决定 B+ 的 方法 , 我 们 再 考察 一 些 较 特殊 的 情况 . 
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定义 4.2.7 设 0 = (G,%,n) 是 线性 测度 空间 , 且 是 关于 线性 子 空间 6 拟 不 
变 的 测度 空间 , 若 fe ZL(O) n Gy = G2 那么 称 


BE(f) = | f(g)dn(g) 
为 f (在 9 上 ) 的 平均 值 . 大 wje (9)nG,= Go, 那么 称 
c(f, op) = 1/ f(g)p(g)adnu(g) 
G 
是 f 与 p 的 相关 数 . 又 称 两 元 泛 函 c(f,y),f,p € G2 为 相关 泛 函 . 显然 , 这 个 相关 


泛 函 成 为 G2 上 的 内 积 . 
引 理 4.2.12 ” 设 0 = (G, 外 ,站 ) 是 关于 线性 子 空间 6 拟 不 变 的 线性 测度 空间 ， 
A(G) < co, 那么 Gz 按 内 积 c(y, f), yp, fe Gr 是 完备 的 . 


证 ” 设 { 户 } 按 内 积 c(y, 了) 是 基本 的 , 即 在 I2(9) 中 是 基本 的 , 由 L2(Q) 的 完 
备 性 , 有 wo es (9), 使 {f} 在 2(9) 中 收 仿 于 wo. 由 于 


Rf) < ve(f, 7), 


{所 } 按 距离 R(f 一 p), f,p € G 也 是 基本 的 , 由 引 理 4.2.7 有 foe Go 使 尽 ( 户 一 记 ) 一 
0. 容易 证 明 这 时 yo 与 fo 几乎 处 处 相等 . 因此 wo e I2(Q) n Gu 证 毕 . 


我 们 记 吵 = {flf e G2}, 当 we 64 时 , 记 
cp = inf cf 旋 : 
f= 


容易 看 出 Ve(w;) 也 是 由 内 积 导 出 的 范 数 , 这 个 内 积 也 记 为 c(p, 轨 . 也 称 之 为 6& 
上 的 相关 泛 函 . 


定理 4.2.13 ”在 定理 4.2.11 的 假设 下 , 若 64 = 61, 则 9 即 为 由 Ve(w,),w€ 
G4 导出 的 拓扑 . 若 5 C BL 且 $5 在 (61, 久 ) 中 稠密 , 那么 下 面 两 件 事 等 价 : 

(iD 68 = 81, 

(i) 入 上 由 Ve(w,),w€ 5 导出 的 相对 拓扑 丈 弱 于 9 在 5 上 导出 的 相对 
拓扑 . 


证 设 64 = 61, 今 ,= 2(Q)ny (此 表示 映射 f 一 的 零 空 间 ). 由 引 
理 4.2.12, G2 按 c(p,W) 为 完备 空间 , 因此 商 空间 68 = G2 /22 按 Ve(w, 妇 ) 也 是 完 
备 空间 . 又 由 (4.2.12) 容易 推出 


sup |é(h)| < caVHG)V es, 6), €e GY. 


§4.2 ”线性 空间 上 的 线性 泛 函 与 拟 线性 泛 函 . 183 . 


因此 61 = 64 上 Ve(w, wp) 导出 的 拓扑 强 于 9. 由 Banach 道 算 子 定理 , 这 两 个 拓扑 
一 致 . 而 且 由 (i) 立即 得 (ii). 

仿照 定理 4.2.11 的 证 明 也 可 以 由 (区 推出 (i). 证 毕 

我 们 也 可 以 考察 Gj mn Zz(O),p > 1 上 类 似 的 问题 , 不 再 闭 述 . 

和 定理 3.2.10 完全 类 似 地 有 下 述 定理 : 


定理 4.2.14 设 G 是 线性 拓扑 空间 , 6 是 G 的 线性 子 空间 , Q = (G, 汉 ,y) 是 
关于 平移 6 拟 不 变 、 遍历 的 正则 测度 空间 , 又 设 6 有 拓扑 ( 它 比 G 在 6 上 导出 拓 
扑 强 ) 使 6 成 为 第 二 纲 的 线性 拓扑 空间 . 取 非 零 向 量 ye L(0),w(g) >0, 作 G,, 上 
的 均衡 凸 泛 函 


四 外 9)” 
一 G 1+f(9)? 
那么 Ry(7) 在 G,, 上 导出 的 拓扑 与 yw 无关, 而且 等 价 于 G,, 上 的 /一 拓扑. 

事实 上 , 由 于 6 是 线性 拓扑 空间 , 6 必 是 联络 的 . 因此 仿照 定理 3.2.10 的 证 明 
可 以 导出 定理 4.2.14, 今 从 上 略 . 
此 外 , 我 们 注意 (4.2.13) 中 的 泛 函 和 定理 3.2.10 中 的 泛 函 有 如 下 的 关系 : 


plg)dnlg) ， f EG,, (4.2.13) 


Ry(f)° -3/ Ny (eti())2e-tat, (4.2.14) 


这 一 点 完全 类 似 于 (4.2.8). 
系 4.2.15 ”在 定理 4.2.14 的 假设 下 , 若 y' 是 (G,%) 上 的 测度 , 而 且 风 与 是 
强 等 价 的 9, 看 WE L(G,%B,1),w'(g) > 0, 作 Gu 上 的 均衡 凸 泛 函 


nf fn 
Rf)= (人 wd) ，7eGr (4.2.15) 


那么 By 与 BR, 在 Gy 上 导出 相同 的 拓扑 . 
证 记 马 = {glw(g) > 0}), 则 忆 按 jy/ 是 o- 有 限 的 , 因此 按 5 也 是 c- 有 限 的 . 
由 与 ww 的 弱 等 价 性 , 存在 上 的 可 测 函 数 


/ 
0< 呢 人 -oo 


dp(g) 
使 得 o 二 wo < [1(Q),p > 0,y 不 几乎 处 处 为 0, 而 且 


Ry = R',. 
根据 定理 4.2.14, Ry 与 Ro 导出 相同 拓扑 , 所 以 Ry 与 Ri, 导出 相同 的 拓扑 . 证 毕 . 
外 由 于 内 与 4 的 强 等 价 性 , G 与 Gj 一 致 
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这 个 系 也 可 以 用 来 判别 两 个 测度 不 等 价 . 


例 4.2.1 人 4.1.2 的 间 . 下 全 们 证 党 | 行 令 | 为 1 上 如 下 


一 >》 ozm， T= {zm} El. 
1 


( 厂 取 1 上 的 拓扑 为 欧 几 里 得 拓扑 的 乘积 , 则 if 就 是 线性 连续 泛 函 全 体 .) 令 lo 是 形 如 
{fi,:… ,fn,0,0,.- .} 的 全 体 ， 所 以 to 是 1 的 子 空 s 间 ]. 通过 f 一 {有 1,: …, fm,…} 建立 
了 到 如 的 一 一 对 应 . 由 于 /i 中 的 f 是 (1,%,) 上 的 可 测 线性 泛 函 , 因此 ii cc G,. 


下 面 考察 一 种 特殊 情况 . 我 们 知道 , 当 1 < a < 2 时 函数 


el , 一 co<t<oco 


是 一 个 无 穷 可 分 分 布 的 特征 函数 (例如 参看 Doob[1]), 而 且 由 于 这 个 函数 按 Lebesgue 
调度 是 平方 可 积 的 , 因此 有 je 2( 一 00, o0), 使 


OO 
/ ettz jz)2zdz =e ll , 一 oo <t< oo， 
一 DO 


而 且 这 里 的 f 可 以 取得 几乎 处 处 大 于 0 (例如 见 赵 仲 哲 , 数学 学 报 3 (1953), 177 页 ). 
我 们 在 例 4.1.2 中 取 f。 = f,a = 1,2,… ,这样 得 到 拟 不 变 测度 /2 把 它 记 做 je. 我 
们 来 计算 相应 的 R1(f), felt. 首先 计算 Ni (ef()). 


Ni(eitf())2 = 2 / (1 — Meitf(®) )dp(z) 
l 


一 2 一 ( 一 然 I /. emer fanlem)don 


Le 人 > or |) f elt 


因此 Ri1(f)? = 咎 € 一 exp 1- 3» tole | ) etdt. 今 后 记 这 个 R1(f) 为 R*(f). 


mn 二 1 
4° 线性 空间 上 的 某 些 o- 代 数 
我 们 在 这 里 给 出 后 面 常用 的 某 些 o- 代 数 , 以 及 它们 之 间 的 关系 . 
定义 4.2.8 设 严 是 线性 空间 ,与 是 BA 的 线性 子 空间 . 任 取 ” 维 空间 中 Borel 
集 bE, p1,: “* ,Pn Ee 中 ， 称 形 如 


{fl(f(p1),.… Jpn))E 瑟 三 E 性 } 
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的 集 为 相应 于 {P1 ,Pn} 的 以 五 做 基 的 Borel 柱 . 若 01 ,On 张 成 M, 也 称 相 
应 于 M 的 Borel 柱 . 记 相 应 于 1M 的 Borel 柱 全 体 为 5S(M), 它 是 o- 代 数 . 一 切 Borel 
柱 的 全 体 ( 记 为 5) 是 一 代数 . 包含 5 的 最 小 -代数 记 为 好 . 那么 称 色 中 的 集 为 
(相应 于 更 的 ) 弱 Borel 集 . 特别 当 B 是 线性 拓扑 空间 , 取 5 c Et 时 , 就 简称 8 中 
集 为 弱 Borel 集 . 显然 ($5, 和 8) 是 线性 可 测 空 间 . 


设 @ 是 线性 空间 , 5 是 84 的 线性 子 空间 , 令 8 是 由 更 的 子 集 组 成 的 包含 一 
切 集 
{plF(p) <a}, oo<a<o%,Fe® 


的 最 小 o- 代 数 , 那么 称 $ 中 的 集 为 (相应 于 B 的 ) 弱 Borel 集 . 特别 当 B 是 线性 拓 
扑 空间 , 5 C Bt 时 , 就 简称 $ 中 集 为 弱 Borel 集 . 
我 们 注意 , 当 $5 是 完整 的 出 时 候 , 把 每 个 pe 更 能 和 $4 得 pi 如 下 : 


p1(f)=f(p), f es. 


令 pi = {pilp € B}, 那么 5 中 (相应 于 GB 的 ) 弱 Borel 集 也 就 是 (相应 于 $4 
的 ) 弱 Borel 集 . 这 样 可 以 把 两 种 弱 Borel 集 的 概念 统一 起 来 . 
我 们 注意 , 弱 Borel 集 已 经 是 足够 广泛 的 一 类 集 . 


引 理 4.2.16 设 8B 是 可 析 的 赋 可 列 范 空间 , 则 更 中 每 个 开 ( 闭 ) 集 都 是 弱 
Borel 集 . 


证 设 pli < lvllz < … < lplln < … 是 更 上 的 范 数列 , 记 Sn(r) = 
{oe2llel。< 入 了 }. 先 来 证 明 S。 = 5%(1) 是 弱 Borel 集 . 由 于 更 是 可 析 的 , 必 有 一 列 
{pm} C EN 在 BN5; 中 按 ||pl|l, 稠密 . 由 Hahn-Banach 的 泛 函 延 拓 定理 , 必 有 
fm & B1, 使 


[fmll-n= sup |fm(¥)|=1, fm(Ppm) = ||pmlln. (4.2.16) 
|ylln <1 


作 集 | 
E= {|{vllfn(p)| < 1 


m=]1 


显然 马 是 弱 Borel 集 . 今 证 明 = 59. 事实 上 , 由 (4.2.16), 显然 有 EE 2 5%. 如 果 
ypESn, 取 正 数 5 < = (ola—1) 那么 必 有 m 使 ||pm 一 pll%n < 6, 因此 |fn(pm 一 9p)| < 5 
从 而 

fm(p)| > |fm(pm)| — 5 = [ioe ll -0 |vlln — 20>1, 
即 peEE. 这 就 是 证 明了 8" 是 弱 Borel 集 . 类 似 地 可 以 证 明 对 一 切 pe 更 , Sn(r) 十 
是 弱 Borel 集 . 


@ 即 对 于 @ 中 每 个 不 为 0 的 p, 必 有 fe 久 使 f(p) 六 0. 
多 关于 引 理 4.2.16, 4.2.17 及 其 证 明 中 所 用 到 的 一 切 术 语 参 看 附录 1.3. 
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由 于 更 是 可 析 的 , 对 于 更 中 每 个 开 集 O, 必 有 一 列 {gw}, 正 数 {r,} 及 一 切 自 
然 数 {mm}, 使 得 O = LU {pn 十 Sm, (7n)}, 因此 O 是 弱 Borel 集 . 由 于 B 也 是 弱 
Borel 集 , 所 以 一 切 闭 集 BO 也 是 弱 Borel 集 . 证 毕 . 

因此 在 引 理 4.2.16 的 假设 下 , B 中 弱 Borel 集 全 体 就 是 B 中 开 集 全 体 所 张 成 的 
0- 代 数 . 


引 理 4.2.17 ” 设 更 是 可 析 的 赋 可 列 范 空间 ， {lola} 是 它 的 范 数列 , 则 5_%(7) = 
{plllpll_n 志 7} 是 Bt 中 弱 Borel 集 . 


证 ” 设 {ypm} 是 S。 中 稠密 的 点 列 , 作 


B= 人 famjl 和 7}, 
7 一 工 
则 B 是 B81 中 的 弱 Borel 集 . 今 证 B= 5_%(7). 由 于 {pm} C 5 显然 BD 5_n(7). 
反之 , 设 fe B, 若 pe Sn, 则 必 有 子 列 {pm。j, 使 得 lim pms = 9 ( 按 中 拓扑) 
因此 当 f € B 时 ， 
FO) = lim |f (pm)l < n 


即 得 f € 5_%(7). 因此 S_%(7) = B 是 弱 Borel 集 . 证 毕 . 
特别 言 之 , B1 = U S_n(m) 是 弱 Borel 集 . 


mm 二 1 


5 拟 不 变 测 度 的 存在 性 


下 面 给 出 利用 不 等 式 (4.2.12) 来 求 拟 不 变 测度 存在 的 必要 条 件 的 方法 . 这 里 只 
与 出 Hilbert 空间 及 数列 空间 的 情况 , 但 这 个 方法 还 有 可 能 用 到 更 一 般 的 情况 . 此 外 ， 
这 里 所 举 出 的 必要 条 件 事 实 上 也 都 是 充分 条 件 , 这 一 点 将 在 85.3 中 说 明 . 


定理 4.2.18 设 G 是 可 析 的 Hilbert 空间 , (z,y) 是 G 中 内 积 , @ 和 G 的 线 
性 子 空间 , 而 且 6 本 身 是 人 3 间 , 吕 (yp,y)jn,n = 1,2,.… 是 它 的 一 列 
内 积 而 且 (yq,gp)1 和 (pp 苹 …. 设 6 到 G 的 能 人 算 子 是 连续 的 ,@ 那么 必 有 自 
然 数 n, 使 得 当 把 工 看 成 @ 于 (p 由)n 的 完备 化 空间 6 到 G 的 能 入 算 子 时 , T 为 
Hilbert-Schmidt 型 算 子 . 


证 “我们 不 妨 设 /适合 条 件 | 
M; = | ewan) < oo. 


中 关于 可 列 内 积 空间 的 概念 见 附录 II. 
外 也 就 是 说 , G 在 6 上 导出 的 拓扑 弱 于 6 的 拓扑 . 
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不 然 的 话 , 把 换 成 等 价 的 测度 
'(E)= ecz)dutz 
(BE) 人 du(z), Ee%® 
就 可 以 了 . (我 们 注意 , 这 里 (z,z) 是 (G,%) 上 的 可 测 孙 数 .) 
根据 (4.2.12), 存在 正 数 c。 和 6 中 零 的 环境 V 使 得 对 于 G 上 的 每 个 线性 连续 
泛 函 上 
sup Fl sc | f(g)ldn(g), (4.2.12)) 
万 ET G 
这 时 Y 必 包 含 某 个 形 如 {hl(h,h)n < 621 的 环境 . 任 取 G 中 的 一 个 完备 就 范 直 交 系 
{em}, 由 (4.2.12) 得 到 
s em)| <e’ em) 
up (en)2s< A (9, em) ldn(g) 


7 (h,h)n <62 
= Oy(G) 人 (g, 9)dp(g). 


不 妨 设 n 充分 大 , 使 得 了 按 (zx,y)， 是 连续 的 . 因此 工 可 以 延 拓 成 6; 到 G 的 线性 
有 界 算 子 . 这 时 
sup |(h,em)| = sup |(h,T*em)nl 
(h,h)n 60? (h,h)n<6? 
= 6(T*enm, T*em )n, (4.2.17) 


因此 根据 (4.2.12), (4.2.17) 和 5 引 理 II.1.2, T* 是 Hilbert-Schmidt 型 算 子 . 再 由 引 理 
II.1.3, 知道 下 是 Hilbert-Schmidt 型 算 子 . 证 毕 . 
我 们 最 感 兴趣 的 是 下 面 两 种 情况 : 


系 4.2.19 设 BcCHcCc Gt 是 可 析 的 装备 Hilbert 空间 , F1 是 B1 中 弱 Borel 
集 全 体 . 如 果 (&1, F1) 上 存在 关于 B 拟 不 变 的 有 限 、 正 则 测度 j, 那么 必 有 自然 数 
n,m(n 之 m), 使 B., (GB 按 第 ”个 内 积 的 完备 化 空间 ) 到 B1 的 能 入 算 子 是 Hilbert- 
Schmidt 型 的 . 


证 ”由 于 Bi eg 人 ( 见 引 理 4.2.17) 且 {Bh} 单调 上 升 地 , B1 = 【Bh, 所 以 
m= 二 1 
LD) 一 p(B1), 必 有 mm 使 jy(Bi,)>0. 


我 们 把 如 及 分别 限制 到 Bi, 上 , 得 到 一 个 测度 空间 (王强 jm), 它 是 关于 
更 拟 不 变 的 . 现在 把 更 与 下 分 别 作 定理 4.2.18 中 空间 6 与 G. 从 定理 4.2.18 得 
到 系 4.2.19. 证 毕 . 


系 4.2.20” 设 G,6 是 两 个 可 析 Hilbert 空间 , 6 是 G 的 线性 子 空间 , 6 到 G 


的 艇 入 算 子 了 是 连续 的 . 如 果 存 在 关于 6 拟 不 变 的 有 限 测度 空间 (G, 3,y) (这 里 
3 是 G 中 弱 Borel 集 全 体 ), 那么 工 是 Hilbert-Schmidt 型 的 . 
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例 4.2.2 设 1<p< o,f{an} 是 一 列 正 数 , 1?({an}) 是 满足 条 件 
上 [= (> onleo ”< ec 


(4.2.18) 


的 实数 列 上 = {tn} 全 体 . 按 数 列 通 常 的 线性 运算 及 (4.2.18) 规定 的 范 数 , I?({an}) 成 
为 Banach 空间 . 特别 地 改 记 LP({1}) 为 P. 令 8 是 LP({an}) 中 包含 一 切 Borel 柱 


{é|(&1, é2, 7 , En) C B} (B 是 有 限 维 空 x 间 Borel 集 ) 


全 体 所 成 的 o- 代 数 . 设 1 < gq < co, 如 果 存 在 关于 平移 ja nN 1?({a,}) 拟 不 变 的 有 限 


测度 空间 (1?({an}),B,n), 那么 
>》 an < %, 


li 


事实 上 , 由 于 | = lim (> le “是 可 测 函 数 , 不 妨 设 


p 
M ho éledn(é) < 
不 然 的 话 , 易 /为 等 价 的 测度 
(加 = | elsldn(B), Ee® 
Eb 
就 可 以 了 , 作 1?({an}) 上 的 可 测 线性 泛 郴 
fn(€) = én, € = {én} € 1?({an)), 
根据 (4.2.12), 必 有 la 中 零 的 环境 V 以 及 正 数 c, 使 得 
sup|fn(ON < ef ald), n= 
é&€V l? ({an}) 


因此 1 C 1?({an}). 


1 


不 妨 设 V= {tt| < 566 > 0,|#| = (> el , 那么 (4.2.12”) 化 成 


nn 二] 
1 入 < ,ldu(é). 
: 人 NEG 
利用 Holder 不 等 式 立 即 知 道 
1 < I?({a pl nied . 
(wedeD) 生 人 Gan 
将 上 式 两 边 乘 以 a,,, 并 对 n 相 加 得 到 
Yjan < < (5) x (1?({an}))? *M < oo. 


证 毕 . 


(4.2.19) 


(4.2.20) 


(4.2.127) 
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6” Lo 一 Fourier 变换 


天 于 群 上 的 L2-Fourier 变换 理论 已 经 在 83.4 中 叙述 过 , 这 些 理论 自然 可 以 搬 到 
线性 空间 上 来 , 其 中 的 定义 和 命题 只 要 作 较 小 的 变动 . 我 们 不 准备 详细 地 一 一 叙述 
在 线性 空间 时 的 情况 , 而 只 以 Ls-Fourier 变换 的 定义 为 例 叙述 在 线性 测度 空间 的 情 
况 , 其 余 的 留 给 读者 , 后 面 在 用 到 的 时 候 我 们 就 不 详细 交代 了 . 


定义 4.2.9” 设 QQ = (G,%,1) 是 线性 测度 空间 , 而 且 是 关于 G 的 线性 子 空间 
6 拟 不 变 的 可 局 部 化 测度 空间 . 设 0 = (G, 3, 凡 是 关于 G 的 线性 子 空间 6 拟 不 变 
的 线性 测度 空间 , 它 适合 下 面 两 条 件 : (i) 存在 6+ 到 6 上 的 同 构 映照 


f—f, 


又 有 6 到 Gs 的 同 构 映照 
h—h(0), feEG, 


使 得 & = {h(-)|h e 6} 是 Q 上 的 决定 集 , 而 且 当 he 6 时 , h(-) 在 6 上 导出 的 线性 
泛 函 h(.) 是 

h(a) = a(h), ade. 
( 存在 L2(0) 到 82(9) 上 的 西 算 子 忆 使 得 2 (99) 中 的 西 算 子 DV(h) = F(U(h))F-1， 
h € 8 的 形式 是 


(U(h)p)(0) = erp(0), $f €G,veL2(0). 


那么 称 (Q,6) 是 (Q,6) 的 对 偶 (或 称 6 是 9 的 对 偶 测度 空间 ), 又 称 F 是 相应 的 
(2(0) 到 22(Q) 上 的 ) L2-Fourier 变换 . 
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在 本 斑 中 , 我 们 仍然 只 考虑 实 线性 空间 , 同时 把 它 看 成 按 加 法 的 群 . 因为, 任何 
满足 7 隔离 公理 的 有 限 维 线性 拓扑 空间 拓扑 同 构 于 相同 维 数 的 欧 几 里 得 空间 , 因 
此 Bochner 定理 给 出 了 有 限 维 线性 拓扑 空间 上 正定 连续 函数 的 一 般 形 式 , 然而 对 于 
无 限 维 线性 拓扑 空间 , 迄今 为 止 还 没有 最 一 般 的 关于 正定 连续 函数 表示 的 定理 , 但 
是 已 有 了 一 些 重要 的 结果 . 我 们 首先 考察 一 般 线 性 空间 的 情况 . 


1?” 线性 空间 上 正定 连续 函数 , 柱 测度 


我 们 先 把 测度 概念 拓 广 为 “ 较 弱 ”的 柱 测度 . 
设 6 是 线性 空间 , 5 是 6 上 某 些 线性 泛 顶 所 成 的 线性 空间 . 设 5 是 5 中 的 
Borel 柱 全 体 所 成 的 代数 . 
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定义 4.3.1 设 忆 是 S 上 的 集 函 数 ; 对 于 6 的 每 个 有 限 维 子 空间 B, 把 P 限 
制 在 相应 于 更 的 Borel 柱 全 体 5S(B) 上 时 , P 是 概率 测度 , 那么 称 P 是 5 上 的 柱 测 
度 @. 


显然 , 柱 测度 P 又 满足 下 面 的 条 件 : (i) 对 任何 z e S, P(z) > 0; (ii) P(%) = 1 
(ii) P 是 有 限 可 加 的 . 这 里 条 件 (i) 和 (ii) 是 显然 的 , 条 件 (ii) 可 以 这 样 看 出 : 任 取 5 
中 互 不 相交 的 z1,… , zn, 由 84.2, 必 有 61 的 有 限 维 子 空间 B, 使 2 ,zn E S(®)， 
因此 由 己 在 S(@) 上 的 可 加 性 立即 得 到 


HL21 十 十 3) 三 人 2) 十 十 zh 


这 就 是 (省 ). 但 是 一 般 说 来 , P 在 5 上 不 是 可 列 可 加 的 . 

当 柱 测度 在 S$ 上 可 列 可 加 的 时 候 , 我 们 根据 熟知 的 方法 ( 见 Halmos[1]), 把 PP 
延 拓 到 包含 5 的 最 小 c- 代 数 和 上 一 一 延 拓 后 的 集 函 数 仍 记 做 PP 一 一 使 得 (5, $3, 也) 
成 为 概率 测度 空间 . 

设 PP 是 5 上 的 柱 测度 . 若 U(E),t e 5 是 5 上 的 函数 , 而 且 存 在 6 的 有 限 维 子 
空间 & 使 区 关于 概率 测度 空间 (9, S(@), P)@ 是 可 积 的 , 那么 称 关于 5 上 的 柱 测 
度 PP 是 可 积 的 , 而 且 以 关于 ($5, S(B), PP) 的 积分 作为 区 关于 柱 测度 PP 的 积分 , 仍 
记 为 


人 &(e)dP() 
特别 , 当 P 是 可 列 可 加 的 时 候 , 这 个 积分 值 也 就 是 公关 于 测度 空间 (5,$, 局) 的 积分 . 


定义 4.3.2” 设 6 是 线性 空间 , f 是 6 上 的 函数 , 如 果 对 于 任何 有 限 个 cl …… ， 
Pn € 5, 图 数 /pl 十 … 十 如 pr) 是 实 变数 石 ,…. ,th 的 连续 函数 , 也 就 是 说 , f 在 
6 的 任何 有 限 维 空间 (有 限 维 线性 子 空 间 中 总 是 采用 欧 几 里 得 拓扑 ) 是 连续 函数 , 那 
么 称 f 是 准 连续 的 . 


引 理 4.3.1 ” 设 6 是 线性 空间 , 5 是 6 上 某 些 线性 泛 函 组 成 的 线性 空间 , PP 是 
5 上 的 柱 测度 , 作 冰 数 


f(g) = 人 et9g)dP(E)， ge G6， (4.3.1) 


则 f 是 6 上 的 正定 准 连续 函数 , 而 且 f(0) = 1. 
证 ”由 于 P(5) = 1, 所 以 f(0) = 1. 又 因为 


f (9; — gk) Mk = 
2 yi k JI ik 上 


中 我 们 注意 , 这 里 柱 测度 的 概念 是 81.3 中 柱 测度 的 特殊 情况 . 
外 这 里 的 已 限制 在 S(&8) 上 . 


2 
De dP(é) > 0， 
7 
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所 以 f 是 正定 的 . 对 任何 p1,… ,pr e 6@, 将 Lebesgue 控制 收敛 定理 应 用 于 概率 测 
度 空间 (5, S(yp1,… ,pn), 卫 ), 并 注意 到 


一 i » tjé€(9;) 
/ (0) - 上 二 dP(é), (4.3.2) 
j=1 9 


匈 知 (4.3.2) 是 实 变数 二 ,…. ,如 的 连续 函数 . 证 毕 . 
当 5 中 元 素 是 够 多 时 , 我 们 给 出 引 理 4.3.1 之 道 . 


引 理 4.3.2” 设 6 是 线性 空间 , 入 是 6 上 某 些 线性 泛 函 组 成 的 线性 空间 , 5 又 
是 完整 的 ( 即 5 中 的 非 零 泛 函 的 零 空 间 只 含 零 向 量 ), 那么 对 于 6 上 的 每 个 正定 准 
连续 函数 f, f(0) = 1 必 有 5 上 唯一 的 柱 测度 已 使 得 


f(g) = 人 eis(9qdP(E), ge (4.3.3) 


证 任 取 6 中 有 限 个 线性 无 关 的 向 量 yi1,… ,pm 作 n 个 实 变数 五 …… , 妇 
的 函数 f(tipi 十 … 十 tnpn). 由 于 了 是 正定 拟 连续 函数 ，f(0) = 1, 我 们 容易 看 出 
fi 十 … 十 tnpn) 是 nn 个 日 变量 的 特征 函数 . 由 Bochner 定理 有 nn 维 空间 R,, 上 
的 概率 测度 Ce 使 得 


f(tip1 十 … 十 如 pn) = ff ea én) 


作 5 到 RR 的 映照 Ty} : € 一 (&(p1),… ,&(pn)). 由 于 5 是 完整 的 , Ti} 的 像 充 
满 整个 RR. 作 S({y;}) 上 的 集 函 数 Ple } 如 下 : 当 4 是 忆 , 中 Borel 集 时 , 规定 


AToi} (Tr)4) 一 C{fei(4) (4.3.4) 


显然 , (5, 5S({p;}), Pty,}) 是 概率 测度 空间 


我 们 来 证 明 这 族 概 率 测度 空间 是 符合 的 ， 即 对 于 任何 Be S({w;) ns({w;}), 
Wi pw wk C 省, 成 立 着 


Pry,}(B) = Po 1(B) (4.3.5) 
这 时 , 必 有 yp1,… ,pn € G6, 使 得 S({w;}) US({wj}) C S({y;}). 只 要 证 明 


就 可 以 了 ,因为 可 以 类 似 地 证 明 Ple (BE) = Pi,}(B), 从 而 得 到 (4.3.5)， 不 妨 设 
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pj; 二 中 j)j 二 1,2,… ,m,n 7 根据 (4.3.6), 我 们 有 


[EE CL GN , Em) 
= f(ti01 十 … tm ym) 
= f(tip1t+ +tmpm+ OPpm+i t+ Opn) 
[EG , &n). 
我 们 得 知 等 式 
Qfei ae， , én)|(é1, 四 , Em) 三 DD}) 一 Q{y}(D) 
对 m 维 空间 中 一 切 Borel 集 DD 成 立 , 这 也 就 是 说 ， 
Po}({é|(é(91), 0 , E (pn)) C D}) 


但 是 Stw) 中 任 一 集 B 必然 形 如 {&|(#(W1),… ,E(wm)) e D}, 因此 由 (4.3.7) 得 到 
(4.3.6), 即 前 述 的 概率 测度 空间 族 是 符合 的 . 
我 们 规定 3 上 的 集 函 数 已 如 下 : 当 4e 5S({w;}) 时 ， 
P(A) = Pi,,}(4). 


由 测度 空间 族 ($5, S({pj), Peyj}), {2p;} C 6 的 符合 性 , 仿照 81.3 知道 , P 有 确定 的 
意义 . 因此 可 知 , 已 是 5 上 的 柱 测 度 . 

再 证 PP 适合 关系 式 (4.3.3). 对 任何 ge 6, 当 g = 0 时 , (4.3.3) 是 显然 的 , 所 以 
当 g 关 0 时， 


f(9) = | eaQtoy 一 | ee 一 /ceoap() 


至 于 (4.3.3) 中 柱 测度 的 唯一 性 可 以 这 样 看 出 , PP 在 每 个 S({ejj 91,… ,pn€E6 
上 的 值 由 (4.3.4) 中 的 Qty,} 决定 出 , 而 Qte,), 根据 Bochner 定理 , 是 由 f 决定 的 . 
证 毕 . 

2” 柱 测度 的 连续 性 

我 们 相仿 于 $83.2, 规定 柱 测度 (测度 是 它 的 特别 情况 ) 的 连续 性 . 

定义 4.3.3” 设 6 是 以 了 做 拓扑 的 线性 拓扑 空间 , 5 是 6 上 的 某 些 线性 泛 函 
组 成 的 线性 空间 , P 是 5 上 的 柱 测 度 . 如 果 对 于 任何 正 数 e, 上 必 有 0 的 环境 了 C 2， 
使 得 当 x eV 时 ， 

PUéllé(z)| > 1,€€$}) <e 

成 立 , 那么 称 P 是 关于 拓扑 9 连续 的 或 简称 P 是 连续 的 . 
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下 面 仿照 83.3 建立 正定 函数 的 连续 性 与 柱 测 度 连续 性 的 联系 . 


引 理 4.3.3 ” 设 6 是 线性 拓扑 空间 , 5 是 6 上 的 某 些 线性 泛 函 组 成 的 线性 空 
间 , P 是 入 上 的 柱 测度 . 作 


f9)= | seodPG)，9geg (4.3.8) 
男 
那么 了 在 6 上 连续 的 充 要 条 件 是 柱 测度 PP 为 连续 的 . 
证 ” 议 / 是 连续 函数 , 对 任何 正 数 es, 必 有 6 中 的 环境 UU 使 得 
1— Rf(g) < 5 (4.3.9) 
对 一 切 ge 7 成 立 (由 于 f(0) = 1). 取 正 数 。 使 得 e-* < 5. 由 于 6 是 线性 拓扑 空 
间 , 必 有 0 的 环境 V, 使 得 |t| < a 时 tV c U. 这 样 , 当 g eV 时 , 由 (4.3.9) 得 到 
/ — Rf(gt))e ‘dt < 7 十 / 2e ‘dt < 7 (4.3.10) 
然而 由 Fubini 定理 我 们 得 到 z 
| (1 — Rf (gt))e dt = [1 (1 — costé(g))e ‘dtdP(é) 


2 
“Jsl GaP 人 ) (4.3.11) 
利用 (4.3.10) 和 (4.3.11) 我 们 得 知 , 当 g eV 时 ， 
(9)” 
5 1+é(g)? 


P(téllé(9)| > 1 <2 


即 是 说 柱 测 度 P 是 连续 的 . 
反之 , 者 P 是 连续 的 , 则 对 任何 正 数 e, 有 0 的 环境 V 使 得 当 ze y 时 ， 


P({éIlé(2)| > 1) < 7: 
取 正 数 6 < > 使 1-cos5 < 7， 作 U = 6V, 它 显然 是 0 的 环境 当 geU 时 ， 
z= age 因此 


dP(€) <&, 


P({élé(9)| > 6}) = PC > 1) < 3 
因此 , 当 g er 时 ， 
1— 91) = 人 -ost(o)dPG 
< (1—cos6) +2P({éllé(9)| > 6}) < e 


这 束 证 明了 Rf(g) 在 g = 0 是 连续 的 . 但 是 由 引 理 4.3.1, f 是 正定 函数 , 因此 f 是 
连续 的 (参见 (3.3.3) 式 后 的 命题 ). 证 毕 . 
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关于 柱 测度 的 连续 性 还 有 与 引 理 3.2.19 完全 类 似 的 定理 : 

定理 4.3.4 设 6 是 满足 第 一 可 列 公理 的 线性 拓扑 空间 , 5 是 6 上 某 些 线性 
连续 泛 函 所 成 的 线性 空间 , $ 是 5 中 包含 一 切 Borel 柱 的 最 小 o- 代 数 ，( 9 和 P) 是 
概率 测度 空间 , 则 P 必 是 连续 的 . 

我 们 注意 , 当 定理 4.3.4 中 的 6 不 满足 第 一 可 列 公理 时 , 测度 P 就 不 一 定 是 连 
续 的 ( 见 夏 道行 [3]). 

3。 正定 准 连续 函数 表示 为 测度 的 Fourier 变换 

设 6 是 线性 空间 , 5 是 6 上 的 一 些 线性 泛 函 所 成 的 线性 空间 , $ 是 包含 一 切 
Borel 柱 的 最 小 c- 代 数 . 引 理 4.3.2 已 经 研究 了 6 上 正定 拟 连 续 函 数 表 示 成 柱 测度 


的 Fourier 变换 的 情况 . 我 们 现在 要 研究 对 怎样 的 5,6 上 怎样 的 正定 基 数 f 可 以 表 
示 成 某 个 测度 空间 (5,$,P) 上 的 积分 


fl(9) = /esodP() ge (4.3.1) 


由 引 理 4.3.1, 我 们 知道 f 的 准 连 续 性 是 (4.3.1) 成 立 的 必要 条 件 . 我 们 又 有 
定理 4.3.5 ” 设 6 是 线性 空间 , B64 是 6 上 的 线性 泛 函 全 体 所 成 的 线性 空间 , 人 $ 


是 64 中 包含 一 切 Borel 柱 的 最 小 oc- 代数 , 则 对 6 上 任何 正定 准 连续 函数 f, f(0) = 
1, 必 有 (6 人 ^,$ 人 A) 上 的 唯一 概率 测度 P^, 使 得 对 一 切 ge 6, 成 立 看 


f(g) = / 、 el(WqpA(e), ge 6. (4.3.12) 


证 6 中 必 有 线性 基 {wala e 纪 ,&L 为 指标 集 . 对 任何 有 限 个 ad，…… ,an € 处 
我 们 作 n 个 实 变数 如 ,，… ,ta。 的 图 数 


f{as} (ta ; ta， ) 一 f (ta Wa 十 四 十 ta Wan, 小 (4.3.13) 


由 于 f 是 正定 准 连续 的 , 1(0) = 1, 易 知 fr。,} 是 正定 连续 函数 , 而 且 fto,}(0,…… ,0) = 
1. 又 由 (4.3.13) 容易 看 出 这 族 特征 函数 {fra,}} 是 符合 的 . 对 每 个 a€& 作 实 数 空 3s 加 
Ra, 及 其 中 的 Borel 集 全 体 人 ,由 Kolmogorov 定理 ( 系 1.3.5”),! 必 有 (xX R,, bg gc) 
上 唯一 的 概率 测度 P^, 使 得 对 任何 有 限 个 ol,:… ,an € 4 成 立 着 


f (ta Wa 十 … 十 ta Wan, ) 一 fraj}(t Ql1,° ton ) 


i ta oj 2 
-| e 7=! dP^(z)， (4.3.14) 
x Ra 


其 中 xz。 是 六 R 中 点 zx 的 第 a 个 坐标 . 


eA 
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对 每 个 ze XR。, 作 6 上 的 泛 函 $ 如 下 : 


GE 多 
人 tailwai + 二 to, wa ) = to To 十 … 十 如 Za . 


容易 看 出 $ 是 6 上 的 线性 泛 函 , 而 且 映 照 z 一 2 是 XR。 到 6 间 的 一 一 对 应 . 我 
们 把 zx 与 $ 一 致 化 , 这 样 , (4.3.14) 就 成 为 (4.3.12). 至 于 (4.3.12) 中 PA 的 唯一 性 由 
(4.3.14) 中 PA 的 唯一 性 立即 得 到 . 证 毕 . 


各 与 是 6 上 完整 的 线性 泛 函 空间 , 5 Cc G6^, 引 理 4.3.2 也 可 以 由 定理 4.3.5 推 
出 . 事实 上 , 当 B 是 864 中 Borel 柱 时 , BN 5 是 5 中 Borel 柱 . 作 集 函数 P 如 下 : 


P(BNMS$)= PA(B), 
就 可 以 证 明 P 即 为 引 理 4.3.2 中 所 要 的 柱 测度 了 . 


定理 4.3.5′ 设 6 是 线性 空间 , 6^ 是 6 上 线性 泛 函 全 体 , 那么 6 上 的 每 个 
柱 测 度 P 是 可 列 可 加 的 . 
事实 上 , 这 是 Kolmogorov 定理 的 另 一 形式 . 


证 设 己 是 6^ 上 的 柱 测度 , 利用 (4.3.1) (其 中 5 取 为 6^) 作出 6 上 正定 准 
连续 函数 f, 由 定理 4.3.5, 必 有 (G6^, 和 YA) 上 的 概率 测度 PA 使 (4.3.12) 成 立 . PA 也 
是 6^ 上 的 柱 测度 . 在 引 理 4.3.1 中 取 与 = @6^, 由 引 理 4.3.2 中 柱 测度 的 唯一 性 知道 ， 
对 一 切 Borel 柱 马 有 P(B) = PA(B), 但 PA 是 可 列 可 加 的 , 所 以 柱 测度 P 是 可 列 
可 加 的 . 证 毕 . 


顺便 指出 , P^ 就 是 P 在 $A 上 唯一 的 延 拓 . 

当 $5 关 B4 时 ,一 般 说 来 , 5 上 的 柱 测度 不 是 可 列 可 加 的 . 我 们 感 兴趣 的 是 可 列 
可 加 柱 测 度 , 因为 这 种 测度 可 以 延 拓 到 更 广泛 的 集 族 上 , 使 得 可 测 集 较 多 ( 见 84.2)， 
太一 方面 , 可 以 有 较 好 的 分 析 工 具 , 下 面 给 出 使 连续 的 柱 测度 成 为 可 列 可 加 的 条 件 . 

连续 柱 测度 的 可 列 可 加 性 与 谱 线 性 空间 的 概念 密切 联系 着 . 

定义 4.3.4 设 (6, 了) 是 线性 拓扑 空间 , 线性 空间 5 Cc 684,$ 是 5 中 弱 Borel 
柱 全 体 . 如 果 对 于 (6, .9) 上 的 每 个 正定 连续 函数 f, f(0) = 1, 必 有 (5,$) 上 唯一 的 
概率 测度 尸 使 得 

当 he6 时 ，f(h)= | eis(h)ap(é), 


习 
那么 称 $5 是 (6, 9) 的 谱 (线性 ) 空间 . 


引 理 4.3.6 ” 设 (6, 9) 是 线性 拓扑 空间 , 5 C g^ 而 且 是 完整 的 , 那么 5 是 
(6, 9 ) 的 谱 空 间 的 充 要 条 件 是 5 上 每 个 关于 9 连续 的 柱 测度 满足 可 列 可 加 条 件 . 

证 ” 设 入 上 每 个 连续 测度 是 可 列 可 加 的 . 对 于 (6, 9) 上 的 每 个 正定 连续 函数 
f,f(0) = 1 根据 引 理 4.3.2, 4.3.3, 有 性 上 的 柱 测度 已 它 关 于 9 连续 且 使 (4.3.3) 
成 立 , 这 个 柱 测度 成 为 概率 测度 . 
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友之 , 设 与 是 (6, 9) 的 谱 线 性 空间 , 对 于 上 的 每 个 关于 9 连续 的 柱 测度 P 
作出 相应 的 拟 正定 连续 函数 了 ( 见 (4.3.1)), 由 引 理 4.3.3, 函数 f 是 连续 的 , 因此 有 
5 上 的 概率 测度 P 使 


f(g) = 上 ci)dP'(6，9eG6 


由 引 理 4.3.2 中 柱 测度 的 唯一 性 , 对 5 中 的 Borel 柱 B, P'(B) = P(B). 因为 忆 为 
完全 可 加 的 , 所 以 P 是 完全 可 加 的 . 证 毕 

因此 研究 谱 线性 空间 等 价 于 研究 使 连续 柱 测度 成 为 可 列 可 加 的 完整 线 性 泛 郴 空 
间 $C Gh. 

先 介 绍 柱 测 度 的 一 种 正则 性 . 


引 理 4.3.7 设 6 是 线性 空间 , 5 是 64 的 线性 子 空间 , P 是 上 的 柱 测 度 . 对 
于 与 中 的 任何 Borel 柱 4 和 任何 正 数 s, 必 有 5 中 的 弱 开 柱 ( 即 以 有 限 维 空间 中 开 
集 做 基 的 柱 ) U, 使 得 US 4 而 且 


P(A) > P(U)— 


证 设 Ae5S(®B),B 为 6 中 m 维 子 空间 , 令 名 是 Rn 中 的 Borel 集 全 体 . 当 
B eG 时 , 用 B 表示 相应 于 GB 的、 以 B 做 基 的 柱 , 定义 了 上 的 集 函 数 @ 如 下 : 


Q(B)= P(B), Be?. (4.3.15) 


由 于 (5,S(B), P) 是 概率 测度 空间 ， 容易 验证 (R,,$,Q) 也 是 概率 测度 空间 ， 必 有 
Rm 中 开 集 O DD 一 一 这 里 De $$,D = 4, 使 得 


Q(D) > Q(O0)—&, (4.3.16) 
因此 弱 开 柱 O 2 D = 4. 又 因 (4.3.15) 和 (4.3.16) 得 到 
P(A) > P(O) -<e. 
证 毕 . 
引 理 4.3.8 ” 设 6 是 线性 空间 , 5 是 6 上 某 些 线性 泛 函 所 成 的 线性 空间 , 多 是 


另 中 包含 一 切 Borel 柱 的 最 小 c- 代 数 , 设 PP 是 5 上 的 柱 测 度 . 如 果 对 于 任何 正 数 s， 
必 有 $5 中 的 弱 紧 集 C, 使 得 对 5 中 任何 不 与 C 相交 的 Borel 柱 £, 都 有 


P(£) < &, (4.3.17) 


那么 P 是 可 列 可 加 的 . 
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证 “我 们 先 证 明 当 乃 ,… , 2,… 是 与 中 -一列 Borel 柱 而 且 到 = 与 时 
k=] 
Sp(Z) >1 (4.3.18) 
即 可 . 由 假设 , 对 任何 正 数 =, 必 有 $5 中 的 弱 开 Borel 柱 > 2%, 使 得 


P(Zx) > P(UE) 一 一 


因为 > Us > > Zi = 5 > CG, 根据 C 的 弱 紧 性 , 必 有 mm 使 得 》 Ui 2 C. 因此 


k=] k=] k=1 
Borel 柱 外 》 Ui 与 C 不 交 . 从 而 , 由 (4.3.17) 得 到 
k=1 


Pp [ 一 3 | <E. 
k=1] 
再 由 P 的 有 限 可 加 性 得 到 


mm 


>》 P(U:) 之 书 (So) >1—&. 
k=1 


k=] 
因此 OO 7 mm 
DP(21) > DP(2n) > 》 (PVs) — 元 >1-2e 
k=1 k=1 天 一 1 


令 = 一 0 就 得 到 (4.3.18). 


设 { 轧 ,} 是 5 中 一 列 互 不 相交 的 柱 , 而 且 | | 轧 , = 忆 也 是 5 中 的 柱 . 记 BB = 


n= 二] 


5 NB, 则 Eo 也 是 5 中 的 柱 而 且 | | 妃 , = 5 根据 (4.3.18) 就 有 


n= 二 0 


pp 
n=0 


因此 由 P 的 有 限 可 加 性 得 到 


P(E) = PG)- P(Eo) < > P(E,,) 


N 
骨 由 了 的 有 限 可 加 性 f fal DP CotP 人 z -Dm) -re ), 即 P(E) > >_ P(E, 


令 N 一 co, 即 得 P(E) = > P(e, ). 这 样 就 得 到 了 P 的 可 列 可 加 性 . 证 毕 
我 们 在 下 面 要 用 到 的 是 引 理 4.3.8 的 一 个 特殊 情况 . 
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系 4.3.9 ” 设 6 是 可 析 的 赋 可 列 范 空间 , 61 是 6 的 共 红 空间 , P 是 61 上 的 柱 
测度 , 记 | 是 61 上 的 第 ”个 负 范 数 ，Sn( 尽 ) = { 帮 证 -%n < RR} ( 见 附录 了. 如 果 
对 任何 正 数 s, 必 有 n 和 R 使 得 对 一 切 不 与 5,(R) 相交 的 Borel 柱 £6, 恒 成 立 着 


P(£)<&, 


那么 已 必 是 可 列 可 加 的 . 


证 ”根据 线性 拓扑 空间 论 中 的 定理 , 5%,(R)(R < co) 是 弱 紧 的 , 因此 由 引 理 4.3.8 
推出 系 4.3.9. 证 毕 . 


4” 线性 拓扑 空间 正定 连续 函数 的 表示 


在 这 一 段 中 我 们 始终 以 6 表示 某 个 线性 拓扑 空间 , 61 是 6 上 线 性 连续 泛 函 全 
体 所 成 的 共 恩 空间 , $1 是 61, 中 包含 一 切 Borel 柱 的 最 小 o- 代 数 . 

我 们 首先 注意 , 一 般 说 来 6 上 的 正定 连续 函数 f, (0) = 1, 不 一 定 能 表示 成 
(581,31) 上 某 个 概率 测度 Pt 的 Fourier 变换 


f(g) = / GM 


出 85.2. 
我 们 还 是 和 83.3 的 处 理 方 法 一 样 对 正定 函数 f 再 课 以 别 的 条 件 . 首先 我 们 把 定 
理 3.3.7 搬 到 这 里 来 . 


定理 4.3.10” 设 G 是 拓扑 线性 空间 , % 是 G 的 某 些 子 集 所 成 的 o- 代 数 且 %8 
包含 G 的 一 切 闭 子 集 , 又 设 (G, 四) 上 存在 局 部 有 限 的 非 零 正则 测度 六 那么 对 于 G 
上 的 每 个 正定 连续 函数 f, f(0) = 1 必 有 (Gw,$w) 上 的 概率 测度 Po , 使 得 当 ge G 
时 ， 

1@= 人 aPs(s) 


定理 4.3.10 的 证 明 与 下 面 定 理 4.3.11 的 证 明 相仿 效 略 去 . 
再 把 定理 3.3.8 搬 到 这 里 来 . 


定理 4.3.11 设 G 是 线性 拓扑 空间 , 6 是 G 的 线性 子 空间 , 6 又 有 拓扑 2 
它 比 G 在 6 上 导出 的 拓扑 强 , 而 且 (6, 9) 成 为 第 二 纲 的 线性 拓扑 空间 . 又 设 吕 是 
G 中 闭 集 全 体 张 成 的 oc- 代数 , 而 且 在 (G, 最 ) 上 存在 着 关于 6 强 拟 不 变 的 、 局 部 有 
限 的 非 零 正 则 测度 1. 那么 对 于 G 上 的 每 个 正定 连续 函数 f, f(0) = 1, 必 有 (G61,31) 
上 唯一 的 概率 测度 Pi, 使 得 下 式 成 立 : 


f(9) = |/ ex(9 dpPi(), ge®. (4.3.19) 
G1 
又 Pt 关于 G 在 6 上 导出 的 拓扑 是 连续 的 . 
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证 ”根据 84.2, 我 们 知道 映照 
A:E£— t= et 


是 61 到 6* 上 的 一 一 对 应 , 而 且 , A 把 $i 中 的 集 映照 成 $8* (6* 中 弱 Borel 集 全 体 ) 
中 的 集 , 又 A-! 把 8* 中 的 集 映照 成 $+ 中 的 集 . 根据 定理 3.3.8, 我 们 作出 (3.3.40) 
中 的 P*. 利用 P* 作出 Pt 如 下 : 


Pi(E)= P*(ANE), Ee?l. 


这 样 就 得 到 了 (61,8$1) 上 的 概率 测度 Pt. 由 可 测 变 换 A 将 (3.3.40) 化 成 (4.3.19”). 
至 于 (4.3.19') 中 Pt 的 唯一 性 可 由 P* 的 唯一 性 推出 , 而 Pi 的 连续 性 是 根据 f 关 
于 G 上 拓扑 的 连续 性 得 到 的 . 


我 们 后 面 常 用 的 情况 是 6 为 完备 的 线性 距离 空间 , 而 (G, %B,4) 是 关于 6 拟 不 
变 的 、 有 限 的 正则 测度 空间 . 

设 8 是 ( 实 的 ) 可 列 Hilbert 空间 , (wy,w)n,n = 1,2,:… 是 它 的 一 列 内 积 , 6 是 

按 范 数 eol。 = V (wy, yp)n 的 完备 化 空间 . 今 在 6 上 引进 新 的 拓扑 任 取 上 自然数 n 
及 G 上 的 正 核算 子 T, 作 6 中 的 子 集 


U(T,n)= {pl(TY, pn < 1}, 
必 有 一 拓扑 以 这 种 集 U(T,n) 全 体 为 0 的 环境 基 , 而 且 使 6 按 此 拓扑 为 线性 拓扑 空 
间 , 这 个 拓扑 记 做 G, 拓扑 6 显然 比 6 原 有 的 弱 . 


定理 4.3.12 设 68 是 可 析 、 可 列 Hilbert 空间 . 如 果 f 是 6 上 的 正定 旺 数 ,而 
且 f 关于 拓扑 6 是 连续 的 , 那么 必 有 (G61,$i) 上 唯一 的 概率 测度 Pi, 使 f 表示 成 
(4.3.19), 而 且 其 中 测度 Pt 关于 拓扑 6 为 连续 的 . 


这 个 定理 的 证 明 要 点 在 于 下 面 的 引 理 4.3.13. 首先 , 我 们 记 m 维 ( 实 ) 内 积 空间 
为 Rn,el,… ,em 为 Rm 中 一 组 就 范 正 交 基 , 当 ze€ Rm 时 , 记 = (zx,el). 设 加 是 
Rm 中 的 Borel 集 全 体 , (R, %B,Q) 是 一 概率 测度 空间 . 记 测 度 8 的 特征 函数 为 


x(y) = / ei(y,7)qQ (7). 


引 理 4.3.13 设 >》 akiykyl 是 一 正定 二 次 型 . 记 4? = Sakk. 今 


k,l=1 


1 之 sup (1— Rx(y)). 
Dj aprkYkYLS1 


Q({z|(r, x) > R*}) < pa (7 十 2 鱼 ) (4.3.20) 
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证 ”我们 首先 注意 Gauss 测度 的 性 质 ( 见 85.1) 


1 > 1 2 1 2 
A (mn eily,o)—#lyl gy | = e-#lal?, 
gr 


不 妨 就 R= 1 来 证 明 (4.3.20). 利用 上 式 我 们 得 到 
1 


Q({zl(z,7) 2 1}) < / -ea 


一 工 
2 


1 一 e 
1 


/ (1 — e-3lzll )dQ(z) 
Rm 


C 

1 l 一 要 ||z|l2 iD) 一 杰 |2| 
-i (ss I mee)ay) da 

1 

C 


mw/ (1 — Rx(y))e- lvl gy. (4.3.21) 
Rm 


我 们 注意 , 当 > ap1ykY! < 1 时 ,1 一 Rx(y) < ,而 当 > ap1yey > 1 时 , 1 — Rx(y) < 
2 < 2 > aryky. 再 利用 D> akiyey 的 正定 性 我 们 得 知 对 一 切 y 成 立 关 


1 — Rx(y) < n+ 2 ,aryky (4.3.22) 


以 (4.3.22) 代入 (4.3.21), 并 计算 Gauss 积分 就 立即 得 到 (4.3.20) ( 当 R= 1 时 的 情 
总). 对 一 般 ,类 似 地 进行 估计 . 引 理 证 毕 . 


定理 4.3.12 的 证 明 显然 61 是 完整 的 . 对 f 应 用 引 理 4.3.2, 我 们 得 到 61 上 
柱 测度 P 适合 (4.3.3). 只 要 证 明 P 在 61 的 一 切 Borel 柱 上 是 可 列 可 加 的 , 则 可 将 
P 延 拓 成 (61, $1) 上 的 概率 测度 , 而 (4.3.3) 就 化 成 (4.3.22). 记 


IFl-#= sup |F(2)|. 


zllp=1 


由 系 4.3.9, 我 们 只 要 证 明 对 任何 正 数 e, 必 有 G61 中 的 球 5%(R) = {FI||F|_， < R} 
使 得 落 在 5,,(R) 外 的 任何 Borel 柱 的 测度 小 于 s 就 行 了 . 首先 取 
Ve—le 

| (4.3.23) 


由 于 f 关于 拓扑 6 是 连续 的 , 必 有 自然 数 ”以 及 6,, 上 的 正 核算 子 , 使 得 当 x e 
U(T,n) 即 (Tz, xz) < 1 时 , 成 立 着 


0<n< 


1 — Rf(r) < 7. (4.3.24) 
令 ||TI! 表示 核算 子 了 的 迹 范 数 ( 见 SIL1), 再 取 正 数 使 得 
2e TT 
1 [和 < 和 (4.3.25) 
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我 们 来 证 明 这 个 5,,(R) 就 是 适合 要 求 的 . 
设 工 是 61 中 的 Borel 柱 ， 
L= {él(é(e1),:.: ,élem)) € B}, 


其 中 el,… ,em Ee 6 而 B 是 m 维 空间 RR,, 中 的 Borel 集 . 不 妨 设 el,.… ,e,, 是 6， 
中 的 就 范 直 交 向 量 在 也 与 5%(R) 不 交 , 则 工 的 基 B 与 Ri 中 的 球 z3 二 .+z2 < RR? 
不 交 . 事实 上 , 如 果 有 (zl …… ,zm) eB 使 》z? < 户 , 则 6 上 泛 函 


éo(y) = [ 2 


适合 liol- =1 > ziejl = V》 3 < RR 因此 te Sn( 忆 ). 另 一 方面 ， 
(cotel )， ,co(em )) 一 (Z1， ““ , Trm) EC B, 


即 上 6o e 工 , 这 是 不 可 能 的 . 
作 刃 " 上 的 概率 测度 @ : 当 D 是 尺 。 中 Borel 集 时 , 规定 


Q(D) 一 P({é|(é(ei), 7 ,€ (Em)) Cc D}). 
对 测度 Q@ 和 e1,… ,em 在 6 中 所 张 成 的 空间 一 一 仍 记 为 Rm, 以 (yp, 名 )n 为 内 积 


Qkl = (Tex, ei)n, 


根据 定义 , 42 = You < TH 由 于 


k=1 
(T(>， YkER), >》 ykek)n = ,apyey, 


所 以 当 》 aryry < 1 时， 》_yrer EU(T,n). 由 (4.3.24) 得 到 
1 — Rf( ,yker) < 
根据 (4.3.23), (4.3.25) 和 引 理 4.3.11, 我 们 有 
Qe D> ED < (n+) < 
但 是 由 于 B 落 在 》 xz? > R 中 , 因此 
P(L) = Q(B) < Q({(s1% ,Im)| 21 > RO)) < 


所 以 5,(R) 满足 所 要 求 的 条 件 , 即 P 是 可 列 可 加 的 . 至 于 Pt 的 唯一 性 和 连续 性 可 
以 由 引 理 4.3.1 和 引 理 4.3.2 导出 . 证 毕 . 
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系 4.3.14 设 6 是 核 空 间 , f 是 6 上 正定 连续 函数 , f(0) = 1, 那么 (61,31) 
上 必 有 唯一 的 概率 测度 Pi, 使 f 表示 成 (4.3.19). 


证 设 6 原 有 的 拓扑 是 9, 只 要 证 明 93 C G, 那么 6 上 关于 拓扑 2 连续 的 
函数 也 是 关于 拓扑 6 连续 的 , 从 而 定理 4.3.12 就 导出 系 4.3.14. 取 0 的 按 拓扑 2 的 
环境 基 中 任 一 环境 

{pl(p, p) < cj 
由 (6, 9) 是 核 空 间 的 假设 , 必 有 n > k 和 6; 上 的 核算 子 T, 使 (pz = (Ty, 9)n， 
所 以 (4.3.26) 成 为 U(T/e,n), 这 就 是 说 9 C G. 证 毕 . 


系 4.3.15 设 G 和 6 是 两 个 实 Hilbert 空间 , 6 是 G 的 线性 子 空间 , 而 且 6 
到 G 的 能 入 算 子 4 是 Hilbert-Schmidt 型 的 , 那么 对 于 G 上 的 每 个 正定 连续 函数 
太 必 有 (6@6f, 入 ) 上 唯一 的 测度 Pt, 使 得 表达 式 


f(h) = [ ei(ho) gpil(rz), he 
SB 

成 立 , 这 里 (h,z),he 56,z € 8, 是 8 上 的 内 积 (而 且 测 度 Pt 关于 G 的 拓扑 是 连续 
的 ). 

证 设 [h,g] 是 G 上 的 内 积 , 那么 当 h,g e€ 6 时 

[h,g| = (A* A,h, g). 

然而 根据 引 理 IL1.1, 4*4 是 核算 子 , 因此 G 的 拓扑 在 6 上 导出 拓扑 9 弱 于 6 上 
6 拓扑 (这 时 可 列 Hilbert 空间 化 成 Hilbert 空间 ). 

接着 来 考察 定理 4.3.12 之 道 . 


定理 4.3.16 ” 设 6 是 可 析 的 可 列 Hilbert 空间 , 如 果 Pt 是 (61,81) 上 的 概率 
测度 , 那么 6 上 的 函数 


f(g) = / eapPt(€). ge (4.3.26) 
t+ 
关于 拓扑 6 是 连续 的 . 
证 作 6f 中 的 集 5% = {FI_% < n}, 那么 5 是 可 测 集 而 且 
G1 = V S,. 
人 一 上 


因此 对 任何 正 数 =, 必 有 n 使 得 PH(GfNT) < 由 于 


1 — cosé(g) < (9)? 
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我 们 得 到 
(1 -R79) = ,01 ~ cosélg)aPte) 
< 5 人 zaPrG) + 3 (4.3.27) 
作 6,, 上 的 双 线 性 正 Hermite 泛 函 : 
T(0) = | steaPi(e) 
那么 , 由 于 € € Sn 时 |&(g)| < nllglln, 容易 算出 
(es =n2 gliallhls 
所 以 T(g,hh) 按 @。 的 拓扑 是 连续 的 , 任 取 g。 中 的 完备 就 范 直 交 系 {gs], 那么 
>》 T(gk, 9k) = = 人 >》 E(gk)2dPT(G) 
=z/ llaaPi(e) < © 


根据 定理 II.1.6, 我 们 知道 必 有 上 g。 上 的 正 核算 子 T, 使 得 T(g, hh) = (Tg,h), 由 是 当 
g EU(T,n), 即 (Tg,g) < 工时 , 从 (4.3.27) 得 到 
] 一 Rf(g) < E) 


因此 Rf 关于 拓扑 6 是 连续 的 . 但 f 是 正定 函数 , 因此 f 关于 拓扑 6 是 连续 的 . 
证 毕 . 


5” 由 核 空间 组 成 的 准确 和 空间 上 正定 连续 函数 的 表示 
现在 我 们 把 系 4.3.14 作 进 一 步 推广 . 


定义 4.3.5 ” 设 8 是 线性 拓扑 空间 , B89,B23).…. ,下 是 它 的 一 列 闭 线性 
子 空间 , 设 (为 方便 起 见 , 我 们 只 考察 如 下 情况 ) 


BD CB CC... CHM CC.... 


() B= [|] @"™,; 


(i) 空间 Bm) 上 的 线性 连续 沁 函 必 可 延 拓 成 空间 下 上 的 线性 连续 泛 函 ; 

(证 ) 设 POV,m = 1,2,… 分 别 是 Bm 上 的 线性 连续 泛 函 而 且 当 mm > mop e 
Bm 时 FOV (gp) = FW (yp), 则 必 有 更 上 的 线性 连续 泛 函 太 使 得 当 pg € Bm 时 ， 
F(p) = Fl" (y). 
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那么 称 更 是 子 空间 列 {B07,m = 1,2,…} 的 准确 和 空间 
我 们 记 @B1, BW 分 别 是 B, BW" 的 共 思 e 空 间 , 而 在 其 上 取 弱 拓扑 . 当 n> m 时 ， 
Bt 中 的 元 素 5) 也 可 以 看 成 8 上 的 线性 连续 泛 函 , 记 之 为 上 . 这 样 , 我们 就 
得 到 Bt 到 更 ef 的 映照 
Pr é€(m) ~ £m. 


取 人 为 目 然 数 全 体 按 自然 顺序 所 成 的 全 序 向 上 集 , 那么 {Pr,n < m,n,m e A} 是 适 
合 定义 1.3.4 的 投影 算 子 族 . 

我 们 又 作 Bi1 到 更 of 上 的 投影 算 子 已 , 如 下 : 当 & € Bt 时 , 把 & 限制 在 8 
上 得 到 8(mw 上 的 一 个 线性 连续 泛 函 上 om ,规定 


Fné 一 Et )， 


容易 验证 {Pn} 适合 定义 1.3.4 中 的 条 件 , 而 且 线 性 拓扑 空间 Bt 就 是 线性 拓扑 空间 
列 {B01 m = 1,2,…} 关于 投影 算 子 列 {PP,} 的 投影 极限 . 

由 条 件 (证 ) 容易 推出 : @ 满足 引 理 1.3.2 中 的 条 件 , 因此 这 个 投影 极限 是 投影 
完全 的 . 

我 们 令 Yif 是 Bm"Wt 中 弱 Borel 柱 全 体 张 成 的 oc- 代数 , 入 是 Bt 中 弱 Borel 
柱 全 体 张 成 的 o- 代 数 ， 容 邹 证 明 {PmT,m > 是 {(E $1) m= 1,2,…} 的 相 
容 投 影 算 子 族 . 令 (B1,8) 是 {(B01,$01),m = 1,2,…} 的 投影 极限 , 那么 cc 人. 


定理 4.3.17 设 线 性 拓扑 空间 更 是 一 列 核 空间 的 准确 和 , 那么 对 于 8B 上 的 每 
个 正定 连续 函数 f, f(0) = 1, 必 有 (Bi1,31) 上 唯一 的 概率 测度 Pi, 使 得 当 o € B 时， 


f(y9) = 人 etto)dPT(E). (4.3.28) 


证 设 B 是 核 空间 序列 6 CcC B02) cC ... CC Bm) cC ... 的 准确 和 . 根据 系 
4.3.14, 对 于 每 个 m, 必 有 (于 Yo) 上 唯一 的 概率 测度 P(m) 针 ,使 得 


当 ye Bm 时 ， je) = 1/ exeJdP(m)f(6)， (4.3.29) 
Dm)t 
根据 定理 1.1.18, (更 4 ,和 of Po) 是 正则 测度 空间 . 又 由 于 {(@1, $1, P44) 
m 二 1,2,…} 关于 投影 算 子 族 {Pm,m > n} 是 相 容 的 . 根据 引 理 1.3.1, 有 (®1,%@) 
上 的 柱 测度 , 使 (@1,3$,4) 是 TGS Po mm = 1,2,…} 的 投影 极限 . 再 
根据 定理 1.3.4, j 是 可 列 可 加 的 , 因此 jy 可 以 扩张 为 (B1,31) 上 的 概率 测度 Pt. 由 
(4.3.28) 我 们 得 知 , 当 yp e B(m) 时 ， 


[ es(P)aqpt(e) =-/ e*(P) qn(é) =/ e*(P)qpmt(e) = f(p). 
Bt Dt Bm)t 
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然而 更 = 【BY, 因此 对 一 切 pe B, (4.3.29) 成 立 , 至 于 Pt 的 唯一 性 可 以 由 
Plmt 的 唯一 性 导出 . 证 毕 


系 4.3.18 ” 设 KK 是 例 1.3.3 中 定义 的 基本 函数 空间 . 则 KK 的 谱 空 间 就 是 广义 
外 数 空 间 天 + 


事实 上 , 由 于 K 是 {K([--n,n]),n = 1,2,…} 的 准确 和 空间 ,然而 KK([-n,nl) 是 
核 空间 , 由 定理 4.3.17 推出 系 4.3.18. 


6° 栈 义 随机 过 程 


我 们 知道 , 通常 的 随机 过 程 就 是 给 定 的 概率 测度 空间 Q = (G, 好 , P) 上 的 一 族 
随机 变量 {zi(),t e T}, 这 里 t 表示 “时 间 参 数 ” 而 了 是 一 实数 集 , 即 所 考察 的 时 
则 范围 , 例如 描述 粒子 作 一 维 Brown 运动 , 其 坐标 所 成 的 随机 过 程 -一 Wiener 过 程 
就 是 这 样 的 情况 . 然而 由 统计 规律 控制 的 过 程 并 不 都 是 用 上 述 的 数学 模型 来 描述 的 ， 
例如 粒子 作 一 维 Brown 运动 时 , 其 速度 就 不 能 用 通常 的 随机 过 程 来 描述 . 换 名 话说， 
有 时 我 们 能 观察 到 的 值 并 不 是 zi(w), 而 是 一 种 平均 值 


X(w;p) = | zi(w)p(t)dt, 


这 里 函数 yp 由 我 们 用 来 观察 的 工具 所 决定 , 因此 我 们 需要 用 一 个 函数 空间 , 刻 划 由 
统计 规律 所 控制 的 过 程 的 并 不 是 {fzi(w),teTwe G} 而 是 概率 测度 空间 Q 上 的 随 
机 变量 族 {X(:; yp),p € B}, 这 里 的 X(.;o) 应 该 满足 某 些 线性 条 件 . 我 们 把 上 述 的 
想法 一 般 化 , 引出 广义 随机 过 程 的 概念 ( 见 定义 4.3.6). 
设 0 是 概率 测度 空间 , M(Q) 是 9 上 随机 变量 全 体 按 通常 的 线性 运算 所 成 的 线 
性 空间 . 在 M(Q) 中 把 几乎 处 处 相等 的 两 个 随机 变量 看 成 是 同一 个 . 又 在 M(Q) 中 
引进 距离 


_ fp) VO) ,ps 
ppd) = | TAP), pV et, (4.3.30) 


那么 M(Q) 按 距 离 (4.3.30) 成 为 完备 的 线性 距离 空间 . 
定义 4.3.6” 设 更 是 线性 (线性 拓扑 ) 空间 , 9 是 概率 测度 空间 , {X(:; ,ee 中 
是 Q 上 的 一 族 随机 变量 , 如 果 映 照 
UP 一 Xp)， PEE 
是 & 到 M(O) 中 的 线性 (线性 连续 ) 映照 , 那么 称 {XX(: ; p),p e B} 是 (9,) 上 的 线 
性 (广义 ) 随机 过 程 . 
条 用 的 空间 更 有 下 面 的 几 类 : K([a,9]),K (a, 9),K 等 ( 见 例 I3.1, 例 1.3.3). 
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定义 4.3.7 设 {X(.;v),p eB} 是 (9,B) 上 的 线性 随机 过 程 . 和平 cC GA, 亚 在 鲁 
上 是 完整 的 , 5 是 更 中 相应 于 B 的 Borel 柱 全 体 , 是 (更 ,外 上 的 概率 测度 , 对 每 
个 ge B, 作 概率 空间 Q' = ( 王 ,$,4) 上 的 随机 变量 


X (Vp)= YP), ve. 
如 果 对 于 任何 有 限 个 yp1,.… ,pn € B, 两 组 随机 变量 


X( ;Pp1), 有 (mh } 
有 (21 有 (On 


具有 相同 的 概率 分 布 , 换 句 话说 , 对 于 n 维 空间 中 的 任何 Borel 集 4 都 有 


(4.3.31) 


P({wl(X(w; p1), 0 , (WwW; Pn)) = A,w C G}) 
一 AVICXCV p1), 四 , (VW; pn)) C A,Yy < Vv}), 
那么 分 别称 亚 ,Q' 和 (YY',B) 上 的 线性 随机 过 程 {X“(; yp),p € B} 为 (9,B) 上 线性 


随机 过 程 {X(.; yp), yp € B} 的 样本 , 样本 概率 空间 和 样本 过 程 . 
下 面 我 们 要 人 研究 线性 随机 过 程 的 样本 , 为 此 先 考察 线性 随机 过 程 的 特征 泛 隐 . 


定义 4.3.8” 设 {XX(;w),p EB} 是 (Q,B) 上 的 线性 随机 过 程 , 称 沁 上 明 
L(w) -| etoiojdP(w)，peE 划 (4.3.32) 
G 
是 这 个 线性 随机 过 程 的 特征 泛 顶 . 


由 于 和 (po) 对 we 于 的 线性 , 我 们 容易 验证 : 
线性 随机 过 程 的 特征 泛 隐 Z(p),pPe 更 是 更 上 的 正定 拟 连续 函数 . 


定理 4.3.19 ”线性 随机 过 程 {X(:; yp),p € BB} 必 以 B4 为 样本 . 
证 ”因为 {XX(:;y),p € B} 的 特征 泛 函 Zeo),p eB 是 正定 拟 连 续 的 , 根据 定理 
4.3.5, 必 有 (@^, SA) 上 的 概率 测度 PA 使 
L(g) = [ eVqdPA(E), ye. (4.3.33) 
BA 
作 (64,34, PA,B) 上 的 线性 随机 过 程 {X (; gp),p € B} 如 下 : 当 p eB 时 ， 
X'(é,9) = (9), € EE (4.3.34) 


因此 L(y),p < 也 是 {X(;y),p € ®} 的 特征 泛 泡 ,因此 在 (4.3.32)，(4.3.33)， 
(4.3.34) 中 以 p = pl 十 … 十 如 on 一 oo < 妃 < oo, 代入 , 就 知道 两 个 随机 变量 组 
(4.3.31) 具有 相同 的 概率 分 布 , 因此 B44 是 样本 . 
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利用 类 似 于 引 理 4.3.3 的 证 明 得 到 
引 理 4.3.20 ”线性 随机 过 程 是 广义 随机 过 程 的 充 要 条 件 是 它 的 特征 泛 函 连续 . 
- 定理 4.3.21 设 B 是 线性 拓扑 空间 , 亚 是 B 的 谱 线 性 空间 , 那么 每 个 广义 随 
机 过 程 {X(.; wp),p € GB} 必 以 更 为 样本 空间 . 


这 个 定理 可 以 利用 引 理 4.3.3, 谱 线性 空间 的 定义 和 定理 4.3.17 的 证 明 立 即 导出 . 
利用 系 4.3.14, 4.3.15 和 4.3.18 立即 写 出 下 面 的 两 个 系 . 
系 4.3.22 设 了 T= [ao 那么 广义 随机 过 程 {X(;yp),p € Km+4i(T)} 必 以 
K1 (7 了) 为 样本 空间 (参看 例 II.1.1). 
系 4.3.23 议 了 = [o, 相 那么 广义 随机 过 程 {X(.; yp),p € K(T)} 必 以 K(T)! 
为 样本 空间 . 
下 面 我 们 再 指出 线性 随机 过 程 和 柱 测度 这 两 个 概念 间 的 联系 . 
由 引 理 4.3.2, 4.3.3 导出 下 面 定理 . 
定理 4.3.24 ” 设 {X(.;g),p EB} 是 (Q, 5) 上 的 线性 随机 过 程 , 更 C EBA, 亚 在 
5 上 是 完整 的 , 那么 必 有 更 上 的 柱 测度 j, 使 得 对 任何 有 限 个 pl ,pw E 理 及 mn 
维 空间 中 Borel 集 4, 都 有 


P({wl(X(w; Pp1),.… (wjipn)) € A}) 
一 UN ,fpn)) € A,f € VV}. 

而 且 {X(;o),p € B} 是 广义 随机 过 程 的 充 要 条 件 为 柱 测度 jy 关于 更 拓扑 连续 . 

我 们 称 引 理 4.3.24 中 的 柱 测度 为 由 线性 随机 过 程 {X(;p),p e B} 产生 的 柱 
测度 . 

反 过 来 , 对 给 定 的 柱 测度 也 可 以 得 到 线性 随机 过 程 . 

定理 4.3.25 ” 设 5 是 线性 (线性 拓扑 ) 空间 , 亚 C 更 ^, 亚 在 更 上 是 完整 的 . 设 1 
是 更 上 的 柱 测度 (关于 的 拓扑 连续 的 柱 测度 ), 则 必 有 概率 测度 空间 Q = (G, %, PP) 
及 (Q,B) 上 的 线性 (广义 ) 随机 过 程 {X(.;o),p e B}, 使 jy 为 相应 于 这 个 线性 ( 广 
义 ) 随机 过 程 的 柱 测 度 . 

证 “” 作 正定 函数 

_ ié(p) 
L(y) 人 exp)du(6) 

利用 定理 4.3.19, 4.3.21 的 证 法 立即 可 得 到 定理 4.3.25. 
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Gauss 测度 是 最 典型 的 拟 不 变 测度 .本 书 中 一 些 重 要 的 拟 不 变 测 度 的 例 都 是 
Gauss 测度 85.1 介绍 Gauss 测度 的 基本 性 质 , 举 出 不 等 价 于 Gauss 测度 的 遍历 
拟 不 变 测度 的 例 , 并 初步 讨论 了 最 常用 的 一 种 Gauss 测度 Wiener 测度 ，85.2 介 
绍 判 别 Gauss 测度 相互 等 价 性 或 奇异 性 的 方法 . 在 给 定 的 线性 可 测 空 间 上 , 决定 出 
一 切 对 某 个 给 定 线 性 子 空间 拟 不 变 的 测度 类 是 有 意义 的 . 对 Gauss 测度 的 等 价 性 奇 
异性 的 探讨 可 作为 这 方面 的 开始 的 工作 .85.3 介绍 对 线性 拓扑 空间 上 调和 分 析 有 用 
的 一 类 Gauss 测度 空间 , 并 以 Gauss 测度 为 例 说 明了 拟 不 变 测度 理论 中 一 些 重 要 问 
十 . 85.4 较 详 细 地 讨论 了 Gauss 测度 的 7o 一 Fourier 变换 ， 把 Wiener 测度 的 Fourier 
变换 作为 特例 . 
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1"。 有 限 个 Gauss 随机 变量 的 联合 分 布 (Gauss 测度 ) 的 一 些 性 质 


先 令 述 非 退 化 的 情况 . 设 Rn 是 mn 维 实 内 积 空 间 , 其 中 的 点 写 做 z= (x1,:… ,7m)， 
记 (7,Y) 一 > TY 设 >》 DomziZmy bim 一 brnl 是 实 的 正定 二 次 型 . 作 hn, 中 的 为 一 内 
l,m 
积 n 
(zj 一 >》， bimT1iYym, 由 一 (zl1， ” , Tn),Y 一 (y1, “ , Yn)- 
l,m=1 
令 (cim) 为 方 阵 (bim) 的 逆 阵 , 对 于 R 中 每 个 Borel 集 已, 规定 


N(E) = / e 一 (一 oz 一 2)ed7， (5.1.1) 
(27)? (det (bim ))i JE 
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其 中 (z,z)e = DD emzizm,a = (a1,.…- , Qn) E Rn 而 dz 表示 Lebesgue 测度 dz dz 
这 样 得 到 RR, 上 的 一 个 概率 测度 @N , 称 做 Gauss 测度 . 

议 71,… ,zn 是 以 N 为 联合 分 布 的 随机 变量 , 就 称 zj, … ,zx 为 Gauss 随机 变 
” 量 . 我 们 注意 Gauss 变量 的 数学 期 望 、 相 关 数 、 特 征 函 数 分 别 是 


五 (ZI) 一 / ridaN (7) 一 Ql, (5.1.2) 


五 (Zizm) = / TITmAN(7T) = bm 十 Qiam， (5.1.3) 
R 


p(eiltizt.ttnzn)) — / Ei tur dN (7) — e—2(tt)otilt,a) + = (和 (5.1.4) 
Rn, 

在 退化 的 情况 , 3 bn,zizm 只 是 非 负 定 的 . 我 们 以 (5.1.4) 作为 Gauss 随机 变量 
的 定义 , 因为 特征 函数 决定 测度 , 这 时 测度 的 表达 式 比 (5.1.1) 复杂 . 

当 bim = 0,4,m = 1,2,… ,n 时 , Gauss 测度 是 集中 在 点 a 的 “Dirac 测度 ”, 即 
当 a € EWH, N(E) = 1,a€B 时 , N(E)=0. 

当 (bim) 的 秩 是 r,0 <r < n 时 , 必 有 忆 , 中 ( 按 内 积 (x,y) 的 ) 直 交 变换 v, 使 
得 (zz = (zz jw, 此 地 z= wz = (zi,… ,72/), 而 


(zzz = Nz 入 > 0. 
v=1 


令 Mr. 为 Pin, 中 向 量 (ZX1, T2,* , Tr, 0,0,... , 0) 全 体 所 成 的 人 维 子 空间 ， 记 Md 一 


_1 i (zz 一 2 
N(E)=— fe 3 dz1:.. dz,. 
(27)3 (I \ et 
v=1 
可 以 算出 这 时 (5.1.2) 和 (5.1.3) 仍然 成 立 . 


由 (5.1.2) 一 (5.1.4) 看 出 Gauss 测度 完全 由 它 的 平均 值 和 相关 数 决定 . 
在 计算 有 关 Gauss 测度 的 积分 时 , 下 述 公 式 是 常用 的 . 当 gp > 0,m 为 非 负 整 


数 时 ， 
/ MXme-pX2+oAUA 一 /5 (名 ) eS. (5.1.5) 


我 们 注意 , 大 X,Y 是 两 个 Gauss 变量 , 则 X 和 了 相互 随机 独立 的 充 要 条 件 是 


E((X— E(X)(Y ~ E(Y))) =0. 


验证 N(Rn) = 1 时 , 先 作 Rn 中 的 直 交 变换 把 阵 (cm) 化 成 对 角 阵 , 这 样 把 要 计算 的 积分 分 
离 变 量 , 然后 再 利用 (5.1.5) 来 计算 . 
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此 外 , 我 们 容易 知道 X 是 退化 Gauss 变量 的 充 要 条 件 为 X 的 方差 
已 (和 一 已 ED)))=0. 
非 退 化 的 Gauss 变量 X 适合 公式 中 
万 ((X2 — E(X2))?) = J / (X?— E(X2))2e 3 RE ax 
= 2(E(X’)* — E(X)’). (5.1.6) 
我 们 再 考察 Gauss 随机 变量 序列 的 极限 . 


引 理 5.1.1 设 5 = (0,%,P) 是 概率 测度 空间 ,{Xn()} 是 9 上 的 一 列 Gauss 
变量 , 而 且 它 在 22(S) 中 收敛 于 一 随机 变量 X, 那么 X 也 是 Gauss 随机 变量 . 


证 由 于 Xn(w) e 天 (5), 日 然 关 (w) e 到 (5) 因此 
im |E(Xn) — E(X)| < lim E((Xn — X)*)? =0, 
Em |E(X?) ~ E(X?)| = I E((Xn ~ X)(Xn + X)) 
< lim VE(X, — XP)(VE(XE) + VE(X))=0, 
Tim |E(eX"t) — E(eXt)| < lim E(|X,, 一 XI2)# .|t|=0. 
然而 根据 (5.1.4), Xn 的 特征 函数 是 
EB(eiXnt) _ pe—¥0(Xn)t tHiE(Xn)t 
两 边 令 n 一 oo, 即 得 
E(eiXt) _ e—¥o(X) iB(X)t 
因此 X 是 Gauss 变量 . 证 毕 . 
2"” Gauss 随机 过 程 


定义 5.1.1 设 5 = (9,%,P) 是 概率 测度 空间 , {Xo,a e 对 是 5 上 的 一 族 随 
机 变量 . 如 果 这 族 随 机 变量 中 任何 有 限 个 X。,…: ,Xe 的 联合 分 布 都 是 有 限 维 空间 
上 的 Gauss 分 布 , 那么 称 这 族 随机 变量 为 Gauss 的 , 也 称 这 族 Gauss 随机 变量 为 到 
上 的 Gauss 过 程 . 这 时 P 也 称 为 Gauss 测度 , 5 称 为 Gauss 测度 空间 . 


前 面 说 过 , 对 于 Gauss 过 程 , 平均 数 与 二 阶 和 起 
Qo 一 E(Xa), E(XoaXp) 一 bag 十 QaQgB (5.1.7) 
中 其 中 c(X) = BE((X 一 BE(X))?) 是 X 的 方差 . 
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决定 着 这 个 过 程 的 有 限 维 分 布 . 我 们 注意 , 这 时 {bwg, os 6 < 9} 是 非 负 定 的 , 即 对 于 
任何 一 组 复数 éai) “0 , Ca ， 


>》 boy a Eo Eo, 一 El(| >》 Eu (Xa, 一 Qo, )|) 之 0. 
v,v/=1 
反之 , 对 于 任何 一 组 实数 {fou,a es 多 } 以 及 非 负 定 的 数组 {bag,a, 6 e 内, 必 有 
一 个 Gauss 过 程 {Xo,a e 对 适合 (5.1.7). 
事实 上 , 任 取 有 限 个 oi,… ,an e , 作 函 数 


pol ,an (tai,*** ,ta,) = exp 攻 3 2 bee a, “tit | (5.1.8) 


根据 (5.1.4), 这 是 Gauss 分 布 的 特征 函数 . 显然 , 这 族 函 数 {pu … aw 是 相 容 的 . 根 
据 Kolmogorov 定理 ( 系 1.3.5'), 作 一 族 实数 直线 {Ra,a € A} 的 直接 积 工 = XRo, 
令 好 是 中 包含 一 切 Borel 柱 的 最 小 co- 代数, 则 必 有 (IT, 8) 上 的 概率 测度 PP 使 
得 Xo(w) (TT 中 点 w 的 第 a 个 坐标 ) 组 成 的 随机 过 程 {Xo(w),a e 对 , 以 (5.1.8) 为 
有 限 维 分 布 的 特征 函数 . 这 个 随机 过 程 是 Gauss 的 而 且 满 足 (5.1.7). 

我 们 称 上 述 的 (IT, %, P) 为 典型 的 Gauss 测度 空间 . 下 面 先 利 用 Kakutani 内 积 
考察 一 类 特殊 的 典型 Gauss 测度 空间 的 相互 等 价 性 和 奇异 性 . 


引 理 5.1.2 设 XX Ro = T 是 一 族 实数 直线 的 乘积 , 8 是 其 上 包含 一 切 Borel 
性 的 最 小 o- 代 数 . 设 N,,v = 1,2 是 (T,%) 上 概率 测度 , 使 得 随机 变量 族 {ps(w),a € 
A}, 这 里 p。 表示 点 weT 的 第 a 个 坐标 , 成 为 (人 ,和 站, 和 V,) 上 相互 独立 的 Gauss 随 
机 变量 族 而 且 po,a € 久 按 Ni 的 数学 期 望 为 m 扣 ,方差 为 a9 > 0, 那么 Ni 与 
或 是 相互 等 价 的 或 是 相互 奇异 的 . 而 Ni 与 Na 相互 等 价 的 充分 而 且 必 要 条 件 是 


2 
(1) “GO) (mi — me 


Ca A; 
~ 芭 吕 ) < De Do ~ (5.1.9) 
义 当 Ni 和 Na 相互 等 价 时 ， 


WD 
加 1 /mY m0 DD mo 
dN2(w) ox Oa 2 Oa Oa hs “a 
(5.1.10) 


这 里 Za(w ) 是 CW 的 第 QO 个 坐标 . 
证 ” 设 (5.1.9) 成 立 , 使 m&) 了 关 m2,o4) ug) 的 ae 久 最 多 只 有 可 列 个 ,为 
了 方便 起 见 , 就 记 这 些 a 为 1,2,.…， 其 全 体 记 做 2 记 久 一 /为 1. 首先 我 们 指明 ， 


根据 条 件 (5.1.9), c 台 zc@ ,mo) 关 mt2 的 只 有 可 列 个 , 因此 这 个 无 穷 乘积 实际 上 是 通常 可 
列 个 因子 的 无 穷 乘积 . 
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不 妨 设 多 = 多. 事实 上 , 这 时 稚 Ro 为 从 ,Ra 与 ,入 .Ra 的 直接 积 . 由 于 {pa,a es 对 
是 相互 独立 的 Gauss 变量 , 因此 N， 成 为 XRo 与 ,Ro 上 两 个 Gauss 测度 N' 
与 N' 的 直接 积 . 由 于 当 a e WW’ 时, mg) = mm 名 co =o 的 ,所 以 {pa,a € 2'} 
关于 Nf', NY 具有 相同 的 有 限 维 分 布 , 因此 N = NZ. 根据 81.1 第 4 段 , 只 要 证 明 
Ni 与 Ns 相互 等 价 就 可 以 了 . 由 于 oo 了 0, 如 果 中 只 有 有 限 个 指标 , 那么 N{ 与 
入 都 成 为 有 限 维 空间 上 非 退 化 的 Gauss 测度 , 自然 是 相互 等 价 的 . 因此 下 面 不 妨 设 
l=/ 是 目 然 数 全 体 . 


令 NO 是 Rs。 上 的 Gauss 测度 , 而 ps 按 Nt) 的 数学 期 望 是 m3, 方差 是 
cg > 0. 那么 No 与 N23 是 相互 等 价 的 , 而 且 它们 的 Kakutani 内 积 是 


co (1) \2 (2)\2 
1 1 一 CQ CQ 
AND, ND) = /op 1 和 | | jo 
/ 27 oo) 和 "0 “2 
2 oN ol) | 1 (mS) 一 | 


ogyomd een 


2 2 
1 l 
由 于 开 (on 一 二 ) < oo 等 价 于 工 (v 瑟 -让 < Co， 因此 
p(N Na) = |] oO NS ) 
CQ 一 上 
ro Fo 
二 1 Oa Oa 
= lim 1 十 一 一 -一 一 《| 一 一 

n>00 详 | 4 | gL2) ] | 
1 n (1) 加 (2) 了 

.exp | 一 -= Mme — ms) (5.1.11) 
4 4 Oa 二 Oa 


由 条 件 (5.1.9) 容易 算出 T pvGD, NO) > 0. 因为 Ni 是 {[N 的 ,a = 1,2,…} 的 乘 


积 , 根据 Kakutani 定理 [44 知道 N! 与 Ns 是 相互 等 价 的 . 
又 由 于 


ND fo [Ting me ng mg 
NSO | /| 


从 (1.4.15)、(1.4.22) 得 到 (5.1.10). 
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gD) rrG) 
(2) 5 一 OO， 则 必 有 一 列 的 0 4 EC 


ol) ol 
这 时 由 (5.1.11) 得 知 


1) GN 2 
I (NG No) < |: ee /2 (5.1.13) 
P 可 (1) i 


但 是 由 (5.1.12) 知道 
2 
cc 1 5 FoN |， jy /0 
1+1[ /| |>iv [| -~ 
1 4 rt) oD 4 > og) G1) 


因此 由 (5.1.13) 得 知 [| pCNAY, NL2) = 0. 即 Ni 与 W 是 相互 奇异 的 . 从 81.1 第 4 


反之 , 设 条 件 (5.1.9) 不 成 立 , 例如 
她 ， 设 为 a=1， 2,. , 使 


二 


CQ 一 荆 四 (2) 
有 知道 N 与 Ne 也 是 相互 奇异 的 . 类 似 地 得 到 ee = oo 时 的 结果 
证 毕 ， 
例 5.1.1 设 (1, 和 6,,n) 是 例 4.1.2 中 线性 测度 空间 , 但 其 中 


1 _1t2 
falt) = TE€ 4ca， Oo >0,a=1,2,..., 
(27r0a)4 


那么 22 ({ 伴 }) 是 (/, 区 。 站 的 拟 不 变 点 全 体 . 
证 设 ye1y={ ,yn,… 上 )}, 作 
jy(B)= pu(B-Y), Ee,. 


那么 {za(w),w € 由 ( = {fzio) ;Zn(w),…:}) 是 (1, 和 3。,py) 上 的 相互 独立 的 
Gauss 变量 . za(w) 的 平均 值 为 yo， 方差 仍 是 ou, 利用 (5.1.9) 知道 jw 与 yy 等 价 
的 充 要 条 件 是 、 

> 


py er ( {> })， 而 且 由 (5.1.10)， (2 -}) 时 ， 


duy(w Ya | Ya 
ee = [ew 3 时 + 四 一 zal) . (5.1.14) 


Bs 
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设 (1,%B,,P) 是 典型 的 Gauss 测度 空间 ， Ta(w),w € lza(w) 一 一 w 的 第 a 个 
坐标 ) 是 其 上 的 Gauss 变量 . 作 (1,%,, 了 PP) 在 二 上 的 特征 函数 gp(f) 如 下 : 对 每 个 
f eltl(f(z) = forza,z = {za} EN), 由 (5.1.4) 得 到 


2(f) = E(eif(%)) = exp (- >_E((zo — E(xa))(xs — E(x8))fafe D0 . 
Qa,B C 


到 c(f,f) = E(f(w) — EB(f(Y)))’), 这 是 六 上 的 双 线 性 正定 泛 函 . 又 记 
m(f) = E(f(w)) = 2 faBlza), 
这 是 上 上 的 线性 泛 函 . 那么 特征 函数 又 改写 成 
p(f)=e PDNtimD), felt. (5.1.15) 


引 理 5.1.3 ” 设 10 是 只 有 有 限 项 不 为 0 的 实数 列 z = {zn} 全 体 按 通常 的 线性 
运算 所 成 的 线性 空间 ( 见 例 4.2.1), 设 1< a<2, 在 10 上 引进 一 范 数 


zla = (> or) ) 
及 任 一 双 线 性 正定 泛 函 [z,z], 那么 拟 范 数 |z| = Vlz,z] 与 zla 不 可 能 在 lo 上 导出 
相同 的 拓扑 
证 各 |z| 与 |lzla 导出 相同 的 拓扑 , 那么 [z, z 必 是 内 积 . 又 将 lo 按 |z|。 完备 
化 得 到 空间 1。 其 中 的 向 量 是 满足 条 件 ele = ( > en ”< oo 的 实数 列 全 体 , 它 


按 |z|。 成 为 Banach 空间 . 由 于 [z,z] 与 |zlo 在 1 ,上 导出 相同 的 拓扑 因此 [z,z] 延 
拓 成 ja 上 的 内 积 , 仍 记 为 [z, zl], 而 且 lz| = Viz,z] 和 |zls 在 人 上 导出 相同 的 拓扑 ， 
因此 i。 按 [z,z] 成 为 Hilbert 空间 . 因此 有 正 数 c, 使 得 对 一 切 re 1。 


-| < |zla < clzl. (5.1.16) 
于 [z,z] 是 内 积 , 对 任意 n 个 向 量 各 ,én € la, 应 有 
2 
>》 3 一 2 > er 
Ej 二 土 1 | 7 二 1 


利用 (5.1.16) 即 得 


2 


< c2" > él2. (5.1.17) 


j=1 


>》， 715 


j=1 


27 一 2 
Cc4 > 5 a S > 
7 一 工 Ei 一 十 1 


LD 
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特别 , 取 &; 为 向 量 {0,0,… ,0,z;,0,… ,0,… 小 代入 (5.1.17) 立即 得 到 


b> a < 5 加 <c b> | (5.1.18) 


对 一 切 z1,… ,zn,n 成 立 . 由 于 a 关 2, (5.1.18) 显然 是 不 可 能 的 . 因此 |z| 与 lzl。 导 
出 1o 上 不 同 的 拓扑 . 证 毕 . 


定理 5.1.4 ” 当 1<a<2 时, 例 4.2.1 中 的 遍历 测度 yo 不 等 价 于 Gauss 测度 . 


Gauss 变量 . 作 NN 在 片上 的 特征 函数 yp(f) 如 (5.1.15), 又 根据 (4.2.14) 和 (5.1.15) 
作出 


maD=( aa) 


i 
_ (/ 9(1 — ee ,felt. (5.1.19) 
0 


由 于 设 w 与 js 等 价 , 根据 系 4.2.15 和 例 421 在 上 由 Re( 让 ( | Geo) 
ce ”导出 的 拓扑 和 由 Ri( 用 ( 见 (5.1.19)) 导出 的 拓扑 一 致 
记 
[f,9| = c(f,9)+F(f)F(9), fg elt. 
我 们 来 证 明 Ri(f),f elii 与 Vf, 有 ,fe it 导出 相同 的 拓扑 , 为 此 只 要 考察 函数 


u(a,b) = nf (1— et +ibt)e—tat., 0<a<o, co0<b<o. 
0 


显然 dm ~ (0, b) = 0. 反之 , 右 van 如) 一 0, 则 必 a 十 | 加 | 一 0. 事实 上 , 例如 车 


有 一 列 ao, 一 a > 0, 则 
lim vw(an,pn) 过 1 一 [ et -tat >0. 
奉 on 一 0, 然而 bn, 一 b 取 0, 同样 有 
lim wu(an,bn) 之 1— [ cosbte ‘dt > 0. 
n—oo 0 


对 于 oa 一 0, |bn| 一 0 的 情况 类 似 地 考察 之 . 总 之 , 当 limw(a,0b) = 0 时 lim(a+lb|) = 0， 
因此 户 (fr) 一 0 与 clfn, fr] 十 |F(fn)| 一 0 等 价 , 即 与 [f, fr] 一 0 等 价 . 类 似 地 ， 
R*(f) 与 |fla 导出 上 上 相同 的 拓扑 . 
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这 样 , jl。 与 V[f, 开 导出 相同 的 拓扑 , 这 和 引 理 5.1.3 了 矛盾. 因此 pe 不 与 任何 
Gauss 测度 等 价 . 证 毕 . 

这 就 给 出 了 不 和 Gauss 测度 等 价 的 遍历 测度 的 例 . 

3° 一 类 特殊 的 Gauss 过 程 一 Wiener 过 程 

在 随机 过 程 中 有 一 类 重要 的 Gauss 过 程 又 是 平稳 增 量 过 程 又 是 Markov 过 程 ， 
这 就 是 Wiener 过 程 , 为 方便 起 见 , 只 考察 直线 上 Brown 运动 . 

例 5.1.2 设 Col0,7] 是 区 间 [0,T] 上 满足 条 件 z(0) = 0 的 连续 函数 全 体 , 它 
按 通常 的 线性 运算 及 范 数 


一) 


成 为 Banach 空间 . 令 和 是 Co[0,7] 中 的 弱 Borel 集 全 体 .% 也 可 以 这 样 作出 , 任 取 
0 < 到 < 妇 < .< 如 世人 及 和 维 空间 的 Borel 集 五 , 称 


B= {zl(z(t1),... ,z(tn)) € E} (5.1.20) 


为 (相应 于 磋 ,… ,tn 的 以 B 做 基 的 ) Borel 柱 .% 就 是 由 这 些 Borel 柱 全 体 张 成 的 
0- 代 数 . 设 0 < c < oo0,W 是 (Co[0,7T, 和 ) 上 概率 测度 , 它 具 有 如 下 性 质 : 对 于 形 如 
(5.1.20) 的 集 五 有 


he Le 
(cn)3 ,| | [ty ti) 


其 中 to = zo = 0, 称 = (Co[0, 了 TB,W) 为 Wiener 测度 空间 . 


对 于 每 个 te [0, 了 ], 函数 z 五 z(t),z & Col0,T] 是 可 测 空间 (Col0,7T],%) 上 的 
可 测 隐 数 , 因此 它 也 是 YW 上 随机 变量 . 由 (5.1.21) 知道 这 是 Gauss 变量 . 称 次 上 
的 Gauss 随机 过 程 {z(t),t € [0, Tl} 为 Wiener 过 程 . 利用 (5.1.21) 容易 算出 Wiener 
过 程 的 平均 值 和 相关 函数 分 别 是 


Ty—Ty 一 


W.(E) = i Tap, -dzrn, (5.1.21) 


E(z(t)) = 0, (5.1.22) 
E(z(t)z(s)) = =min (t, s). (5.1.23) 
我 们 又 令 C4%0, 了 ,0 < a < 1 表示 Cof0,T] 中 满足 H6lder 连续 条 件 
z(t1) — z(t2)| , 


su 一 
0<ti<zta<T | 一 妇 | 


的 函数 全 体 . 
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定理 5.1.5 Wiener 测度 空间 = (Co[0, 7T],%， W) 确实 存在 . 义 当 0 < a < 
3 时 , Wiener 测度 W 集中 在 C4%|0,T] 上 


证 ”不妨 设 了 =1lc=2. 令 7 为 形 如 


m 
2n 


的 数 全 体 , 这 是 一 个 可 列 集 . 对 每 个 +t e 也 作 一 维 实 空间 Ri, 记 R(T) = XR,, 这 
是 了 7 上 实 函数 全 体 . 令 和 31 为 R(T) 中 Borel 柱 全 体 所 张 成 的 o- 代 数 . 根据 前 面 所 
说 , 存在 典型 的 Gauss 测度 空间 (R(T), %1, 局), 使 得 其 上 的 Gauss 过 程 具 有 数学 期 
望 (5.1.22), 相关 函数 (5.1.23), 但 其 中 心 se 我 们 注意 , 这 时 若 0 < <to <…< 
tn < 1,tm ET,E 形 如 (5.1.20), 则 P(5B) 取 (5.1.21) 的 值 


记 五 = 了 二 + {0}. 将 R(T) 中 函数 延 拓 到 五 上 且 z(0) =0. 令 Cok(T1),0<ag 
1, K > 0 为 R(T) 中 满足 条 件 


[z(t1) 一 z(t2)| < Klti 一 t2|", ti,t2 Ei 


m= 1,2,...,2";Nn = 1,2,..: 


的 函数 zx 全 体 . 又 记 C6(I) = U Gant). 


k=1 
引 理 5.1.6 设 0<a< > 那么 
P(R(NNCs(1)) =0. (5.1.24) 


证 ”对 于 任何 正 数 K, 自然 数 n, 非 负 整数 m,0 < m < 2", 令 


m+l1 m 1 1 
显然 5S(K,m,n) e 1. 今 证 
o0 2 ”一 1 
RONNCor)c SG mm (5.1.25) 
人 一 上 m=0 


任 取 TE R(TNCark (1). 必 有 ti <to,ti,t» € I, 使 得 


z(t) 一 Z(t)| > Klt, 一 t1|™. 


j=—min 人 


1 ~、 1 1 
je =》 地 (1- 充 ) 


设 
l 
总 一刀 > ai | (5.1.26) 


由 于 
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我 们 得 到 
zt) — z(t1)| > K 0 一 3 3 3 (5.1.27) 
vv 二 7 十 1 


co “2 ”一 | 
我 们 要 证 明 这 时 z e (J LU S(K,n,m). 不 然 的 话 , 当 交 着 10 乏 <22 一 1 
7 一 7 十 m= 二 0 


时 zES(Kmm), 即 


m+1 m 1 1 nl | 


ym 
j 十 1 级 区 间 最 多 只 有 两 个 , 取出 来 记 为 pr 如 果 (ti, t2| 中 ji 级 区 间 只 有 一 
个 或 根本 没有 , 那么 7 种, 区 中 有 一 个 或 两 个 是 空 集 , 由 于 (ti,to]N (ZU 172) 
必然 至 多 是 两 个 7+1 级 区 间 的 真子 集 , 因此 它 最 多 只 含有 两 个 ;+2 级 区 间 , 把 它们 
取出 来 . 如 此 继续 下 去 , 得 到 彼此 不 交 的 j+! 级 区 间或 空 集 Btnv = = 1,2;1= 1,2,- 
使 得 


称 形 如 (于 so n 级 区 间 , 由 于 (5.1.26), tz 一 t1 < 请; 因此 (ti,t2] 内 


1 
(t1,t2] = U (I ( 十 1 ). (5.1.29) 
1 二 1 


然而 当 n > j 十 1 时 ,z(t) 在 IY 的 两 个 端点 (假如 I 不 是 空 集 的 话 ) 的 函数 值 之 
差 有 估计 式 (5.1.28). 再 利用 (5.1.29) 立即 可 知 


1 一 1 
zn) a(t) < K (1 站)? 六 a 


nn 二 7 十 1 
RS (5.1.30) 
一 6 >》 Far .1. 


这 和 (5.1.27) 矛盾 , 因此 (5.1.25) 成 立 . 
记 5 = _ 志 ) | 由 (5.1.21) 算出 : 当 m > 0 时 ， 


P(S(K, m,n)) = 


-6 De (5.1.31) 


这 里 6(t) 是 函数 /2 1/ ”学 qz. 类 似 地 仍 有 


P(S(K,0,n))=B (bK2"(#-°)) (5.1.31’) 
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然而 当 上 > 2 时 容易 算出 8(t) < /2 飞 . 因此 由 (5.1.25), (5.1.31) 和 (5.1.31) 知道 ， 
22+o 
b ， ) 


co 27—1 


P(R(DNCax (1)) < >》 >》 P(S(K, m,n)) 


oo 27 一 1 


< 》 》、 (OK2n"( 生 -oa) 


7 一 m=0 


fi -bEK2" (#0). (5.1.32) 


显然 , 当 K 一 ce 时 , (5.1.32) 右边 收敛 于 零 . 然而 R(DNCo(1) C R(DNCoaxk (了 D). 
在 (5.1.32) 中 令 KK 一 oo 即 得 (5.1.24). 

由 于 当 x e Co(I) 时 ,z 在 五 上 是 一 致 连续 的 .我们 可 以 把 z(t) 唯一 地 延 拓 
成 [0,1] 上 的 连续 函数 , 仍 记 为 rz, 且 z es C42%[0,1]. 我 们 用 这 个 方法 把 Ca(DP ) 与 
C8[0, 1] 一 致 化 , 那么 容易 看 出 %1 在 Ce(T) 上 的 限制 Wo) 就 是 外 在 C4%[0,1] 上 的 
限制 . 我 们 把 P 在 C6(I) 也 就 是 C4 [0,1] 上 的 限制 记 为 P(a), 这 样 就 得 到 Gauss 
测度 空间 $6 = (Co” [0,1],$(%, Po)0<a< >， 而 且 显然 {z(b,te [0,1]} 是 SC 
上 的 随机 变量 . 当 te 工时, 它们 是 Gauss 变量 , 又 它们 的 数学 期 望 和 相关 聘 数 的 值 
仍 分 别 是 (5.1.22) 与 (5.1.23), 但 其 中 t,s e 工 . 

我 们 再 来 证 明 t € [0,1] 时 ,z(t) 也 是 So 上 的 Gauss 变量 , 而 且 当 t,s € [0,1 
时 , (5.1.22) 和 (5.1.23) 也 成 立 . 设 te [0, 1 使 声 一 to, 这 时 由 (5.1.23) 算出 

E((z(tn) — z(tm))”) = |tn — tml, 
因此 {z(tn)},n = 1,2,… 是 [2(S(%) 中 的 基本 序列 . 又 因为 C10,1] 中 函数 > 是 
连续 的 ， im x(tn) = z(to), 因此 {z(tn)} 在 到 (So) 中 收敛 于 z(to). 由 引 理 5.1.1 
若 道 z(to) 是 Gauss 变量 , 而 且 E((z(t) 一 z(to))2) 一 0, 因此 易 知 对 于 to, (5.1.22) 
成 立 . 在 又 有 so e [0,1], 取 se 五, 使 sn 一 so, 那么 又 有 E((z(sn) — z(so))2) 一 0， 
因而 由 
E(x(so)z(to)) — E(z(sn)z(tn)))| 
< VE((z(s0) — z(sn))?)E(z(tn)?) + VE(s0)E((z(to) — z(tn))?) 

知道 (5.1.23) 对 so0,to 成 立 . 

对 于 每 个 e %, 显然 En C4%[0,1] € $(%. 作 

We(E) = P(E NC 0, 1)), 

显然 W. 是 (Co[0, 1], 加) 上 的 概率 测度 , 集中 在 CI0,1] 上 , 而 且 这 时 (5.1.22),(5.1.23) 
也 成 立 . 因此 (5.1.21) 成 立 . 所 以 W 即 是 所 要 的 Wiener 测度 . 证 毕 . 
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85.2 Gauss 测度 的 相互 等 价 性 和 奇异 性 


1” 基本 定理 


在 85.1 中 我 们 考察 过 比较 特殊 的 一 类 Gauss 测度 的 相互 等 价 性 , 本 节 中 考察 更 
一 般 的 问题 . 设 Q 是 一 集 ,{&。,a eu 是 Q 上 的 一 族 实 函数 ,8 是 由 0 的 子 集 组 成 
的 使 得 {&6,a es A} 可 测 的 最 小 o- 代 数 . 设 记 , 已 是 (9,%) 上 的 两 个 概率 测度 , 而 
且 使 (9,%B, 记 ,)) = 5,,v = 1,2 上 的 随机 过 程 {6&6.(:),a € A} 都 是 Gauss 过 程 . 我 们 
要 研究 已 和 忆 的 相互 等 价 性 和 奇异 性 . 

此 后 记 


Ex (7) 一 | zaPile), Di (7) 一 Ex((z 一 Ex (x))’), k 一 1,2. 


令 2 为 {toya & 吕 以 及 实 常数 函数 做 成 的 线性 组 合 全 体 , 它 成 为 线性 空间 . 
在 .2 上 引进 两 个 双 线性 非 负 定 泛 函 


(xz,y)k = Exrx(TYy), k= 1,2. 


引 理 5.2.1 ” 设 Gauss 测度 已 与 忆 不 是 相互 奇异 的 , 则 必 有 正 数 ct co, 使 得 
对 一 切 ze .2 , 成 立 着 


(Z;Z)a < cl(Z)Z)1， (5.2.1) 
(X, T)1 和 co(Z,Z)2. (5.2.2) 
证 ”如果 使 (5.2.1) 成 立 的 cl > 0 不 存在 , 则 必 有 一 列 zn € 2 使 (x, zn)2 = 


1, (Zn; zn)i 一 0(n 一 00). 记 (zn) = an 作 集 4 = {wl|zn| < (zn, zn)1“}, 那么 
NANAn = {wl|zn| > (zn, Tn) 全 由 Chebyshev 不 等 式 得 知 , 当 (zn, zn)i > 0 时 ， 


1 
P(NAn) < 1 人 z2dPi(w) < (pn, Tn)’. 
Tn, Tn )1 


当 (Zn, Tn)1 一 (0 时 ， Xn 一 0, 因此 P(N Ar) 二 0. 总 之 


lim P(ON4) =0. (5.2.3) 


@ 设 P(w) 是 概率 测度 , X(w) 是 随机 变量 , E(X) = / X(w)dP(w), 则 


P({wlIX(w) - E(X)| > a)) < = 


(Wj) 2 LU |) ， 
Bh CO BCOPdP() 
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又 当 a2 关 1 时 , 由 (5.1.1) 得 知 


(一 am 
P(An) = i |/ e 2(1-n) dA 
V27T(1 一 af) JAS(zn,zn)!’ 
_an+(zn,zn)!/4 
1 /Va 


yy V2 —Qan— (Tn, zn)1/4 e dA >0. 
i 


又 当 o2 =1 时 zn 三 十 1 或 z= 一 1, 这 时 , 如 nn 充分 大 , 例如 使 (zzn)i < 1, 那么 
P(An)=0. 忆 之 ， 


lim P(An)=0. (5.2.4) 


由 (5.2.3) 和 (5.2.4) 知道 PL 和 已 是 相互 奇异 的 . 这 和 假设 和 矛盾 . 因此 (5.2.1) 成 立 ， 
同样 地 讨论 (5.2.2). 证 毕 . 

下 面 继续 假设 已 与 已 不 是 相互 奇异 的 . 根据 (5.2.1),(5.2.2),.2 中 国 数 按 测度 
疡 概 相 等 与 按 测度 已 概 相 等 是 一 致 的 , 我 们 今后 视 .2 中 按 测度 已 人 (也 就 
是 按 测度 已 概 为 零 ) 的 函数 为 0. 这 样 , (x,y)v 成 为 2 上 的 内 积 . 令 五 是 乡 在 
Hilbert 空间 2(51) 中 的 包 , 那么 由 于 引 理 5.2.1， 两 个 内 积 是 等 价 的 , 因此 五 也 是 
.2 按 内 积 (x,y)s 的 完备 化 空间 , 也 就 是 乡 在 Hilbert 空间 二 (5>) 中 的 包 , 而 且 由 引 
理 5.1.1,H 中 的 函数 仍 为 5, 上 的 Gauss 变量 . 此 外 , 当 xz eH 时, (5.2.1) 与 (5.2.2) 
仍然 成 立 . 今后 转 人 考察 五 , 这 时 五 按 (z, 四 1; 或 (x,y)2 都 成 为 Hilbert 空间 . 


引 理 5.2.2 者 已 与 饭 不 是 奇异 的 , 则 必 存 在 正 数 K, 使 得 对 于 五 中 任何 有 
限 个 向 量 7 ,Tn, 当 


Es(nk) = 0, (Wk, M1)2 = Og, 
(nk — Ei (nk), Mm 一 Fi(nm))i = D1 (nk) Ok 


时 (其 中 bw 是 Kronecker 的 0)， 
>》 人 Di (nx) 一 1 十 2 (Nx) 过 有 人. (5.2.5) 
k=1 k=1 


证 为 方便 起 见 ， 记 Fi (nk) 一 mg, Di(nk) 一 Ok. 对 于 满足 引 理 中 条 件 的 
{7 ,nj 作 (9,%%) 上 的 可 测 函 数 


“ 222- 第 五 章 ” ”Gauss 测度 
那么 容易 算出 吕 


一 — ok— me 一 一 mk 
BN) = 2 k %)， 包 ( 骨 = ( 过 i+ nk 


k 
D1(f) = > [2(0k — 1)? + 4opm?], 


D2(f)= > 3 -5 D) 4 (5.2.6) 
Fk OT. Ok 
区 
a(f) = 3(E(f) — Fi(f)) 
_1 (1 一 ap) 1 
= 5 3 站 十 0 十 二 ro (5.2.7) 
令 


4 = 人 
4 = 


那么 4i 与 4 互 不 相交 , 而 且 hi + 4。= Q. 根据 Chebyshev 不 等 式 , 算出 
D1(7) 


jw) < Bm) + ED) 


1 
fo) > (Bf) + Pal))} 


P(Ai) < Pi({wllf(w) — Ei(f)| > a(f)}) < a (5.2.8) 
Bi(4s) < BN) -A> aD < HE (5.2.9) 
由 引 理 5.1.1， 
Ok 和 (Nk, NE) 和 C2 (Nk, Nk)2 S 02, (5.2.10) 
1 1 
< 2 — Meg, Nk — Mk)2 < (Mk — Mik, Nk — Mk)1 = OK. 


例如 Di1(f) 可 计算 如 下 : 由 于 k 关 kk' 时 , px 与 np: 相互 独立 , 因此 


— mg)” 


Ei((f ~ E1(f)))= > Bi (= — (nk 一 mp) + 2mg (nk — mg) — (1 — ob 


ok 
= y、 (2 一 中 Ei((nk — mg)’) 
十 (em 一 2 E((m — mk) )+ (1— oo 


= 》 [2(ok 一 1)2 + 4m?ok]. 
k 
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由 (5.2.6), (5.2.7), (5.2.10), 若 记 
m= >_[(1 ~ ok)? + m2), 
k=1 


则 必 有 正 数 bi1,b2,0b (不 依赖 于 Ni,"** , Tn ) 使 
Di(f) bm, k=1,2, a(f) 2 bm. 


因此 (5.2.8), (5.2.9) 化 成 


b, 1 
P(A,) < C—— 9.2.11 
(4v) < 池 一 . (5.2.11) 


如 果 n 及 {mm,… ,m} 变化 时 m 的 上 界 为 +oo, 那么 对 任意 给 定 的 正 数 < 有 一 组 
{1,… ,Tm), 使 相应 的 m 适合 m > Linax (bb). 由 (5.2.11), 相应 的 集 41 适合 


P(Ai) < EE, PB(0—Ai) < E. 

根据 引 理 1.1.21, PP 与 BB 相互 奇异 . 这 和 假设 冲突 , 引 理 证 毕 . 

现在 令 耳 以 (zx,y)2 为 内 积 , 又 令 为 H 中 与 1 直 交 的 向 量 全 体 ,三 是 互 的 
闭 子 空间 , 它 按 (7,y)2 也 是 Hilbert 空间 . Ho 也 就 是 五 中 按 测度 已 的 平均 数 为 零 
的 函数 全 体 . 作 HH 上 双 线 性 非 负 泛 涵 

B(é, 7) 一 (6 Ei1(é€),7n Ei1(n))i, 
根据 (5.2.2)， 
已 Un， 7) 一 (7, n)1 Fi(n)” < C2 (7, "7)2, 
即 B(m,m) 在 Ho 上 是 有 界 的 . 根据 熟知 的 定理 , 必 有 矶 上 的 线性 有 界 自 共 恩 算 子 
B, 使 得 对 一 切 上 7 e Ho, 成 立 着 
已 (6 7 一 (Bé, 7 )2. 

引 理 5.2.3 设 忆 与 马 不 是 相互 奇异 的 , 则 B 一 7(I 是 包 中 恒 等 算 子 ) 是 
Ho 中 的 Hilbert-Schmidt 型 算 子 . 

证 ”根据 引 理 5.2.2, 有 如 下 的 正 数 到 : 若 太 …… ,nn e Ho, {nk} 为 按 内 积 (e, 7)， 
的 就 范 直 交 系 , 而 且 当 此 关 时 ， 

B(nx, Mk’ ) 一 0， 

Bj ((B — IT)nx, ng)2 = 0, 那么 


5 (1 op)? = D0 Bn m)? = SB — Dr mm) < K. 


k k 


根据 引 理 I.1.5, B 一 了 是 Ho 到 Ho 中 的 Hilbert-Schmidt 型 算 子 . 证 毕 . 
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再 根据 B -了 的 性 质 ( 见 SILDT), 存在 孔 中 的 一 组 完备 就 范 直 交 系 (关于 内 积 
(&,n)2){na, ae 对 ,它们 是 巨 _7 的 特征 向 量 , 因而 也 是 B 的 特征 向 量 , 设 相应 的 特 
征 值 是 0a, Ba = aa71a， 则 


>》 (ce -1 和 天 < oo. (5.2.12) 


QO 


因此 这 时 cu。 关 1 的 a 最 多 只 有 可 列 个 , 设 为 a = 1,2,:… .再 根据 引 理 5.2.2， 


YO_Bi(na) 入 天 < oo (5.2.13) 


(人 


引 理 5.2.4 夺 忆 与 已 不 是 相互 奇异 的 , 则 记 与 书 必然 是 相互 等 价 的 . 


证 ”由 于 是 (9,%, 及 ) 的 决定 集 而 .多 中 函数 是 丽 与 常数 的 和 , 因此 H。 
亦 是 Sr 的 决定 集 ， 又 由 于 {wa,a e 对 是 Ho 中 的 完备 就 范 直 交 系 ,容易 看 出 
{nu;a € 对 } 也 成 为 9 上 的 决定 集 . 令 Qo = X% Ro, 此 地 Ro 的 实数 直线 , 又 令 80 
是 Qo 中 的 Borel 柱 全 体 张 成 的 o 一 代数 . 根据 85.1 的 第 2 段 存在 (Qo0, 站 o) 上 的 概 
率 测度 Ni 使 (Q0, Bo0, Na) 成 为 5 上 Gauss 过 程 {no(-),a e 内 的 样本 测度 空间 . 


然而 , 硅 记 Qo 中 点 p 的 坐标 为 pu, 那么 (Qo0, Bo, Nj) 上 的 随机 过 程 {pas(p),a € 
丈 } 与 Si% 上 Gauss 过 程 {ma(w),a < &} 有 相同 的 有 限 维 分 布 , 因此 {po,a e } 是 
相互 独立 的 Gauss 分 布 , 而 按 测度 Ni, Na 的 数学 期 望 和 方差 分 别 是 Ei (ma),0; 1, cu， 
它们 满足 条 件 (5.2.12) 和 (5.2.13). 由 引 理 5.1.2 知道 ,Ni 与 Na 相互 等 价 , 根据 引 理 
1.3.7 推出 记 与 马 的 等 价 性 . 证 毕 . 

下 面 是 Gauss 测度 等 价 性 的 基本 定理 . 

定理 5.2.5 设 5, = (0,%,P,),v = 1,2 是 两 个 概率 测度 空间 ,{&6,a e A} 是 
5S, 上 的 一 族 Gauss 随机 变量 , 而 且 成 为 9 上 的 决定 函数 集 , 那么 PP 与 已 或 是 相 
互 等 价 的 或 是 相互 奇异 的 . 

下 面 是 测度 局 与 己 相互 等 价 的 充分 而 且 必 要 的 条 件 : 令 乡 是 {tu,a € 多} 与 
第 数 的 线性 组 合 全 体 , . 中 国 数 按 已 概 为 零 与 按 忆 概 为 零 一 致 (把 概 为 零 的 函数 
视 为 零 ). .2 在 Hilbert 空间 72(8,) 中 分 别 按 内 积 


(5 7) ,= | snap, VC ]， 2, 
完备 化 成 为 Hilbert 空间 五 ,,v = 1,2. 把 髋 入 算 子 TT: x 一 7 看 成 了 ,到 HH， 上 算 子 
时 , 它 是 等 价 算 子 史 . 


证 ”根据 引 理 5.2.4, 当 忆 与 马 不是 互相 奇异 时 , 必 是 相互 等 价 的 , 因此 定理 
的 第 一 部 分 证 好 . 今 考察 条 件 的 充分 性 和 必要 性 . 
关于 等 价 算 子 的 定义 和 性 质 见 附录 II. 
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根据 引 理 5.2.1 所 述 ， 寿 忆 与 P 相互 等 价 ， 那么 工 必 是 Hs 到 Hl 上 的 线性 有 
者 算 子 而 且 TT! 亦 是 线性 有 界 算 子 , 令 8 为 Hz 到 本 的 投影 算 子 . 那么 T- 8 是 
H2 到 一 维 子 空间 {A| 一 00 < 入 < o0} 的 投影 算 子 . 我 们 令 Qi 是 囊 到 一 维 子 空间 
{A| 一 00 < 入 < col 的 投影 算 子 , 那么 容易 看 出 常数 函数 户 (€) = Q1&. 先 来 证 明 


QT*TQ -QQBO+OT*oiTQ. (5.2.14) 
事实 上 ， 任 取 &,7 € H,, 记 £1 一 YE, 171 二 Yn € Ho, 则 


(QBQ + QTQITQ)E, m2 = (B+T*QT)E, mm)2 
= B(€1,m) + (Qi161, GO171)2 
= (61,m)1 = (TTé1,m)2 
= (QT TE, n)2, 


因此 (5.2.14) 成 立 . 利用 (5.2.14) 容易 算出 
T*T-I=(B-NQ+A4, (5.2.15) 


此 地 
A= (TT- TD)(I-Q)+(- Q(TT -DQ+QT"QTQ. 


由 于 了 -4 与 Qi 都 是 一 秩 算 子 , 因此 4 是 一 秩 的 . 又 根据 引 理 5.2.3, (B - Q 是 
Hilbert-Schmidt 型 算 子 , 因此 (5.2.15) 也 是 Hilbert-Schmidt 型 算 子 , 即 工 是 等 价 
算 子 . 

反之 , 硅 定理 中 条 件 成 立 , 仍 可 仿照 引 理 5.2.3 之 前 所 述 作 栈 , 由 (5.2.14) 得 知 ， 
(8B 一 了 JQ = Q(T 下 Q 一 QT*Q1TQ, 因此 (8B 一 耻 是 到 上 的 Hilbert-Schmidt 型 
算 子 , 然后 再 仿照 引 理 5.2.3 之 后 所 述 作出 随机 变量 {m4,a e 内 }, 再 利用 引 理 5.2.4 
的 证 明 立 即 知 道 已 与 忆 是 相互 等 价 的 . 定理 证 毕 . 


注 ”由 定理 5.2.5 的 证 明 容易 看 出 : 当 Ek(&6。) = 0,k = 1,2,a € 外 时, 我 们 不 妨 
取 多 为 {£6,a € 六 } 的 线性 组 合 全 体 而 无 需 把 常数 放 入 .2, 经 过 这 样 的 改变 , 定理 
5.2.5 中 关于 .2 的 条 件 仍 为 忆 与 PB 相互 等 价 的 充 要 条 件 . 


2 具体 的 例 


下 面 我 们 给 出 利用 定理 5.2.5 判别 相关 函数 不 同 而 数学 期 望 相同 的 两 Gauss 过 
程 相互 等 价 性 的 例 . 


例 5.2.1 我 们 考察 如 下 的 一 类 Gauss 过 程 : 它 的 数学 期 望 是 零 ， 相关 函数 
r(st,a 入 st 和 具有 下 面 的 一 些 性 质 : 


(i) 当 s,t € [a,0] 时, r(s 必 是 连续 函数 ; 
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(i) 对 每 个 固定 的 te [a, 9,7(s,t) 是 se [a,9| 的 全 连续 函数 , 而 且 . 
[ Or(s, a) < 
0 Os 


(iii) 对 几乎 所 有 ( 按 Lebesgue 测度 ) 的 se [ao 如, 当 s 固定 时 , 函数 是 


区 间 [a,s) 以 及 区 间 (s, 电 上 的 全 连续 函数 (因此 Orley 在 矩形 a < s,t <b 上 几 
乎 处 处 存在 而 且 是 可 测 函 数 ): 
b b 2 
(wf / 07(s,t) dsdt < co. 


ds < coi; 


rd t) 


Osot 
又 由 条 件 (证 ) 看 出 , 对 几乎 所 有 的 s e [中 存在 着 有 限 极限 
q_(s) = lim Or(st) q+(s) = ,ime a (5.2.16) 


容易 看 出 这 时 q_(s) 与 q+(s) 都 是 可 测 函 数 . 再 进一步 设 
(v) 存在 正 数 c1, cz, 使 得 函数 D.(s) = q+(s) 一 g_(s) 几乎 处 处 适合 关系 


cl < Di(s) < co. (5.2.17) 


我 们 称 D,(s) 是 相关 函数 + 的 示 性 函数 . 又 假定 2 Sr 是 正定 积分 核 , 即 
(vi) 对 一 切 fe IL2[a,0], 成立 着 


[ fs O75,t) qt > 0. 


满足 上 面条 件 的 Gauss 过 程 称 为 属于 Sla,6| 类 , 它 的 相关 函数 r(s,t) 称 为 属于 
sla,0] 类 . 
容易 验证 : 若 u(s),v(s) 是 [a,b] 上 的 实 值 的 全 连续 函数 而 且 当 f € Za 外 时 


三 六 roravGvGaaa > 0 
同时 ， 
| las < | vds < ~ 


又 存在 正 数 C1, C2, 使 得 对 几乎 所 有 的 s,t， 


c1 < v(s)u(s) — u(s)v'(s) < co2， 


u(s)v(t), st, 
r(s,) 一 | 


u(t)v(s), s+ 


那么 函数 
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属于 sfa,b| 类 而 且 这 时 
D(s) = wv(s)u (s) — u(s)v(s). 
特别 当 w(s) = >, UV(s) = 1 时 , 即 得 


7r(s,t) = > min (s, +), 


这 是 Wiener 过 程 ( 见 85.1) 的 相关 了 艺 数 . 


定理 5.2.6 设 {t(t,w),te [a,9|} 是 54 = (0,%B, 访 ),k=1,2 上 的 Gauss 过 程 ， 
且 属 于 Sla,b] 类 , 它们 的 相关 函数 分 别 是 rj(s,t),k = 1,2. 那么 忆 与 已 等 价 的 充 
要 条 件 是 


Gi) 在 区 间 [外 上 它们 的 示 性 函数 D,, (t) 与 D;,(t) 几乎 处 处 相等 ; 

(ii ri(a,a) 与 r2(a,a) 或 者 同时 为 零 或 者 同时 不 为 零 . 

证 ”利用 定理 5.2.5, 我 们 造 出 儿 在 Z2(Sk) 中 的 包 Hi, 并 且 用 具体 的 函数 空 
间 来 表述 Hi. 

1. 令 f 是 区 间 [a,b| 上 的 有 界 变 差 消 数 , 且 f(b) = 0, 而 且 在 (a,b) 中 是 左 方 连 
续 的 . 这 种 函数 全 体 记 为 Vla, 9. 

对 于 每 个 f eV[a,9] 以 及 [a, 9 上 一 列 分 点 组 

0<t < < 1 


= Et8 ,wo) (FE ) — FR)). 


k=1 


容易 算出 
(én, Em) = 3 EY, tr™ (FE ) — FE FE™) — f(t)), v= 1,2; 


k=1 l=1 


当 n,m 一 oo 时 立即 得 到 
b rb 
(En, Em )v -| / ry(s,t)df(s)adf(t), v= 1,2, (5.2.18) 


由 是 易 知 {&%} 按 内 积 (z,g)v 成 为 基本 点 列 , 因此 它 收敛 于 五, 中 的 向 量 , 记 为 6 
利用 (5.2.18) 容易 算出 : 当 f,g e Ya 时 


GE) - [ r,(s, t)df (s)dg(t). (5.2.19) 
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令 Ku = {If eV 由 ,那么 K, 在 也 中 稠密 , 事实 上 , 对 任 一 to & (ob 作 


项 数 
0, t > to, 
-| 


-1， t<to. 


显然 f €e Yo 而 且 &y(:) = &(t0;:), 即 tl(t0;-) € Ks， 由 r(s,t) 的 连续 性 易 知 
(a,") = Jim é&(to;"). 因此 &(a;) 属于 K 在 名 中 的 包 Ky. 类 似 地 &(b;-) E Kv. 又 
K, 是 线性 空 s 间 |， 因此 .2 < 天 0, 即 得 


Ko9=H,. (5.2.20) 


由 于 条 件 (让 ,ry(s,t) = 7r,(t,s) 是 t 的 全 连续 函数 , 利用 分 部 积分 立即 可 知 , 当 
fe Vla,9| 时 , 成 立 着 


b b 
[ rsds) = -fr(ed) — { 10) Sas (5.2.21) 


Or, re t) 


利用 例 5.2.1 的 性 质 ( 诈 ), 对 几乎 所 有 的 se [如 当 s 固定 时 为 + 在 


[a. s), (s,b] 上 的 全 连续 函数 . 因此 , 当 t < s 时 ， 


Ory(s,t) [ Or (sn) 


Or,(s, a) 
Os 7 


po (5.2.22) 


令 tt 一 s 一 0, 我 们 记 ogg 为 相应 于 7, 的 函数 (5.2.16), 那么 


(Vy 、 3 Or,(s,7) Or,(s,a) 
d 一 (s) -| Onos dn 十 Bs | 。 (5.2.23) 


类 似 于 (5.2.22), 并 利用 (5.2.23) 我 们 得 到 : 当 t+ > s 时 ， 


Orv(s,t) /* O2r,(s,n) (7) 
Os = Onos 人 
“ O27,(s, 7) Orvls, a) 
= dnt Dr(s) + (5.2.24) 


将 (5.2.22) 和 (5.2.24) 代入 (5.2.21), 并 利用 Fubini 定理 交换 积分 顺序 即 得 


b t b 927 (8s 
/ ru(s,t)df(s) = — fla)ru(a,t) — / | / | f(s)ds 


-/ 9 (0)as - [Drs) (s) f(s)ds 
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再 利用 分 部 积分 就 有 


「 f ry(s,t)df (s)dg(t) 


b 
= (ae(ojm(oa 十 Ha) 人 AE go 


Ty\lS8,0 0 
+ | TC)asglo) 机 Dr,(s)f(s)g(s)ds 


D“ Orv(s,t) 5S， 6) 
+ / re t)dsdt. (5.2.25) 


2， 再 作 如 下 的 函数 空间 L$?[a,], 其 中 的 函数 属于 Lzla,4], 然而 当 f,g e 
La, 0], f(t) 与 g(t) 在 (a, 外 上 几乎 处 处 相等 , 又 


f(a)ry (Qa, a) 一 ga)7v (a, a) 
时 才 把 与 g 看 成 同一 向 量 , 又 在 L( [a,5] 中 按 通 常 的 方法 引进 线性 运算 , 规定 其 
中 的 内 积 是 
| f(g(t) Dr, (Pat + f(a)g(a), ru(a,a) >0, 


[f, gly 一 
[ f(t) ry(a,a) = 0. 
由 例 5.2.1 的 条 件 (v) 知道 Li fa,6] 按 [f,g], 成 为 Hilbert 空间 . 
再 作 La,9] 到 Za 的 线性 算 子 4, 如 下 : 当 fe Za 中 时 , 记 4,f 为 
如 下 的 函数 ; 当 te (a, 9] 时 ， 
1 ? O27, (s, t) f(a) Ory(a,t) 


(4 Nt) = DH/ 5s 1 (s)ds D,(t) Ot | 


叉 当 r,(a,a) 夭 0 时 ， 
b 
(AD) 0 = fs)as + Forv(0,0) -1) 


我 们 来 证 明 A, 是 Hilbert-Schmidt 型 算 子 . (1) ru(a,a) = 0 的 情况 ， 这 时 
t(a,w) 三 0, 因此 r(a,)=0,a tb. 这 时 Za 就 是 Za 而 且 


b ~2 
(A f)(t) = Dm / 9 ml, ra)ds (5.2.26) 
0* ry(s,t) 
由 例 5.2.1 的 条 件 (iv) 及 6 2.17),A, 是 Hilbert_Schmidt 型 算 子 f [ 一 


f(s)ds 与 有 界 算 子 f 一 一 一 的 乘积 , 因而 是 Hilbert-Schmidt 型 的 . (2) 当 7,(a,a) z 
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0 时 , A, 是 形 如 (5.2.26) 的 Hilbert-Schmidt 型 算 子 与 有 限 秩 的 线性 有 界 算 子 的 和 ， 
因而 4, 也 是 Hilbert-Schmidt 型 的 . 

我 们 再 注意 , 当 f,g e La,8] 时 ,(5.2.25) 的 右边 就 是 [(T 十 4y)f,g]v. 特别 当 
f,g eVla,b| 时 , 由 (5.2.18) 得 到 


(#0,8) = [0 +h), gh (5.2.27) 


由 于 Ye, 引 是 LM [a,09] 的 稠密 子 空间 , 对 每 个 f € LM [a,9], 取 {fn} C Ye 
使 {f} 在 LM [a,9] 中 收敛 于 f， 利 用 (5.2.27) 立即 可 知 {#0} 是 K, 中 基本 序 
列 . 由 (5.2.27), {3} 在 五, 中 收敛 于 一 向 量 , 记 之 为 《而且 (5.2.27) 对 一 切 
jg e TO 四 中 成立. 由 于 (5 ,60) > 0, 所 以 由 (5.2.27) 知道 B, = 了 + hw 是 
LS [oa, 引 上 的 非 负 的 自 共 斩 算 子 . 

我 们 再 来 研究 B, 的 零 空 间 . 还 是 分 两 种 情况 : 

(1) 当 7,(a,a) = 0 时, 蔡 B,f =0, 则 由 (5.2.27), 得 


0= (Bf,f)= (7,f) + (Ay,7) 
b 
-上 站 (7 Gu 二 人 [ 2 一 ) f(s)f(t)dsdt. (5.2.28) 


然而 由 条 件 (vi), 上 式 最 右边 的 第 二 项 > 0. 因此 f = 0. 换 名 话说 ,B, 具有 逆 算 子 . 
| A, 就 不 以 -1 为 特征 值 , 然而 4, 是 全 连续 的 , 因此 -1 是 4, 的 正则 点 . 因此 
>! 在 全 空间 定义 的 而 且 是 有 界 的 . 换 句 话说 B, 是 LM [a,9] 到 它 自身 的 等 价 算 子 . 
(2) 当 7,(a,a) > 0 时 , 我 们 要 说 明 , 帮 yp,V 属于 B, 的 和 零 空间 而 和 且 p(a) = W%(a)， 
则 2 = ww. 事实 上 , 这 时 f= o -也 在 B, 的 零 空间 中 而 且 f(a) = 0. 因此 由 4， 
的 表达 式 知 道 , 对 f,(5.2.26) 也 成 立 , 所 以 仍 有 (5.2.28), 因此 f = 0, 即 yp = 多. 因此 
B, 的 零 空 间 包 , 是 一 维 的 , 或 是 ,= (0). 当 轧 , = (0) 时 , 又 回 到 情况 (1) 而 B, 是 
等 价 算 子 . 由 于 4,, 是 自 共 斩 全 连续 算 子 , 容易 证 明 , 当 我 们 把 B, 限制 在 E, 的 下 
交 补 空间 及 上 时 ,B 是 包 , 到 ,的 拓扑 映照 ,因此 B, 是 ,到 ,的 等 价 算 子 . 
为 了 和 前 面 情 况 统一 起 见 , 在 (1) 的 情况 下 我 们 记 玉 = LY |a,|. 
所 以 由 (5.2.27) 知道 映照 


Lv : f WE/ ey 


是 ,到 UF 的 拓扑 映照 ， 然 而 由 于 当 fe 妨 , 时 Buf = 0, 即 外 ?= 0 所 以 
UR, = Us,LWa,0] > Ky. 又 由 于 五, 是 完备 的 , 从 (5.2.20) 知道 避 琴 = 五,. 再 从 
(5.2.27) 立即 知道 

UU, = B,, 


因此 忌 , 是 L, 到 五 , 的 等 价 算 子 . 
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3， 条 件 的 必要 性 . 设 已 与 马 等 价 , 那么 T' = UTU, 是 忆 到 太 的 恒 
等 算 子 :T'f = f,f e 羽 . 因此 或 是 (1) 同时 = La,9l,v = 1,2. 即 m(aoa) = 
r2(a,a) = 0, 或 是 (2) 同时 ,zz Ly [a, dl,v = 1,2. Bp ri(a,a) # 0,72(a,a) #0. 因此 
条 件 (ii) 是 必要 的 . 又 由 于 号,7T, Uz 都 是 等 价 算 子 , 从 定理 I.1.9 知道 T' 也 是 等 价 
算 子 . 我 们 只 讨论 (1):ni(a,a) = rz(a,a) = 0 的 情况 , 这 时 


(T)f = 站 
因此 ) 
(TT -DI = 2 
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然而 容易 证 明 , 这 时 除非 D,, = D;,, 否则 (7Z)*T" 一 了 不 可 能 是 全 连续 算 子 . 因此 条 
件 (i) 也 是 必要 的 . 对 于 (2) 的 情况 也 可 以 类 似 地 讨论 . 

4. 条 件 的 充分 性 , 设 定理 中 的 条 件 (i) 和 (ii) 满足 , 那么 这 时 LD[a,0] 与 La, 
完全 一 致 (包括 内 积 ), 因此 页 与 为 一 致 . 作 fs 到 厂 的 算 子 

全 一 VD 

由 定理 I.1.9, 了 是 等 价 算 子 . 又 因为 当下 限制 在 2 上 时 , Te = 上. 因此 了 满足 定理 
5.2.5 中 条 件 . 因此 马 与 马 是 等 价 的 . 证 毕 . 

系 5.2.7 设 {&(t,w),a < t < 0} 是 概率 空间 (Q,Y， P) 上 的 Gauss 过 程 而 且 属 
于 Sa 类 , 设 r(s,t) 是 它 的 相关 函数 , D. 人 ,ao 和 ti 和 5 是 它 的 示 性 函数 , 那么 必 有 
(9, 邓 ) 上 的 概率 测度 P' 使 (Q,%8, P') 上 的 Gauss 过 程 {€(t;w),t € [a,0]} 具有 数学 
期 望 零 及 相关 函数 


min (s,t) 
p(s,t) = / D.(n)dn +r(a,a). (5.2.29) 


证 这 时 p(a,a) = r(a,a), 又 容易 证 明 p 是 正定 连续 函数 ,p e sla,0| 而 且 
D,(n) = Dx(m). 因此 由 引 理 5.1.2, 有 (T,%B) 上 P' 使 从 (t,w),t € [log 具有 数 
学 期 望 0, 相关 函数 p. 不 妨 设 0 =T,$ = 外. 再 利用 定理 5.2.6 立即 知道 P 与 P 等 
价 . 


系 5.2.7 给 出 了 Sla,b] 中 Gauss 过 程 的 典型 形式 (5.2.29). 当 (9,%B) 为 例 5.1.2 
中 (Co[0,1], 器) 时 这 种 典型 的 Gauss 过 程 事实 上 是 由 Wiener 过 程 (其 中 取 c = 
2){z(s,w),s & [0,1]} 作 变 换 而 得 , 即 
€(t,w) = mz(q(t),w) +&, 
这 里 
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而 是 与 一 切 z(s,w) 相互 独立 的 一 个 Gauss 变量 ,EB(E€) = 0, EB(E*) = rl(a,a). 


85.3 ”线性 空间 上 的 Gauss 测度 
1° 标准 Gauss 测度 空间 
在 研究 与 Gauss 测度 有 关 的 调和 分 析 时 , 常用 到 如 下 的 测度 空间 : 


定义 5.3.1 设 0 是 实 线性 空间 , 五 是 9 的 线性 子 空间 , 且 在 五 上 有 内 积 
(7z,y) 使 五 成 为 内 积 空间 . 设 %B 是 9 的 某 些 子 集 所 成 的 c- 代数 , N 是 (9,%B) 上 
的 概率 测度 , 而 (9, %, N) 关于 五 是 拟 不 变 的 . 又 设 对 每 个 ze 五, 存在 (0,%B, NN) 
上 关于 五 的 拟 线性 泛 函 x(w), 它 在 五 上 导出 的 线性 泛 函 就 是 (7,y),y & 五 . 换言之 ， 
对 每 个 VE 也， 使 等 式 Z( 刀 十 功 三 如 (ww) 十 (2 一 co <t< oo 不 成 立 的 w 组 成 零 
集 , 而 且 z(tw) = tz(w), 一 00 <t< oo 始终 成 立 . 

又 设 {z(w),z e 互 } 成 为 (0,B,N) 上 的 决定 函数 族 而 且 是 (0,%B,N) 上 的 Gauss 
过 程 , 其 数学 期 望 为 0, 相关 数 为 


| svat = 5 (21); c>0. 
那么 称 (Q, %B, N) 为 相应 于 五 的 (参数 c 的 ) 标准 Gauss 测度 空间 , {zx(-), zx € H} 


称 为 其 上 的 标准 Gauss 过 程 . 
有 时 为 了 标 出 c, 写 N 为 N.. 


定理 5.3.1 设 五 ,Q 是 两 个 实 Hilbert 空间 , 而 且 五 是 9 的 线性 子 空间 ,五 在 
Q 中 稠密 . 又 五 到 Q 中 的 能 入 算 子 是 Hilbert-Schmidt 型 的 . % 是 9 中 弱 Borel 集 
所 成 的 o 一 代数 . 那么 必 有 相应 于 五 的 标准 Gauss 测度 空间 (9, ,NN). 


证 ” 记 瑟 ,Q 中 的 内 积 为 (z,y) 与 (x,2)1. 由 于 五 到 Q 的 租 入 算 子 全 是 Hibert- 
Schmidt 型 算 子 ,B = 7*T 是 核算 子 .B 具有 如 下 性 质 : 当 z,y eH 时， 


(2, 9)1 = (Bz,y). 
的 特征 值 是 A。. 那么 , 由 于 B 是 核算 子 ， 》、 Xm < oo. 又 


由 于 (em,em)1 > 0, 所 以 Am > 0. 令 1= X Rn, Fn 是 实数 直线 .1? 为 1! 中 适合 条 件 
>》 7zZ2 < oo 的 z = {zn} 全 体 , 按 内 积 


Co 
一 Ty VYyv,， 
2 一 工 
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的 点 Z 二 {zn} 全 体 ( 见 例 4.2.2). a) 中 规定 内 积 


(2, Yy)1 一 >》， AmTmYym, 


n=1 


那么 2({Am}) 成 为 Hilbert 空间 . 作 Q 到 2({Am}) 的 映照 
U: Zz 1{(7,e1),(7,e2),.:.. , (7,en),..…}. 


由 于 9 是 适合 条 件 (z,zj = 》 Xml(z,en) < oo 的 点 全 体 , 因此 UU 是 Q 到 


12({Am]】) 的 酉 映照 而 且 U 又 把 在 西 映照 成 2. 因此 不 妨 视 Q 为 2({X)) 五 为 已 

令 好。 为 ! 中 包含 一 切 Borel 柱 的 最 小 o- 代 数 . 根据 85.1 的 第 2 段 , 必 有 

(1, 加 。) 上 的 Gauss 测度 N, 使 {zv} ( 视 为 点 z 的 函数 ) 成 为 一 族 互相 独立 的 Gauss 
变量 而 且 它们 的 数学 期 望 为 0, 方差 为 5(c > 0). 
对 每 个 ye 1, 作 (1,%。,) 上 的 测度 NN, 如 下 : 

N,(E)= N(E -yy), Ee%®. (5.3.1) 


这 时 {zy,v = 1,2,…} 仍 为 (1,%,, N,) 上 相互 独立 的 Gauss 变量 , 其 方差 仍 为 7 
但 x, 的 数学 期 望 为 


[EXLAG = | wa —Yy) = fs + ydN(z) = y,. 


根据 引 理 5.1.2,Ny 和 N 等 价 的 充分 必要 条 件 是 革 < co, 即 ye 22. 所 以 (1,%8,,N) 
的 拟 不 变 点 全 体 是 22. 
再 来 证 明 测 度 N 集中 在 2({Am}) 上 . 利用 Levi 引 理 ， 


ft, Z)1QV(zZ) = im = $ /De dN(z) = 2 2 < co， 


所 以 N(fzl(z,zi = oo0}) = 0. 因此 测度 N 集中 在 22({A%}) 上 , 仍 记 四 。N 在 
2({An}) 中 的 限制 为 8,,N. 因此 我 们 得 到 关于 12 拟 不 变 的 Gauss 测度 空间 (2 
({Xm]), B,, N). 

对 每 个 ye 作 (2({Am}),B,,N) 上 的 可 测 函 数列 


yt)(z) = -> wm ZE 1 ({AMm}). 
这 时 , 寿 n > mm m 一 co, 则 


/ [yz) — yz)]2aN(z) 2 》、 多 一 0. 


2 Al 
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因此 {ym(z)} 在 到 (CN) 中 收敛 . 必 有 子 函 数列 {yl™*)(z)} 几乎 处 处 收敛 . 令 4 是 
2({Am}) 中 使 dim yo(z) 存在 的 点 z 全 体 , 则 2({XAm. 站 Ay 是 NW- 零 集 . 今 作成 
(2({Am}),B,,N) 上 的 可 测 函 数 y(z) 如 下 : 当 ze 4 时 ， 


y(7) = lim y'™*(z), 


当 zeAhy 时 y(z) =.0. 若 z€ 12, 由 于 yO)(z 十 2z) = ym"*)(z + De, 因此 , 当 


TEAy 时 z+ze hy, 而且 
y(z + 2) = Yy(T) + (7, 2). 


又 因为 当 ze 4,,t 是 实数 时 ,tz € Ah,, 容易 推出 y(z) 是 拟 线 性 沁 销 . 
根据 引 理 5.1.1, y(z),z e 2({Am}) 作为 Gauss 变量 ynx)(z) 的 极限 也 是 Gauss 
变量 , 而 且 当 wz e 12 时 , 由 (5.3.1)， 


/ y(zjz(zjdaN(z) = lim | yn) (2)z Ce) (ps)dN (2) 
5 > YvZv 一 Y,Z 


义 
NG 一 lim /yeo(z)dN(a) 一 0， 


因此 {y(-),y e 02 是 (2({Am}),B。,N) 上 相应 于 22 的 标准 Gauss 过 程 . 最 后 再 通 
过 西 映照 UD 把 上 述 的 一 切 变 到 9, 万 上 去 就 得 到 所 要 证 明 的 . 定理 证 华 . 
我 们 注意 , 根据 (5.1.14), 这 时 


nk 
dN,(z) , > [z2 一 (zv 一 加)5] 2 _ 工 
一- 一 ,二 1 _ pp2V(zZ) 一 二 (2) 
QJV(Z) pm 


返回 到 Q 上 就 得 到 
dNy(w) 
dN (w) 


又 从 定理 5.3.1 的 证 明 过 程 易 知 
系 5.3.2 ”定理 5.3.1 的 证 明 中 出 现 的 Gauss 测度 空间 的 拟 不 变 点 全 体 就 是 万 . 


系 5.3.3” 设 五 ,Q 是 两 个 实 Hilbert 空间 , 而 且 HH 是 9 的 线性 子 空间 ,五 到 9 
中 的 多 入 算 子 是 Hilbert-Schmidt 型 的 .和 是 9 中 弱 Borel 集 所 成 的 o 一 代数 . 那么 
必 有 (Q, 加 ) 上 的 概率 测度 N (Gauss 测度 ), 以 五 为 拟 不 变 点 全 体 . 


= ey ye HweQ. (5.3.2) 
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证 令 互 在 9 中 的 包 是 Q1, 这 时 五 在 91 中 稠密 . 令 站 在 0 上 的 限制 为 
1, 对 五 与 (Qi,%1) 应 用 定理 5.3.1 及 系 5.3.2, 我 们 得 知 存在 (Q1, 1) 上 的 有 限 测 
度 Ni, 其 拟 不 变 点 全 体 是 HH. 又 在 Qe 91 上 作 概 率 测度 Nz, 它 集 中 在 0 点 , 那么 乘 
积 测度 Ni x Na 就 满足 我 们 的 需要 . 证 毕 . 


系 5.3.4 议 G 是 Hilbert 空间 ,6 是 可 列 Hilbert 空间 , 而 且 6 是 G 的 线性 子 

空间 , 义 有 nn 使 6 按 第 ”个 内 积 的 完备 化 空间 6;, 到 G 中 的 柚 入 算 子 ( 且 为 同 态 ) 

是 Hilbert-Schmidt 型 算 子 . 令 % 是 G 上 的 弱 Borel 集 全 体 , 那么 必 有 (G, 和 加 ) 上 的 
有 限 测度 j, 它 关 于 6 是 拟 不 变 的 . 


系 5.3.4 可 由 系 5.3.3 立即 推出 . 系 5.3.4 也 是 定理 4.2.18 之 道 . 类 似 地 也 可 以 写 
出 系 4.2.19 的 道 定理 , 现 略 去 . 

又 在 系 5.3.4 人 限 测 度 空 间 (G, 多 ,由 使 6 为 拟 不 变 点 全 
体 ? 这 个 问题 尚 不 能 

2 关于 三 类 条 件 等 价 的 定理 

定理 5.3.5 设 6 和 G 是 两 个 可 析 的 实 Hilbert 空间 ,6 是 G 的 线性 子 空间 ， 
而 且 6 到 G 中 的 能 人 算 子 了 是 连续 的 , 那么 下 面 三 件 事 是 等 价 的 : 

(iD 全 是 了 Hilbert-Schmidt 型 算 子 : 

(i) 记 是 G 中 弱 Borel 集 全 体 , 在 (G, 四) 上 存在 关于 6 拟 不 变 的 有 限 测度 ; 


(ii 记 作为 6 的 共 绒 空间 G61 中 弱 Borel 集 全 体 , 对 G 上 的 每 个 正定 连续 函 
数 f, 必 有 (651,81) 上 唯一 的 测度 Pt, 使 得 当 he 6 时 , 成 立 着 


f(h) = | en) apt(é). z (5.3.3) 


证 ”我 们 写 出 各 种 证 法 如 下 : 

1. 从 系 5.3.3 知道 (i) 包含 (让 ). 

2.， 利用 定理 4.3.12, 由 (i) 推出 (ii)， 事 实 上 , 若 记 G,6 中 的 内 积分 别 为 
(9p,W)1, (py), 那么, 当 yp,y € 6 时 , 


(P, 0)1 = (TTY, ). (5.3.4) 


由 人 及 引 理 II.1.1, 7*T 是 正 的 核算 子 . 6 是 Hilbert 空间 (也 是 特殊 的 可 列 Hilbert 
空间 ). 符 正 定 函 数 f 按 C 的 拓扑 连续 ， 也 就 按 内 积 (5.3.4) 连续 , 因此 , 对 每 个 正 数 
e, 有 5 上 的 正 核算 子 一 使 得 当 p < {s (Se) < 上 时 , | Fe) - f(0)| < e. 
这 就 证 明了 f 按 拓扑 6 ( 见 8$4.3) 连续 . 根据 定理 4.3.12, 在 (61,381) 上 有 唯一 正 测 
度 Pt 使 (5.3.3) 成 立 . 

3. 根据 系 4.2.20, 由 (i 推出 (i). 
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4. 根据 定理 4.3.12, 由 (i 推出 Gi). 
5. 现在 由 (过 ) 来 推出 (i). 设 (者 ) 成 立 , 作 G 上 的 连续 函数 


f(h) =e i heoG, 


这 个 函数 也 是 正定 的 . 事实 上 , 它 必 是 某 个 Gauss 测度 空间 的 特征 函数 . 根据 (iii)， 
必 有 唯一 的 Pt 使 (5.3.3) 成 立 . 


再 在 (5.3.3) 中 易 为 >》 hy,hi,… ,hn Egg, 作 in 维 空间 上 测度 


2 一 工 


P(E) = PI({é€|(é€(h1),:.: ,é(hn)) € E}), 


那么 有 


因此 P 是 Gauss 变量 的 分 布 . 当 {hx} 按 (.,.)1 直 交 时 , 由 (5.1.3) 得 到 
/ £(hy)?dPt(é) = | ar = (hi he), k=1,2,...,n 
G+ 
再 由 (5.1.6) 得 到 
/ (从 大 一 (Pei 一 (pop)i)CPTG) 
一 = 2(hx, hx )? Ok1 k; /一 1 ) 2， "**" ,Nn, (5.3.5) 


这 里 1 是 Kronecker 的 6. 

根据 引 理 II.1.1, 若 人 不 是 Hilbert-Schmidt 型 算 子 , 则 T*T 不 是 核算 子 . 又 由 
引 理 II.1.6, 对 任何 自然 数 KK 必 有 hi,… ,hE G6, 使 得 (hy,hi) = 6k1 和 (hx, hi)1 = 
6k4(hk, hk)1 成 立 , 而 且 


入 一 (hy, hk)1 > Kk. (5.3.6) 
k=1 


作 &(9 = ye? 那么 由 (5.3.5) 算出 
k=1 


he®-» A 和)?aPl(é 0) =2 D0 ho) 
因此 由 Chebyshev 不 等 式 以 及 (hr,hxr)1i < 上 | Tl? 得 到 
Pidtle ->2vXITID< Bis | ,0 -Ndr 


2AITI? “22 
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然而 由 Bessel 不 等 式 及 {hi} 按 (.) 的 直 交 性 有 
(é,&€) > Q(E). (5.3.8) 
因此 由 (5.3.7) 及 (5.3.8) 得 到 


PI({é|(€,€) 2 A—21 TI VD 
> PI({£|Q(E) > 和- 21 TI VA 


> Pi({é]IQ(E) ~ A < 21 TV > > (5.3.9) 
然而 由 于 
MN EY) > K-21TI VR}=0, 
有 
Jim PI({é|(é,€) > K-21 TVK)=0. (5.3.10) 


但 是 由 (5.3.6), 和 > K,(5.3.9) 和 (5.3.10) 了 矛盾. 因此 (i) 成 立 . 证 毕 . 
我 们 再 号 出 系 4.3.14 的 道 . 


系 5.3.6 设 6 是 可 析 的 可 列 Hilbert 空间 ,和 是 61 中 弱 Borel 集 全 体 . 如 果 
对 于 6 上 的 任何 正定 连续 函数 f, (0) = 1, 必 有 (61,81) 上 的 概率 测度 Pt, 使 表达 
式 (5.3.3) 对 一 切 he 6 成 立 , 则 6 必 是 核 空间 . 

证 设 全 vm} 是 6 上 的 范 数列 ,6%, 是 6 按 | yo jl 的 完备 化 空间 , 任 取 自 
然 数 m, 作 

f(h) = em， 


在 对 一 切 n > m, G6n 到 gm 的 舱 入 算 子 Tr 不 是 Hilbert-Schmidt 型 的 , 利用 定理 
5.3.5 的 证 明 中 5 (在 其 中 易 6 为 64,G 为 6m) @ 得 到 


PI({é| | é€ 1-n= 00}) 
1 
= dim 已 (人 1 él ,> K-21| Tl VEK})> 7 
即 对 一 切 n> mm， 
Pi(@1 \ 61) > 3 
然而 全 (61\ 6B1) 是 空 集 , 这 是 矛盾 . 因此 必 有 n > m, 使 Tr 是 Hilbert-Schmidt 
人 一 ?1 十 工 
型 算 子 . 因此 6 是 核 空间 . 证 毕 . 
包 这 里 留意 到 6 在 g" 中 稠密 以 及 引 理 11.1.6 后 的 注 。 
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现在 对 数列 空间 写 出 类 似 于 定理 5.3.5 的 部 分 结果 . 
例 5.3.1 在 例 4.2.2 的 假设 下 , 又 设 1 < gq < 2, 那么 下 面 两 件 事 等 价 : 


(i) jan < oo; 
( (1?({an),%%) 上 存在 关于 1 拟 不 变 的 有 限 测度 . 
又 在 (i) 或 i 的 条 件 下 , 有 
(it) 记 作为 /9 中 弱 Borel 集 全 体 . 对 IP?({an}) 上 每 个 正定 连续 函数 f, 必 有 
(19 ,$1) 上 唯一 的 测度 Pi, 使 得 当 he 1 时 
/| igoaptrey 
1 办 = | ,eaPi(®) 


证 1. 由 例 4.2.2,(i) 推出 (i). 
2. 由 (i) 推 ( 记 : 在 例 4.1.2 中 取 


作出 Gauss 测度 1. 显然 0 = (1, 8,,n) 是 关于 22 拟 不 变 的 . 然而 由 于 gq < 2,19 C 12 
因此 9 关于 1 也 是 拟 不 变 的 . 


记 | & |= (2, an|én|?)? ,= {€1,: , “ 上 利用 Levi 引 理 容易 算出 
/Pan = ,im, mh Dae an 


一 er tfPe- 扫 dt < oo. 
v= 二] 一 5 


因此 jy({é| = oo)) = 0. 也 就 是 说 ,y(1?({an)))) = ASS< co = 1. 青 把 4 限 
制 到 1?({an}) 上 就 得 到 我 们 所 要 的 测度 . 

3. 根据 定理 4.3.11, 由 (ii) 推出 (说 ). 

何 时 (ii) 和 ( 等 价 尚 不 知道 . 

问题 ”对 于 当 6 和 G 是 某 类 的 两 个 可 析 Banach 空间 时 的 情况 , 建立 类 似 于 
定理 5.3.5 的 定理 

3。 再 论 标 准 Gauss 测度 空间 

我 们 现在 给 出 由 线性 拓扑 空间 上 的 Gauss 测度 构造 标准 Gauss 过 程 的 方法 . 

定理 5.3.7 设 0 是 线性 拓扑 空间 ,Qt 是 它 的 共 斩 空 间 而 且 是 完整 的 . 加 是 


9 中 的 弱 Borel 集 全 体 所 成 的 o 一 代数 ,S = (Q ,好 , N) 是 一 正则 概率 测度 空间 , 使 
{f(-), fe QQ1} 是 5S 上 的 Gauss 过 程 , 它 的 数学 期 望 是 0, 记 它 的 相关 数 是 


/GeoawG) = $79) 
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是 设 当 ff 关 0 时 (f,f) >0. 令 五 是 9 中 适合 条 件 


lzl= sup |f(z)|<% 
feEQt,(f,f)<1 


的 问 量 z 全 体 . 那么 HH 是 Q 的 线性 子 空间 而 且 按 范 数 || z (显然 这 个 范 数 || z || 是 
由 内 积 导 出 的 ) 成 为 Hilbert 空间 . 又 5 关于 平移 五 是 拟 不 变 拟 连续 的 . 

如 果 互 又 在 Q 中 稠密 , 那么 必然 存在 Qt 按 内 积 (. .) 就 范 直 交 的 向 量 系 {f,}， 
它 具 有 如 下 性 质 : 当 入 e 互 时 , 若 记 


Aw) = 》 ON)®, (5.3.11) 


则 5 按 {A(-), 入 EE 五 } 成 为 标准 的 Gauss 测度 空间 . 
证 设 和 AeQ. 作 (9,%) 上 的 测度 和 N\: 当 Ae%B 时 ， 
NA(4) = N(4 一 入， 
应 用 定理 5.2.5, 并 令 已 = N = Na. 又 令 2 是 Qi 与 常数 函数 的 线性 组 合 全 体 ， 
不 妨 设 c= 2. 那么 当 a,b 是 常数 ,f,g e Qt 时 ， 
(a+f,b+9)1 = ab + (f,9), 
(at fb+ 9)a= fat) G+ go)aNae) 


= fet 0)) + FCG + 9) + gl)laN(o) 
= (a + F(A)(b + 9(N)) + (f,9). 


右 Ns 与 NN 等 价 , 那么 两 个 内 积 (P,%)i, (p,%)2 至 少 是 拓扑 等 价 的 . 因此 存在 常数 
K, 使 


fF) < (六 ja 和 K(f,f)1 = K(f,f). (5.3.12) 


有 反之, 也 容易 证 明知 (5.3.12) 对 一 切 fe Qt 成 立 , 则 相应 于 定理 5.2.5 中 的 租 入 算 子 
是 等 价 算 子 . 所 以 五 是 5 的 拟 不 变 点 全 体 . 显然 五 是 9 的 线性 子 空间 . 


任 取 Qt 中 的 完备 就 范 直 交 系 { 廊 } 那么 由 于 {f(w)} 是 概率 测度 空间 5 上 相 
互 独立 的 , 数学 期 望 为 0, 方差 为 1 的 Gauss 变量 , 又 { 户 (w)} 是 (0,%B,N、) 上 数学 
期 望 为 户 ( 和 ), 方差 为 1 的 相互 独立 的 Gauss 变量 , 根据 (5.1.11), 知道 N 与 N 的 
Kakutani 内 积 是 


一 工 2 
p(N, NA) =e 0 (5.3.13) 


” @ 这 里 的 级 数 既 可 以 看 成 按 内 积 (w,w) 收敛 , 又 可 以 看 成 有 部 分 和 序列 几乎 处 处 收 敏 ， 又 当 
{所 } 是 不 可 列 时 , 这 个 级 数 中 只 有 可 列 项 不 为 0. 
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然而 由 Parseval 等 式 容 易 证 明 
X= > | 广 (A)P， (5.3.14) 


因此 由 (1.4.4), (4.1.1) 和 (5.3.13)， 
Mi(N? = 2(1— eIMN ). 


所 以 5S 关于 平移 互 是 拟 连 续 的 . 由 定理 4.1.3,H 按 拟 距 离 
0 


(参见 (4.1.3)) 成 为 完备 的 线性 拟 距 离 空间 . 容易 看 出 这 个 R1(A) 导出 的 拓扑 与 | 入 | 
导出 的 拓扑 一 致 . 因此 推出 五 按 | 和 的 完备 性 . 

根据 定理 4.1.8, 上 由 | 和 | 导出 的 ( 即 由 R(X) 导出 的 ) 拓扑 强 于 9 在 五 上 
的 相对 拓扑 . 对 每 个 fe Q1, 我 们 把 f 限制 在 五 上 得 到 一 个 泛 也 f', 这 是 M. 上 的 
线性 连续 泛 函 , 即 

fo 了 
是 Qt 到 Hi1 中 的 映照 . 如 果 五 在 9 中 稠密 , 那么 这 个 映照 又 是 单调 的 . 我 们 把 f 
与 f' 一 致 化 , 这 样 就 把 Qt 舱 入 HI1, 即 
Qt cHT. 

由 于 nt c Q%, 而 且 显 然 , 03 按 内 积 (pp € 9 是 完备 的 . 令 @ 是 Qi 在 
Q2, 中 的 包 , 那么 Q 按 内 积 (wy,y) 是 完备 的 . 由 于 {f} 是 Qt 中 的 按 内 积 (wp, 罗 ) 的 
完备 就 范 直 交 系 , 又 对 每 个 入 e HH, 由 (5.3.14), |f( 和 )|?2 < oo. 利用 Riesz-Fischer 和 定 
理 有 Q2, 中 元 素 , 记 之 为 M(-), 使 得 (5.3.11) 成 立 . 这 时 对 任何 ye H, 由 于 入 () < G,,， 

A(w 十 9) = 和 (w) 十 2 fn fn(y) = MW) 十 (WA 和) (5.3.15) 

由 于 {A()|Ae 五 2 Q1, 它 是 5S 上 的 决定 集 . 因此 由 (5.3.15) 可 以 知道 {XA(-)| 和 & 五 } 
就 是 标准 Gauss 过 程 . 

例 5.3.2 ”考察 Wiener 过 程 的 情况 . 下 面 我 们 利用 例 5.1.2 的 记号 


设 0 是 Col0,1] 按 范 数 jz| = max | 人 (| 所 成 的 线性 赋 范 空间 . 设 Vo[0,1| 是 满 


1 

足 条 件 f(1) = 0 的 左 方 连续 有 界 变 差 函 数 全 体 按 范 数 f= VV(f)(f 的 [0,1] 上 的 
0 

全 变 差 ) 所 成 的 线性 赋 范 空间 . 对 每 个 we Vo[0,1], 作 Co[0,1] 上 的 线性 泛 也 


1 
F(z) = / z(t)dalt), (5.3.16) 
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理 及 (5.1.23) 知道 ， 当 o0 < mm 1] 时 ， 


(Fe Fg) = | po (Fa (dWelo) 


=$ | / wine sad)ap (5) 
- /aopgd 


记 上 式 右边 除 以 5 后 的 数 为 内 积 (a, 6). 因此 这 时 定理 5.3.7 中 的 五 是 Cof0,1] 中 
适合 条 件 


lzl= sup 
“EO [0， 1] 
(aa) 入 1 


1/ dat) < oo (5.3.17) 


的 函数 > 全 体 . 容易 验证 条 件 (5.3.17) 等 价 于 z 是 [0,1| 上 的 全 连续 函数 而 且 
1 
一 AE co. 
z= # (Oa < 


1 
(2;) = / v(t)y (tdt, zyel 
对 每 个 we Wo[0,1], 当 ze H 时 对 (5.3.16) 进行 分 部 积分 得 到 


F(z) = [ a(t)z’ (t)dt = (/ na)dazj ， 


因此 当 eH 和 且 入 € Wl0,1] 时 


因此 五 中 内 积 为 


和 A(z) -| z(t) dX (1 -|/ X(t)dzr(t). (5.3.18) 
任 取 五 中 一 列 完备 就 范 直 交 向 量 系 {Aw} 且 Ne Ww[0,1], 则 由 (5.3.11)， 
_ [ M(t)dz(t) [ X (HaXE), (5.3.19) 


总 结 起 来 得 知 


系 5.3.8 ”Wiener 测度 空间 多 关于 Col[0, 1] 中 下 述 线性 子 空间 4 的 平移 是 拟 
不 变 的 , 这 里 4 是 Co[0, 1] 中 全 连续 上 且 X(b <e L2[0, 1] 的 函数 和 全体. 又 {A(-), Xe A} 
为 标准 Gauss 过 程 , 其 中 X(z) 的 形式 见 (5.3.19). 特别 当 和 A eH 且 和 € WI0,1 
时 ,(5.3.18) 成 立 . 
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”最 后 我 们 再 说 明 标 准 Gauss 测度 空间 的 遍历 性 . 


定理 5.3.9 设 5 = (9Q,%,N) 是 相应 于 五 的 标准 Gauss 测度 空间 , 则 5 关于 
HH 是 届 历 的 . 


证 ”为 了 方便 起 见 , 设 五 是 可 析 的 . 作 五 中 完备 就 范 直 交 系 {zn}. 作 9 到 实 
数列 全 体 所 成 的 空间 ! 中 的 映照 


U: wo = {71(0),.… ,Tn(w),.…}. 


记 9 = UQ, 容易 看 出 UH = 12. 作 ! 上 的 Gauss 测度 N 使 得 和 ,n= 1,2,:…( 和 = 
{An} el) 是 (1,%。,, 六) 上 相互 独立 的 Gauss 变量 且 数 学 期 望 为 0, 方差 为 > 


由 于 {zx(w),z e H} 是 5 上 的 决定 集 , 容易 证 明 对 每 个 Be %, 必 有 EB < %,， 
使 得 妃 与 U-1E 只 相差 一 N- 零 集 , 而 且 容 易 证 明 


N(E) = N(E). (5.3.20) 


若 互 € 和 站 是 拟 不 变 集 , 即 对 每 个 z € H,N(EN(B 二 + x)) = 0, 则 由 (5.3.20) 易 知 
六 (天 (五 + Us)) = 0. 因此 BE 也 是 拟 不 变 集 . 根据 定理 3.1.32,(1,%8。,N) 关于 12 是 
遍历 的 , 所 以 N(E) = 0 或 N(E)=1, 即 得 N(E)=0 或 N(E)=1. 即 5S 关于 卫 是 
遍历 的 . 证 毕 . 
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下 面 我 们 考察 建立 在 Gauss 测度 基础 上 的 DZ2-Fourier 交换 理论 . 我 们 仅 需 把 
83.4 和 84.3 第 5 段 所 设计 的 一 般 理论 具体 化 就 行 了 . 

在 下 面 的 一 些 引 理 和 定理 中 都 假设 H 为 可 析 的 实 Hilbert 空间 , So = (0 %, Ne) 
是 以 c 为 参数 的 标准 Gauss 测度 空间 , {z(w),zx e H} 是 其 上 标准 Gauss 过 程 . 并 且 
设 9 是 线性 拓扑 空间 ,HH 一 9 的 嵌入 是 连续 的 而 且 5S。 是 正则 的 . 以 后 不 再 一 一 交 
代 . 


引 理 5.4.1 记 Nn 为 (0, 和 3) 上 的 概率 测度 :Non(B) = Ne(EB 一 h),Be ,he 
万 , 那么 


dNep(W) _ 2h(w)—E(h,h) 
dN.(w) 


事实 上 , (5.4.1) 就 是 (5.3.2). 


引 理 5.4.2 ”标准 Gauss 测度 空间 (Q, 8, Ne) 是 关于 五 的 (一 级 ) 强 循环 测度 
空间 而 且 以 1 为 循环 元 . 又 它 的 伴随 画 数 是 


p(h) = e— 4 (5.4.2) 


w EQ. (5.4.1) 
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证 令 邱 为 L2(S) 中 对 一 切 算 子 {U(h)Ih e 五}( 见 83.1) 不 变 而 且 包含 1 的 
最 小 闭 线 性 子 空间 . 利用 引 理 5.4.1,B 包含 一 切 函 数 


dNcn(w 1p(w)— 1 
(h)1l 一 Se 一 ech( ) 2c (Rp) (5.4.3) 


今 证 Hi = (0,%, No). 不 妨 设 c= 1. 任 取 四 ,je 万 (ij = 61,Lk= 
1,2,.… ,n. 先 证 明 对 于 ” 维 空间 上 任何 有 界 连 续 国 数 p(t1,… ,th), 有 


ohi (w), “1 , hn (w)) EHi. (5.4.4) 


由 于 hi(),… ,hn(:) 是 Gauss 变量 , 它们 的 数学 期 望 是 0, 相关 数 是 bx 我 们 知 
道 Baire 函数 多 三 …… ,机 ) 使 多 (hi(w),… ,hn(w)) e LI2(51) 的 充 要 条 件 是 


W ?= a ~ y(t1,:: ) tn) )2e-t tn dt ""， dt 
| phi(w), ,ha(w)) dNi(w) < (5.4.5) 


这 种 函数 y 的 全 体 记 做 4, 它 按 上 式 定义 的 范 数 | y | 成 为 Hilbert 空间 (其 中 内 积 
的 意义 目 明 ). 令 B= {yeE 4,y(hi(w),… ,hn(w)) € 本 }, 显然 B 是 4 的 线性 子 
这 间 . 由 于 

(V,p) = (WRC), 7, hn)), ph1(), ,hn())), (5.4.5 ) 
所 以 B 又 是 4 的 闭 子 空间 . 今 证 B = 4. 不 然 的 话 , 有 wo € A,wo 关 0,wWo 上 B, 然 
而 函数 UOihi 十 … 十 和 whan)l€E 本 ,一 00 < 和,… ,和 < 00, 所 以 函数 


w(t, 四 , tn, ) — e 一 (Ait 十 … 十 mtm) E B, 


1 OO 
(rm) / Ettttn) -Att tntn) a (t1, .。。 , tn )dt1 dt 


由 于 对 一 切 正 数 0,…. ,np 函数 enlalt-Hmlel ec 4 容易 看 出 当 \，..，》 是 复数 
时 ,函数 


FOX) 二 / E(t ttt ) g(t, ,ta) dt dt 


有 确定 意义 而 且 是 Xi …… ,和 的 整 函 数 , 由 (5.4.6) 知道 整 函 数 玉 恒 等 于 0. 特别 取 
AI = 401) 一 co < Zi1 < oo， 就 知道 函数 


___ 2 。。 。 2 、 
e (ti 十 ttn) po(ti, 。»。 , tn ) 
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的 Fourier 变换 为 0, 因此 wo = 0, 这 是 矛盾 , 所 以 4 = B, 因而 (5.4.4) 成 立 . 

令 习 是 一 种 形 如 yp(hi(w),… ,hn(w)) 的 函数 全 体 , 其 中 yp 是 有 办 连续 函数 , 又 
n,p;hi,… ,hn 都 可 以 变动 . 显然 全 是 一 个 代数 , 而 且 由 于 {h(w)|h & 五 } 是 决定 集 ， 
人 D 更 是 决定 集 . 根据 引 理 1.1.6, D 在 L2(S1) 中 稠密 . 然而 由 (5.4.4), D € Fi, 所 以 
Hi 在 2(51) 中 向 密 , 由 Hi 的 闭 性 , Hi = L2(51). 

所 以 5.。 是 关于 五 强 循环 的 而 且 以 1 为 循环 元 . 又 由 (5.4.3) 得 到 


we(h) = (Uh)1,1) = / esh(w) -zh,h) aN. (w) 


证 毕 . 
我 们 注意 5 在 拟 线性 泛 函 空间 五 = {h(w)|h e 五 } 的 特征 函数 是 


pe(n) = / nl) dN,(w) 
0 
1 


> , £2 c ~ 
= | 局 ed =e i nel. (5.4.7) 


由 (5.4.2) 和 (5.4.7), 在 五 到 入 的 同 构 映 照 
全 :下 oh(.) 
下 得 到 
ye(h) = Pp1(Th), heH. 
即 Gauss 测度 空间 (9, 和 8, Ne) 的 伴随 函数 与 (0, B, N1) 的 特征 函数 一 致 . 根据 定理 
3.4.14, 我 们 有 
定理 5.4.3 Gauss 测度 空间 (0, B, Ni) 是 (Q,%B, Neo) 的 对 偶 测 度 空间 . 
定义 5.4.1 ” 记 相 应 于 循环 元 1 的 由 L2(Q, 3, Ne) 到 [2(Q,%, NN1) 的 Fourier 
变换 为 , 称 之 为 Fourier-Gauss 变换 . 
现在 我 们 来 研究 ?2(Q, %B, N。) 中 函数 经 过 Fourier-Gauss 变换 的 情形 . 
根据 引 理 5.4.2 知道 , 形 如 
esh(w)， heH 
的 函数 的 线性 组 合 全 体 在 L?(9, 8, Ne) 中 稠密 , 于 是 我 们 只 要 决定 出 函数 F.(es*()) 
就 可 以 决定 出 算 子 K.. 
引 理 5.4.4 和 耕 央 E 互 则 
F.(esh())(w) 二 eih(w) 二 去 (h,h) 


_ / e¥ (Vahlw) tich(o) gqN,(w1). (5.4.8) 
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证 ”根据 F 的 定义 ( 见 (5.4.3),(3.4.48)) 有 
(Ee- 直 (bh)+Eh()) 一 eih(w) 
再 由 于 h(w) 是 Gauss 变量 , 其 数学 期 望 为 0, 方差 为 5(h, 太 ,所 以 . 
/ / cplenDdN (ui) = 


这 就 得 到 (5.4.8). 证 毕 
我 们 绸 写 出 后 面 有 用 的 对 多 项 式 泛 图 的 Fourier 变换 公式 . 


定理 5.4.5 任 取 多 项 式 P(t1,… ,她 ) 及 g1,… ,gn € 也 , 则 多 项 式 泛 孙 P(9gi()， 
“ , gr ( C L’*(0,%B, N.), 而 且 


5 人 而 dX 二 一 隐 (h, 总) ， 


yr 


Fe(P(g1(),:* ,gn("))) (0%) 
- / P(V3gi(wi) + icgi(w), ,Vagn(w1) + icgn(w))dNo(ws). (5.4.9) 


又 上 述 类 型 的 多 项 式 泛 函 全 体 在 L2(0, B, Ne) 中 稠密 


证 ” 任 取 g € H, 不 妨 设 (g,g) = 1. 对 于 任何 非 负 整数 m, 由 于 妃 e A( 见 引 
理 5.4.2 的 证 明 ), 所 以 gm(.) € 2(9,%B,N6), 而 且 对 任何 实数 和 函数 列 fi,(w) = 


> (2 9 (WwW),n 一 1 2 按 L*(0, 好 , No) 的 范 数 收敛 于 es 9 事实 上 ， 这 由 
2 一 0 


7 入 Z/ ， Xz 
>() 
及 (5.4.5) 立即 可 知 . 因此 由 于 到 为 线性 有 界 算 子 , 从 (5.4.7) 得 到 
3 (2) Fe(g*”()(w) = Fole¥90)) (0) 
2 一 0 
= | eV qn 


-> ( >) [Wigton tic) aNeto) 


1 OO 


比较 Xz 的 系数 得 知 (5.4.9) 对 于 形 如 g(.)* 的 泛 函 成 立 , 当 g1,.… ,gn E 万 时 , 令 
9 = A191 十 … 十 Angn， 则 


gu) = NM Ng (w) .9 (w). (5.4.10) 


LI 十 … 十 Zn 一 
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以 P(g(w)) = g(w)* 代入 (5.4.9), 并 比较 入.… A 的 系数 即 知 (5.4.9) 在 PP 是 单 
项 式 情况 下 成 立 , 因而 对 一 切 多 项 式 P 成 立 . 又 由 上 所 述 ,e*,g e H, 可 由 多 项 式 
泛 函 在 7Z2(0, 好, N.) 中 逼近 , 而 由 引 理 5.4.2, 形 如 e 侍 的 函数 的 线性 组 合 全 体 在 
72(5-) 中 稠密 , 所 以 多 项 式 光滑 全 体 在 [2(5.) 中 稠密 . 证 毕 . 

下 面 给 出 另 一 种 表示 Fh 的 方法 . 

我 们 现在 令 h(t) 是 n 次 的 Hermite 多 项 式 
2 d” 


Clt7 (et ),n 一 1,2, “0 ; ho(t) 一 1， (5.4.11 ) 


hn(t) = (~—1)"e: 
那么 如 所 周知 ， 


/ hn(t)hm(t)e™: dt 一 27"71VTOm mn， m,n=0,1,2,..., (5.4.12) 


而 且 函 数 系 {et /2h(t)},n = 0,12,.… 组 成 [2(--00, oo) 中 完备 直 交 系 . 对 任何 复 
数 和 当 t 在 任何 一 个 有 界 集中 变化 时 , 一 致 地 成 立 着 


2 h(t aa 
E 3 ) N= (tN) 二 2 (5.4.13) 
一 0 


事实 上 , 由 Taylor 展开 式 ， 从 (5.4.11) 立即 推出 (5.4.13)， 然 而 由 于 (5.4.12)， 当 


m,n 一 oo 时 ， 
矿 
一 DO k=n, 


所 以 (5.4.13) 左边 在 世 ( 一 00, co) 中 收敛 于 右边 . 
对 于 任何 正 整 数 n, 记 nn 维 实 空间 R 中 向 量 = (wa = (ui ,un 


的 内 积 为 (wv) = 》 wkub 又 记 du = dui… dun. 设 有 = (hi,… ,kn) 是 一 组 非 负 
k=1 
整数 ,c 为 参数 , 记 kl 为 二!…kl) | 二 所 十 … 十 如 . 记 


hx (wc) = ye (对 ) hy, 挟 hp, ( 坚 ) z (5.4.15) 
由 于 (5.4.12). 


2 2 WA 和 2K 
e 一 dt = TV 一 全 0, (5.4.14) 


天 一 也 


1 1 0， 当 大 k’, 
ma we Ohn (wu; ce (du = 当天 7 7 (5.4.16) 


根据 (5.4.5) 和 (5.4.16)， 任 取 五 中 的 一 组 就 范 直 交 系 {gu,v = 1,2,…}, 那么 函 
数 系 


HK ({g9v};c) = {hx(91(w), ,gn(w); OK = (ki, ,kn) 
为 非 负 整数 组 ,n = 1,2,…} (5.4.17) 


组 成 (90, %, Ne) 的 就 范 直 交 系 . 
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定义 5.4.2” 称 函数 系 . 知 ({goyio) 为 [2(S.) 中 (相应 {gy}) 的 Hermite 多 项 式 
泛 函 系 , 当 {gn} 是 玖 中 完备 就 范 直 交 系 时 , 对 于 fe L2(5.). 称 


oa 人 = | Fhr (Gro) sn); YaNe(o) 
02 
为 渔 数 f 的 (相应 于 {gn} 的 , 指标 为 ki,… ,kr 的 ) Fourier-Hermite 系数 . 
引 理 5.4.6 ” 设 {gu} 是 互 中 的 完备 就 范 直 交 系 , 则 相应 的 Hermite 多 项 式 泛 
困 系 (5.4.17) 组 成 2(Q, 肖 ,和 Nc) 中 的 完备 就 范 直 交 系 , 而 且 硅 记 = (ki1,… ,kn), 则 
Fs(hy(g1(),.: ,9n(); oO)) (0) z 
Ik| .1 
= (Ip (ng 人 > (5.4.18) 


证 .由 于 多 项 式 必 是 Hermite 多 项 式 的 线性 组 合 ， 由 引 理 5.4.5 立即 知道 
6 ({gv};c) 的 线性 组 合 全 体 在 L2(9,%B, Ne) 中 稠密 , 因此 .和 ({gw});c) 是 完备 的 . 


任 取 实数 组 和 1,… , 和;, 根据 (5.4.5), (5.4.8) 及 (5.4.13) 立即 得 到 


k 
2, 2 Foe(hx(g1("),** ,gn(); ©))(w) 


k 
比较 上 式 两 边 站 的 系数 就 得 到 (5.4.18). 
根据 引 理 5.4.6, 对 每 个 fe L2(5), 成 立 着 直 交 展开 式 


f(w) = >》 ap(f; hr(g1(w),. ,gn(w);o). (5.4.19) 
k 
由 于 Fe 是 2(56) 到 2(51) 的 西 映照 , 从 (5.4.18) 及 (5.4.19) 得 到 
定理 5.4.7 设 fe 7Z2(0, 人 好, Na, 则 
Fe(f)(w) 

. .1\ ny 

= olf; Oh (1), gn ) OW (5.4.20) 
此 地 {ax} 是 这 上 f 的 Fourier-Hermite 系数 ( 见 (5.4.19)). 
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系 5.4.8 2(Q,%,N.) 到 7 (0 好 , Ni) 的 Fourier 变换 Ff. 的 逆 变 换 到 :是 
如 下 的 映照 : 


天 (9) = Fi(g), dE€ 7 (31 )， (5.4.21) 
证 由 (5.4.20), 当 fe 2(5.) 时 ， 
* (Rn ) =akr(FoGN (5.4.22) 
在 (5.4.22) 中 以 (f) = gq 代入 得 到 


OK ( 3 = a (F-1(qg); ce) 人 (IN (5.4.23) 


又 在 (5.4.22) 中 易 c 为 二 7 为 7 得 到 


C 


on (P30);O) = on (2) OW" 5.429 


在 (5.4.24) 两 边 取 共 斩 变 数 , 注意 到 ax (5 > ) = ak C > 以 及 (5.4.23), 我 们 得 到 


ak (Fe (9ic) = ak(F1 (9);c). 再 由 (5.4.19) 得 到 (5.4.21). 证 毕 . 
下 面 我 们 特别 考察 Wiener 测度 的 情况 


例 5.4.1 ” 仍 沿 用 例 5.1.2 和 例 5.3.2 中 的 记号 , 为 方便 起 见 , 我 们 只 考察 相关 函 
数 为 smin (s,t) 的 情况 , 这 时 准 是 它 自 己 的 对 偶 . 任 取 五?[0, 1] 中 完备 的 、 按 内 积 


(0.0 =3 | eat 
就 范 下 交 的 有 界 变 差 消 数 系 {an}, 且 设 au(1) = 0, 作 C910,1] 上 的 泛 函 
mo) = / az 
那么 这 就 是 相应 的 豆 中 的 完备 就 范 直 交 函数 系 . 这 时 Hermite 多 项 式 泛 函 系 成 为 
( (1 au (dz 人 OY b = (Ki)... ,kn), 
ky, > 0,n = -2 


我 们 目 然 也 可 以 考察 多 重 Wiener 测度 和 相应 的 Fourier-Gauss 变换 , 然而 结果 
是 完全 类 似 的 , 读者 可 以 自行 作出 . 
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表示 


正如 第 三 章 中 所 指出 的 拟 不 变 测度 的 来 源 之 一 是 量子 场 论 中 (更 确切 地 说 是 
Bose 子 的 场 Bose-Einstein 场 ) 交换 关系 的 表示 . 我 们 在 这 一 章 中 就 指出 拟 不 变 
测度 理论 与 Bose-Einstein 场 的 联系 . 为 了 便于 读者 了 解 无 限 个 自 由 度 的 情况 ， 我 们 
在 86.1 中 先 就 量子 力学 (有 限 个 自由 度 的 情况 ) 详细 讨论 交换 关系 的 表示 . 读者 把 
86.1 中 情况 与 86.2，86.3 的 相应 情况 比较 , 就 会 发 现 无 限 维 情况 下 的 困难 , 这 也 是 量 
子 场 论 中 数学 的 困难 的 症结 所 在 . 在 86.2 中 我 们 讨论 了 较 一 般 的 情况 , 而 在 86.3 中 
研究 一 类 较 具 体 的 表示 , 并 指出 它 和 Gauss 测度 等 的 联系 . 

最 后 我 们 再 说 一 下 , 虽然 这 一 章 中 只 考察 了 交换 关系 的 表示 , 然而 拟 不 变 测度 
的 调和 分 析 绝 不 仅 是 为 了 交换 关系 的 表示 , 对 于 相互 作用 场 方 程 等 的 讨论 留待 以 后 
进行 . 


36.1 ”量子 力学 中 交换 关系 的 表示 


1” 交换 关系 表示 的 基本 性 质 


在 具有 一 个 自由 度 的 量子 力学 系统 的 考察 中 , 需要 研究 满足 下 述 关系 的 算 子 对 
p,q : 


pq — gp=1, (6.1.1) 


其 中 了 为 单位 算 子 . 我 们 首先 注意 这 种 算 子 不 可 能 是 有 界 的 . 事实 上 , 有 如 下 的 
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定理 6.1.1 设 马 是 一 Banach 空间 , 则 在 瑟 上 不 存在 适合 (6.1.1) 的 有 界线 
性 算 子 p,q. 


证 ” 设 马 上 的 有 界 算 子 p,q 适合 条 件 (6.1.1). 对 上 的 任何 有 和 界 算 子 B, 记 
B'= Bgq— gqB,B”=(B),.… ,B®"™ = (Bo -0) 那么 m= 厂 2=0. 今 证 


(po) = nll. (6.1.2) 
由 于 (4B) = 4'B 十 4B', 因此 有 类 似 于 求 微 商 运 算 的 Newton-Leibniz 公式 


(4B)'™ = = Sora A(*) B(™-®). (6.1.3) 
k=0 


当 n = 1 时 , (6.1.2) 显然 成 立 . 今 设 对 于 n 一 1, (6.1.2) 成 立 . 由 于 p" = 21p, 在 
(6.1.3) 中 以 4 = p"-1,B =p 代入, 利用 p” =0 得 到 (6.1.2). 


显然 有 || B' < 2 ig 川 Bl .因此 由 (6.1.2) 得 到 
nl< Qa lr ls Cp la)". (6.1.4) 
但 是 lm 名 2 2- 0 因此 (6.1.4) 不 能 成 立 , 这 是 矛盾 , 所 以 不 能 存在 满足 
条 件 (6.1.1) 的 有 界 算 子 . 证 毕 
下 面 我 们 考察 p,q 限制 为 Hilbert 空间 中 无 界 算 子 的 情况 , 因为 在 量子 力学 中 
实际 用 到 的 是 Hilbert 空间 , 并 且 是 z, 9 为 自 共 恩 算 子 而 且 满足 关系 


9D 一 pq 一 计 (6.1.5) 


的 情况 . 这 个 关系 和 (6.1.1) 是 相仿 的 , 事实 上 , 只 要 在 (6.1.1) 中 易 gq 为 -ig 就 可 
以 了 
根据 定理 6.1.1, (6.1.5) 中 的 p, 9 不 能 是 有 界 算 子 , 但 是 对 于 无 界 算 子 , (6.1.5) 的 
正确 写法 应 当 是 
qp— pq Cl, (6.1.6) 


这 里 算 子 4 c B 表示 4 的 定义 域 D94 包含 在 B 的 定义 域 Dp 中 , 又 在 Dp 中 笛 窗 ， 
而 且 对 4 的 定义 域 中 的 z 有 4z = Bx. 
我 们 注意 , 若 pb 是 Hilbert 空间 五 中 的 自 共 斩 算 子 , {EB、, 一 00 < 入 < oo} 是 算 子 


7 的 谱系 , 即 _ 
-| Adb\. 


作 西 算 子 群 {U(t); -oo < t < 00}，, 


U(t) = / | e'i* qb,, 
这 时 U(t) = 
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定理 6.1.2 ” 设 p,g 是 Hilbert 空间 中 自 共 思 算 子 , 那么 关系 式 (6.1.6) 与 关系 
式 


ee?9g5 — etse'qsePpt 一 oo < 5,t< oo 


等 价 . 

由 于 这 个 定理 证 明 所 用 的 方法 与 本 书 关系 较 少 而 且 又 要 费 一 些 篇 幅 , 所 以 在 此 
从 上 略 . 但 是 , 今后 几 是 涉及 交换 关系 都 把 它 表示 成 定理 6.1.2 中 的 形式 , 这 样 可 避免 
无 界 算 子 的 朵 烦 . 

2 有 限 个 自由 度 的 量子 力学 体系 

议 了 尽 Hilbert 空间 , pt ,pn,41,… ,qn 是 囊 中 2n 个 自 共 思 算 子 而 且 满 足 
如 下 的 交换 关系 : p1,… ,pn 是 彼此 交换 的 , q1,… ,gn 是 彼此 交换 的 , 又 当 py 关 v 时 
pv 与 qy 交换 而 

qupn — Punqn C2. 
这 时 称 {py,}，{qv} 满足 Heisenberg 关 换 关系 , 或 是 说 eipvtv ,eiqxsn 一 oo < ， sy < 
oo 满足 如 下 的 Weyl 交换 关系 , 即 {ei?vt} 是 相互 交换 的 , fei } 是 互相 交换 的 , 而 
当 凡 天 了 时 ,etpot 与 eiqvsv 交换 , 另外， 


epr tv ezgv Sv _ Etv sv oldv sv eprtv 


我 们 下 面 用 一 个 较 简 单 的 形式 叙述 这 种 交换 关系 . 
令 Rn 表示 n 维 实 向 量 空间 , 其 中 向 量 记 为 上 = 全 ，… ,要 ). 又 在 BR 中 定义 内 
积 (t,s) 如 下 : 当 s = (s1,:… ,sn) 时 ， 


(t, 5) = ys 
v= 二 1 


作 以 R 中 向 量 为 参数 的 西 算 子 族 U(t),V(s) 如 下 : 


当 t = (t1,… ,tn) 时 今 U(t) = eipitl...eipntn (6.1.7) 
当 s= (s1,… ,sn) 时 ， 令 V(s) = ei2151... eiqnsn. (6.1.8) 


容易 证 明 , {p,} 与 {qy} 满足 Weyl 交换 关系 的 充 要 条 件 是 {C ,te Rn} 与 {V(s),s € 
R,} 分 别 都 是 加 法 拓扑 群 BR 在 五 中 的 弱 连 续 西 表示, 而 且 


U(t)V(s) = extbsV(s)U 人. (6.1.9) 


今后 我 们 简称 {U(s),V(t); st e Rn} 为 交换 关系 弱 连 续 丁 表示， 
我 们 也 可 以 用 群 的 酉 表示 来 表述 Weyl 交换 关系 . 
@ 但 要 求 对 定义 域 作 适 当 的 限制 . 
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作 群 下, 如 下 : TI。 中 元 素 是 形 如 (x,y,a),z,y e Rn,a Ee T,T 是 绝对 值 为 1 的 复 
数 全 体 , 规定 乘法 
(2， 4， Q) (Z ， 2 ， Qo ) 一 (z 十 T y 十 y ， QQ eit® 9y)). 。 
显然 了。 成 为 一 群 . 在 R, 及 T 中 引进 欧 几 里 得 拓扑 , 我 们 把 I, 看 成 拓扑 空间 
Rn x Rn x 了 的 子 空间 , 那么 PT。 又 是 一 个 拓扑 空间 . T， 按 这 个 拓扑 及 群 的 运算 成 为 
拓扑 群 . 事实 上 , 还 是 2n +1 维 Lie 群 . 
我 们 考察 拓扑 群 Tv 在 Hilbert 空间 五 中 弱 连 续 的 西 表示 T. 如 果 了 又 满足 条 


件 
7(0,0,a) = al, 


这 里 7 为 恒 等 算 子 , 作 
V(y) = T(0,y,1), U(x)= T(x,0,1), 


那么 容易 算出 {U(x),z € Rn},{V(y),y & Rn} 是 尺 在 互 中 弱 连 续 丁 表示 , 满足 交换 
关系 (6.1.9). 反之 , 任 取 RR 在 五 中 的 两 个 弱 连 续 酉 表示 {U(x),zx € Rn},{V(y),y € 
尺 . ,如 果 它 们 满足 交换 关系 (6.1.9), 那么 作 
T(z,y,Q) = aU(z)V (y), 
它 必 是 PT 在 五 中 的 弱 连 续 的 西 表示 , 而且 7T(0,0,a) = al. 
我 们 现在 举 出 满足 Weyl 交换 关系 的 西 算 子 群 {U(t)}, {V(s)} 的 重要 例子 . 
设 (Rn) 是 R,, 上 且 Lebesgue 可 测 的 平方 可 积 了 图 数 全 体 所 成 的 线性 空间 , 当 
jge 天 (Ra) 时 , 令 
(f,9) = | fodz. 
对 任何 t,s ER, 作 2(R) 中 的 西 算 子 Uo(t) 和 Wo(s) 如 下 : 
(Uo(t)f)(z) = et f(z), 
(Vo(s)f)(7z) = f(x — s). 
容易 算出 {U0(t),t € Rn} 与 {Vo(s),s € Rn} 都 是 交换 西 算 子 群 而 且 适 合 关 系 (6.1.9). 
称 这 个 {Uo(t), Vo (s),t,s € R} 为 交换 关系 的 Schrodinger 表示 , 或 称 它们 是 Schrodqinger 
算 子 . 


我 们 还 可 以 把 Weyl 交换 关系 用 von Neumann 的 形式 表述 如 下 : 令 0 为 n 维 
复 向 量 空间 ， 在 Cn 上 规定 内 积 (Zz, 2 ) 如 下 : 当 心 一 (2z1， , Zn), 一 (zl1， , Zn) 时 ， 
(z, z) = 2121 十 :… 十 Zn2. 


设 {UU(t),V(s),t,s € Rn} 是 一 族 西 算 子 , 作 


W(t+is)=U(t)V(s)e 3(ts) (6.1.10) 
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容易 证 明 {U(t),V(s),t,s € Rn} 满足 Weyl 交换 关系 的 充 要 条 件 是 {W(z),z € R,} 
W(z)W(z’) = e352)W(z +2’). (6.1.11) 
这 个 交换 关系 称 为 von Neumann 式 的 交换 关系 . 


定理 6.1.3 设 五 是 Hilbert 空间 , W = {W(z),z € Cn} 是 瑟 中 的 西 算 子 族 ， 
满足 交换 关系 (6.1.11), 而 且 W(z) 关于 z 是 弱 连 续 的 . 那么 存在 五 中 的 一 族 互相 
直 交 的 关于 W 不 变 的 子 空间 族 {Hs,a e A}, 使 H = 2 oHe 而 且 W 在 H。 中 西 


等 价 于 Schr6dinger 表示 . 
证 ”对 每 对 &,n e 五 , 作 双 线性 泛 函 L(&,n) : 


e— 主 zl Z Z .]. 
Ln = mr fi We as (6.1.12) 


这 里 dz = || dxvdyy,z = (x1 + iyi, ,Tn t+ iyn),|| z= vV(z,z). 由 于 (W(z)é,7) 
v= 二 1 
是 ze C 上 的 有 界 连 续 消 数 , 所 以 (6.1.12) 的 积分 存在 而 且 
ZL(é, mM) < cl én 


这 里 c = mr fe a 2 二 1. 由 于 (6.1.11), 有 W(z)* = W(-z). 容易 证 明 
L(&,n) = 工 (m,é&), 所 以 有 上 自 共 斩 的 有 界线 性 算 子 PP 使 


L(é,7n) = (Pé,n). (6.1.13) 
今 证 明 当 z e Cn 时 z 
PW(z)P =e-tlzl Pp (6.1.14) 
事实 上 , 当 &,ne€ HH 时 ， 
(PW(z)Pé,"n) = 四 (z)Pé, n) 
本 / ezlzl (W(z)W(z) PE, n)dz 
A A AM 


— / ez tla) WW (2)W (2 )é, mdz dz". (6.1.15) 


利用 (6.1.11) 得 到 


W(z)W(z)W(z") = e330 ,2)+(2 2) + WW (z+ 2 +2). 
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在 (6.1.15) 中 作 变 数 代 换 zi = z 十 z", zo =z 十 z' 十 z', 并 利用 等 式 
1 z 
(27)” 


1 2 | 5 > 1 1 \2 1 1  \2 
_ #0zl?+lz2ll) II 去/ / e—$(w—$p) $0 —#p)? qu, dy, 
不 
7 一 1 — OO 一 CO 


— e—3(zl +llz2ll) 
7 


/ 一 去 (|lza 一 za 要 十 |lza zl) ) 一 二 [Cz,21)+ (22,21)] gz 


这 里 (wi 十 ly ,Wn + ivn) = 1, (D1, Do, 五 ) 二 22 十 Zz, 我 们 将 算出 (6.1.15) 为 
e-zlzl (PEé,n), 因此 (6.1.14) 成 立 . 

特别 , 在 (6.1.14) 中 令 z = 0, 得 知 P 为 投影 算 子 . 令 M = PH. 取 子 空间 MmM 中 
的 完备 就 范 直 交 系 {pa,a ee 对 . 令 为 五 中 包含 po 的 、 对 一 切 W(z),z e Cn 不 
变 的 、 最 小 闭 子 空间 . 先 证 明 Hl Ho,a@#o. 事实 上 ， 由 于 Poa = pa 三 po = Po. 
利用 (6.1.14) 我 们 知道 , 当 z,z’ € CG, 时 ， 


(Wz)pa W(z)po) = (W(z) Popa, W(z) Ppo) 
= (PW(-z)W(z)Popo, pa) 

一 e- 33(z2)( PW (z 一 2 )Pypa, po) 

= e- $s- -$32) (go pe). (6.1.16) 


因此 ， 当 QO 天 CQ/ 时 W (z)pa 十 W(z’)peo, 但 Ho 是 W (zz)pa, 2 E Cm 的 线性 组 合 的 包 ， 
因此 Hs 1 How(a 关 a). 下 证 6=| jt 即 为 全 空间 . 显然 6 是 W(z),z e Cn 的 


不 变 子 空间 而 且 XC 6. 因此 HOG -= 6+ 也 是 W(z),z e Cu 的 不 变 子 空间 , 而 且 
当 yp € G+ 时 , Py ==0. 若 G+ 关 (0), 取 we Gt,w 关 0. 因为 W(z)v 也 属于 G+, 所 
以 PW(z)p = 0. 由 是 对 一 切 ze Cu 由 (6.1.12), (6.1.13) 和 (6.1.11) 得 到 


(PW/(z)p, W(z)y) 
i 2 二 
a | rile (Wlz )p, pg)dz! =0. 


7 


由 于 $(z,z) = (yw -yrs), 此 地 z = (zi + yi ,Tn + iyn),2 = (Z1 十 
iVi，… ,2 十). 容易 看 出 2 个 变 元 zx/,y,v = 1,2,… ,n 的 函数 e-zlz (W(z')y, yy) 
的 Fourier 变换 为 零 . 因此 (WW(z')p, yp) = 0,z'€ 0%. 特别 取 z = 0 即 得 o = 0. 这 是 
才 导 . 因此 fH = 》 e@H。. 


(CC 


现在 考察 W (2) 在 Ha 上 的 变换 形式 . 记 W(z)pa 一 pa,z) 那么 当 z € Cn 时 ， 
由 (6.1.11) 和 (6.1.16) 得 到 


~ W(z/)pos = € 3 go sp, (6.1.17) 
(Ppa,z, pouz) = e 一直 -22). (6.1.18) 
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我 们 在 2(R,) 中 取水 数 pz(z e Cn 为 参数 ) 如 下 : 


1 


一 去 | 十 (iz 十 y,4) 一 去 ||y 上 2 一 去 (zz 
pz(u) = TE zl + lzty,0) 一半 | 让 (zy) (6.1.19) 


这 里 z,y € h,,z =Z 二 2 那么 , 容易 算出 相应 于 Schr6dinger 算 子 w(x) 和 Ww(y) 
的 Wo(zx 十 记 ) = Uo(z)Vo(y)e-3(? 适合 关系 


Wo(z)pzs = e332,2) pg, >,, (6.1.20) 
(ps p21) = 2122 #2), (6.1.21) 


又 作 五 到 到 (Ra) 的 线性 算 子 Us 如 下 : Usowpas = pz, 再 利用 线性 把 UV。 延 拓 
到 yp。 s,z € Cn 的 线性 组 合 上 去 . 根据 (6.1.18) 和 (6.1.21), Us。 是 等 矩 算 子 ， 又 因 
pa,z;z € Cn 的 线性 组 合 在 及 中 稠密 , U 唯一 地 延 拓 成 瑟 。 到 2(R,) 的 等 矩 算 
了 于, 义 显 而 易 见 {yz,z € Cn} 的 线性 组 合 全 体 在 2(R,) 中 稠密 . 因此 UV 是 西 算 子 ， 
再 根据 (6.1.9), (6.1.20), 容易 看 出 


UW(z)Us! = Wo(z). 


这 就 是 说 在 证 . 上 交换 关系 与 Schr6dinger 表示 等 价 . 证 毕 

设 {W(z),z € Rn} 是 Hilbert 空间 五 中 的 西 算 子 族 ， 满足 交换 关系 (6.1.11). 
如 果 在 五 中 不 存在 异 于 (0) 和 五 的、 对 一 切 W(z) 不 变 的 闭 线性 子 空间 , 则 称 
{W(z),z € Rn} 是 既 约 的 . 这 也 就 是 说 群 RR ( 见 (6.1.7) 式 前 面 的 说 明 ) 在 五 上 的 
弱 连 续 西 表 示 T(T(z,y a) = aU(z)V(y)) 是 既 约 的 . 


定理 6.1.4 ”2(R,) 上 Schr6dinger 表示 是 既 约 的 . 


证 设 嘱 (0) 是 大 (Ra 的 闭 线性 子 空间 ,而 且 关 于 一 切 W(z),z€ Cu 不 变 . 
根据 定理 6.1.3, 不 妨 设 W(z),z e Ch 在 员 上 的 限制 西 等 价 于 Schrodinger 表示 . 不 
然 的 话 , 取 员 的 子 空间 就 行 了 . 根据 前 面 所 述 , 对 于 Schr6dinger 表示 , 存在 一 向 量 y 
使 {Uo(z)p|z € Rn} 的 线性 组 合 全 体 在 全 空间 稠密 , 和 Schrodinger 表示 酉 等 价 的 算 
子 族 也 应 具有 相同 的 性 质 . 所 以 在 听 中 存在 一 向 量 y, 使 {Uw(z)w|z es Rn} 的 线性 
组 合 全 体 在 嘱 中 稠密 . 换言之 , {ei(”2Dy(w)|z e R。} 的 线性 组 合 全 体 在 mM 中 稠密 . 
令 马 = {ulw(wv) 冯 0}, 那么 MM 应 是 2(R,) 中 在 互 外 为 0 的 一 切 函 数 全 体 IL2(E). 
事实 上 , 由 上 所 述 , 显然 有 缴 c I2(E). 车 CM 关 了 (BB), 则 有 fe 2(E)em,f x0. 
因此 对 一 切 zx € R,， 


(Uo(z)w, f) = 人 ew yp(u) fu) du = 


对 一 切 z 成立. 由 于 Vy(w)f(w) es (Rn), 所 以 ww)fw) 在 Rs 上 几乎 处 处 为 零 , 即 
fu) 在 互 上 几乎 处 处 为 0. 又 因 它 在 外 为 0, 得 知 f = 0, 这 是 矛盾 . 
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然而 听 = 2(B) 对 一 切 V(y), y € Rn 是 不 变 的 . 因此 对 一 切 y € Ri, (zx 一) 
在 马 外 几乎 处 处 为 0. 这 就 是 说 EN (E++y) 为 零 集 . 因此 巨 是 对 平移 拟 不 变 的 
集 , 但 Lebesgue 测度 是 遍历 的 ( 见 定理 3.1.31), 因而 互 或 是 零 集 或 与 R, 相差 一 
零 集 . 但 缴 尖 (0), 因此 互 不 可 能 为 零 集 ， 只 可 能 RNE 为 零 集 : 这 样 就 证 明了 
gt = [2(R). 证 毕 . z 

从 定理 6.1.3 和 6.1.4 立即 得 到 


系 6.1.5 设 {W(z),z €e Cn} 是 五 中西 算 子 族 , 满足 交换 关系 (6.1.11), 那么 
万 必 可 以 分 解 成 一 族 不 变 线性 闭 子 空间 五 ,a e 4 的 直 交 和 , 使 得 {W(z),z € Cn} 
限制 在 五 。 中 时 为 既 约 的 . 


系 6.1.6 若 {W(z),z e cu} 是 瑟 中西 算 子 族 , 满足 交换 关系 (6.1.11) 而 且 是 
婚约 的 , 那么 它 必 酉 等 价 于 Schrodinger 表示 . 


因此 交换 关系 的 既 约 表示 在 容许 酉 等 价 的 意义 下 是 唯一 的 . 

令 风 为 {Ulzy(z')lzz e Rn} 张 成 的 五 上 的 弱 闭 算 子 代数 ， 称 & 为 
(相应 于 五 的 、n 个 自由 度 的 ) 具体 Weyl 代数 ， 这 个 代数 依赖 于 空间 五 和 表示 
{U(z);,V(7z |z, XE€ Rn}, 然而 有 


引 理 6.1.7 若 {U(xz),V(z')|zx,x' e Rn} 在 互 上 是 既 约 的 , 那么 相应 的 具体 
Weyl 代数 & 即 是 公 ( 五 ) ( 见 $82.3). 

证 设 Pe(2)?. 则 PH 是 {0U(z),V(z |z,xz'€ Ra} 的 不 变 子 空间 , 由 既 约 性 
知道 P=0 或 P= 了 即 = {ATI 为 数 }, 因此 多 = 8( 五 ). 证 毕 . 


引 理 6.1.8 ” 设 五 是 Hilbert 空间 , p 是 8(H) 到 外 (万 ) 的 对 称 同 构 映 照 , 则 
必 有 互 到 互 上 的 酉 算 子 U, 使 得 对 一 切 4 € 外 ( 万 )， 


p(A)= UAU-. (6.1.22) 


证 ” 任 取 五 中 单位 向 量 &, 作 投影 算 子 Pe : Pz = (xz,&)&,£ € H. 我 们 注意 , 若 
P 是 投影 算 子 , 则 由 于 pg(P)? = p(P2) = yp(P), wp(P)* = 2(P*) = yp(P), 所 以 yp(P) 
也 是 投影 算 子 . 反之 , 若 p(P) 是 投影 算 子 , 则 P 也 是 投影 算 子 . 因为 P 不 可 能 是 两 
个 不 为 零 的 投影 算 子 之 和 , 所 以 yp(P) 也 不 可 能 是 两 个 投影 算 子 之 和 , 从 而 p(P)H 
也 是 一 维 空间 . 因此 有 单位 向 量 e 互 使 P(Pe)= 书 . 记 

1 = Ue. 

容易 验证 U 是 西 算 子 , 而 且 对 一 切 有 限 秩 投影 算 子 4, (6.1.22) 成 立 . 由 于 任何 投影 算 
子 是 一 族 有 限 秩 投影 算 子 的 上 确 界 , 又 因为 A < B 时 wp(B)-w(4) = yw(vVB 一 A)?> 
0, 所 以 对 一 切 投影 算 子 4, (6.1.22) 成 立 . 我 们 再 注意 , 对 一 切 4 e B( 瑟 ), 4 的 谱 和 
2(4) 的 谱 一 致 , 因此 


14l= v| 4*A|= vl| vA4*A) | =| yp(4) |. (6.1.23) 
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在 (6.1.22) 中 取 4 为 投影 算 子 的 线性 组 合 再 取 极限 , 由 (6.1.23) 知道 (6.1.22) 对 一 
切 目 共 恩 算 子 4 也 成 立 , 因此 对 一 切 A e 8(H), (6.1.22) 成 立 . 证 毕 . 


引 理 6.1.9 ” 设 {Zo(z), 历 (zlzz ee 玉 是 了 2(R,) 上 的 Schrodinger 表示 , 设 
是 加 (2( 记 )) 到 8( 世 (RBR,)) 上 的 对 称 同 构 映照 而 且 
p(Uo(z)) = Uo(z), op(Wo(z)) = Wrz), ,x € R, (6.1.24) 


则 op 是 不 动 映照 . 


证 ”根据 定理 6.1.4, 引 理 6.1.7 和 引 理 6.1.8, 有 Ue B(I2(R,)), 使 得 对 一 切 
A E (Rn), (6.1.22) 成 立 . 再 利用 (6.1.24) 知道 UV € {Lo(z,V(z)lz,z € RY = 
和 8(I2(Rn)) = {ATI 为 数 }. 因此 UV = AI. 又 由 (6.1.22), (6.1.24), 显然 op 是 不 动 映 


定理 6.1.10” 设 万 9,k = 1,2 是 两 个 Hilbert 空间 , {U(x), VR)(z')|z,x' e 
Rn} 是 交换 关系 在 妃 t) 上 的 表示 , &(o 是 相应 的 具体 Weyl 代数 , 则 必 存 在 &%G 到 


2(2) 上 的 唯一 的 对 称 同 构 映 照 沙 这 个 y 必然 使 得 对 一 切 有 界 Baire 函数 f 成 立 着 
wfFUVz))) = UD), zeR,, (6.1.25) 
wfFVVED))) = FVVzN)), re R,. (6.1.26) 


证 ”映照 % 的 存在 性 : 根据 定理 6.1.3, 存在 矿 %) 的 一 族 对 {0(9 ,7 不 变 
的 闭 子 空间 {HY, a € 4A}, 使 得 {UU 的 ,V9} 在 HA 上 西 等 价 于 Schr6dinger 表示 . 
设 HW 到 HM) 的 投影 算 子 为 PW,L2(R,) 到 及 相应 的 西 算 子 是 OU 那么 


Uk) (x) = 2 -98 Vol )QW)™ P(r) (6.1.27) 


VA (7) = ov QUw) Po (6.1.28) 


对 于 每 个 A e 8(L2(R,)), 作 


po (4) = 2,Q8 AQ Pn. 


由 (6.1.27) 和 (6.1.28) 容易 验证 p%*) 是 8(I2(R%)) 到 &o 的 对 称 同 构 映 照 , 而 且 
对 一 切 有 界 Baire 函数 / 


om(F(Do(o)) = FUH(z)), zeR,, (6.1.29) 
pHFVOT))) = AVEO rz € R. (6.1.30) 


作 儿 = 2p2(o0” ), 立即 可 知 vy 满足 定理 6.1.10 中 的 条 件 . 
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右 % 是 满足 定理 中 条 件 的 为 一 同 构 映照 , 作 
gp = 9 (WeG))， (6.1.31) 


那么 p 是 好 (Z2(Rn)) 到 外 (2Z2(R)) 的 对 称 同 构 映 照 而 且 由 (6.1.25), (6.1.26), (6.1.29)， 
(6.1.30) 知道 y 满足 (6.1.24), 因此 yp 是 不 动 映照 , 由 (6.1.31) 得 办 = 人. 证 毕 . 


3” 男 一 种 表示 


为 了 后 面 的 需要 , 我 们 考察 下 面 的 类 似 于 Schr5dinger 表示 的 表示 .我们 注意 
Schr6dinger 表示 是 建立 在 R, 的 Lebesgue 测度 (平移 不 变 测度 ) 基础 上 ,下面 表示 
建立 在 Gauss 测度 ( 拟 不 变 测度 ) 的 基础 上 . 

令 了 (Rn,G) 为 Rn 上 Lebesgue 可 测 而 且 满 足 条 件 


/ f (we-lsl qu < oo 
的 函数 全 体 , 按 通常 线性 运算 所 成 的 线性 空间 , 又 规定 2(R,,G) 上 的 内 积 
(f,9) = | sta f(u) gta)e- ll do, 

那么 [2(R,,G) 为 Hilbert 空间 , 当 x,x’€ Rn 时 , 我 们 规定 

(U(x)f)(u) = es) (0 

(V(z)g)(u) = et”) -fu — 7) 
这 时 {U(z,V(zjlz,z e Rn} 显然 满足 Weyl 交换 关系 . 我 们 注意 这 里 的 西 算 子 族 
酉 等 价 于 Schr6dinger 表示 . 事实 上 , 这 可 以 通过 2(R,G) 到 (RR) 的 西 算 子 

flu) = eflu) 


来 实现 , 因此 {U(z),V(z |z, x e Rn} 也 是 既 约 的 . 这 时 (6.1.7) 中 相应 的 py 是 如 下 
的 目 共 斩 算 子 : p, 的 定义 域 是 


人 (pv) = {plp € LD (Rn,G), uplu) EL (Rn, OG))}, 
这 里 w= (uw1,… ,Un), 而 且 当 pe D(py) 时 ， 
(pyp)(u) = ur p(w). (6.1.32) 
同时 ww 的 定义 域 是 


D(gq,) = {* pe L2(Rn,G), 


wu 
= | A Pp(U1, ,U1 t, Ut1,*** )dt, 


O 
Up(W) — PY) E L°(Rn, O), 
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而 且 当 pe D(qy) 时 ， 


(qsp)(u) = 一 muvp(u) 十 ipt) (6.1.33) 
事实 上 , 容易 证 明 (6.1.22) 定义 着 自 共 斩 算 子 且 当 p € DD(p,) 时 ， 


1 
(pup,Y) 一 A , 0, Ty, 0, “" , 0)p, Y) 


Tv 一 0 


因此 U(z) 与 {p1,… ,pn} 间 适 合 关系 (6.1.7). 对 于 {q1,… ,qn} 也 可 以 类 似 地 讨论 . 
我 们 令 c, 是 a 的 闭 扩张 , 容易 验算 , 这 时 c 的 定义 域 是 


D(c,) = {+ vp EL(R,,G), 


ur 9 
plu) 一 / pri , U1 t, Ut1,*** )dt, 
0 
Zu (lu) — it) E LA(R, 0) | 


而 且 当 po eg(cv) 时 ， 


pg) 四 = Viuvp(u) — 历 吉 -OO) (6.1.34) 
这 时 c 的 共 斩 算 子 c* 是 p,, -ig, 的 闭 扩张 而 且 
apter)- {* pe LA(Rn, G), Fou) L(A G) | 
当 p € D(c*) 时 ， 
,、、 18 
(csp)(w) = Bu? (6.1.35) 


我 们 考察 2(Rn,G) 中 的 完备 就 范 直 交 系 (参见 (5.4.15)) 
{hx(u, 1); k= (k1, k2, "*, , kn ), ky, 一 0, 1, 2, "1 }. 


以 后 简 记 hx(w,1) 为 hr(w). 对 于 每 个 非 负 整数 m, 令 五 (m,n) 是 (Rn,G) 中 由 
{hx(w)||k| = m} 张 成 的 有 限 维 线性 子 空间 , 那么 


72(Rn) = 》 @H(m,n). 


m= 二 0 


引 理 6.1.11 算 子 6 将 五 (m,n) 映照 到 五 (m 十 1,n) 而 且 
cuvhg(u) = Vk hp (u), 
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其 中 = (Ri,… ,所 ) 与 天 = (ki1,… ,kn) 之 间 有 如 下 的 关系 : 


| ki, . 当 1z¥v, 
ki = (6.1.36) 
乒 , 十 工 ， 当 1/ 一 六 
又 ct 将 玉 (m,n) 映照 到 五 (mm 一 1,n) ( 记 五 (-m) = (0)) 而 且 
cj 人 u) = Vk he (u), 
这 里 k= (kf,… ,以 ) 与 上 = (k1,… ,kn) 之 间 有 关系 : 
ki, 当 1 关 v 时 ， 
ki = (6.1.37) 
max (ky 一 1,0)， 当 1=v 时 . 


事实 上 , 我 们 注意 Hermite 多 项 式 ( 见 (5.4.11)) 之 间 有 关系 
h” (Z) = 2mhm_1(7), 
hm+1(7) — 2zhn(7z) + 2mhm_1(7x) = 0. 


利用 上 两 式 和 (6.1.34), (6.1.35) 立即 可 得 到 引 理 6.1.11. 
利用 引 理 6.1.11 也 可 以 算出 


CKC1 一 CTCK C 0517. 
我 们 利用 (6.1.10) 作出 相应 的 {W(z),z e Cn}, 那么 有 . 
引 理 6.1.12 ”对 于 任意 两 组 整数 = (ki1,… ,kn),k' 二 (k!,:… ,kk/), 成 立 着 


(W(eioz)hx(), hr(")) = (W(z) hg(), hy ())eio lt D), (6.1.38) 
其 中 a 为 任意 实数 . 
证 ”首先 我 们 注意 , 当 入 X € Cn 时 ， 
(W(z)e2N), e2(X t)) = / e— P(t2NN) gt, (6.1.39) 


这 里 
p(t;z, A,N) = tl iz+y+2A+N,t 
+5 yl +20,) — 3(2,) 
根据 Gauss 积分 的 公式 (5.1.5), 计算 (6.1.39) , 立即 得 到 


(W(z)e- N+ eCN ,NN)+2 )) 


= eV+2ON ) ti +iN ,2). (6.1.40) 
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在 .(6.1.40) 中 以 ez 换 z, 与 在 (6.1.30) 中 以 Xeia 换 和 Ne-i? 换 X 所 得 到 的 结果 
是 一 致 的 , 因此 


(W (eioz)e- HD+2) e— HX)+2(N )) 
— (本 (ze “ONt2e Ot) oe (N,N)+2e'® Cb)). (6.1.41) 
利用 (5.4.13), 将 (6.1.31) 的 左右 两 边 展开 成 ,入 的 窜 级 数 并 比较 Xe, 入 * 的 系数 就 
得 到 (6.1.38). 
4” 梯度 变 换 
放 互 是 Hilbert 空间 , {W(z),z € Cn} 是 在 五 上 的 一 族 西 算 子 , 而 且 满 足 交 换 
关系 (6.1.11), 而 且 在 厂 上 是 既 约 的 . 设 7 是 C。 中 的 西 算 子 . 作 五 到 五 上 的 一 


族 西 算 子 
W’(z) =W(Uz), e Cu 


显然 {W'(z),z e Cn} 也 是 对 参数 > 弱 连 续 的 , 而 且 W'(z) 也 满足 交换 关系 
W’'(z)W’(z’) = e332)W (z +’) 

而 且 {W'(z),z € Cn 在 五 中 也 是 既 约 的 . 所 以 {W(z),z € Cn} 与 {Wi'(z),z € 0,} 

西 等 价 ( 见 系 6.1.6). 这 就 是 说 , 存在 五 到 互 上 的 唯一 (不 计 模 为 1 的 数值 因子 ) 本 


算 子 T(D), 使 
W(Uz)=T(UV)W(z)T(U), zeE Cn 


我 们 首先 来 详细 考察 U 为 映照 eioJ : z 一 eraz, 2 E CO 的 情况 ， 其 中 a 为 一 实 


定理 6.1.13 设 瑟 是 到 (BRG), 克 (z) 是 3。 中 西 算 子 , 对 于 任何 实数 a 


Tee7) = 》 ee™P,, (6.1.42) 
7 一 0 


其 中 已, 是 互 到 子 空间 耳 (m,n) 的 投影 算 子 . 
证 ”由 于 (6.1.42) 定义 的 Feie7) 具有 如 下 的 性 质 : 

T (eoT)hx(:) = eel*| 

因此 (6.1.38) 可 以 改写 成 
(T(e oT)W(z)T(e' oT) he, hg) = (Whe'®z) hey, hy). 
但 {hx} 组 成 [2(R,,G) 中 的 完备 就 范 直 交 系 , 所 以 
Wl(e'*z) =T(e TW(z)T(e' 7T)-. 

这 就 说 明了 (6.1.42) 定义 的 F(eie7) 确 是 所 要 求 的 . 证 毕 . 
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86.2 ”Bose-Einstein 场 交 换 关 系 表示 的 一 般 概念 与 拟 不 变 测度 


1” 交换 关系 表示 的 各 种 等 价 概念 

现在 转 人 考察 一 般 的 (包括 无 限 个 自由 度 ) 情况 . 

定义 6.2.1 设 55 和 $5 是 两 个 实 线性 空间 ，B(zx,z') 是 ($5,5’) 上 的 非 奇 异 的 
双 线 性 泛 函 ， 即 是 说 : 

G) 任意 固定 re 5$ 时 , B(z,z') 是 zw es $$ 上 的 线性 泛 函 ; 又 任意 固定 zw e 和 
时 , B(z, zx ) 是 z € 5 的 线性 泛 函 . 

(ii) 对 于 每 个 zx € gz 关 0, 必 有 ze 9', 使 得 B(x,zx') 关 0. 反之 , 对 每 个 
TE ,x' 关 0, 必 有 ze5 使 得 B(x,zx’) #0. 
那么 称 = ($5,5',B) 是 一 个 单 粒 子 ( 态 同 量 ) 系统 . 

后 面 我 们 有 时 要 把 $5 散人 多 如 下 : 对 每 个 ze 5', 作 万 € 5 人 : 


fr'(x) = B(z,7), rES. 


就 把 $5’ 视 为 $4 的 线性 子 空间 . 

例 6.2.1 设 $5 是 线性 空间 , 5 是 人 入 上 某 些 线性 泛 困 所 成 的 线性 空间 而 且 在 5 
上 是 完整 的 . 当 z eg ze 分 时 , 令 Blzz) 为 泛 图 在 z 处 的 值 , 那么 ($5,5',B) 
是 单 粒 子 系统 . 

例 6.2.2 设施 是 实 内 积 空间 , $5' = 性 , Blz,z) 是 性 上 的 内 积 , 那么 ($5,5,B) 
也 是 单 粒子 系统 . 

定义 6.2.2 ” 设 2 = ($5,9,B) 是 单 粒子 系统 . 令 C 是 模 为 1 的 复数 全 体 . 令 
T(Z) = $x $5’ xO, 其 中 元 素 记 做 (zzal,zeg9gz egaecC. 在 TI2) 中 规定 乘 
法 运算 如 下 : 

(x, a) (yy,B) = (+r ,y+Y, Be By)), 

那么 (2) 显然 成 为 一 群 . 称 下 (2) 为 相应 于 区 的 群 . 设 5 :7 一 S(Y) 是 群 T(Z) 在 
复 Hilbert 空间 五 中 的 西 表示 , 又 


S{0,0,a) = al, 
这 里 7 为 恒 等 算 子 . 如 果 对 于 5,5' 的 任何 有 限 维 子 空间 ,9%W, 在 MM, M,C 上 取 


欧 几 里 得 拓扑 , 在 MM x 9 x C 上 取 和 乘积 拓扑 , 映照 y 一 S(Y) 在 听 xg xC 上 是 
弱 连 续 的 , 则 称 丁 表示 5 是 T(Z) 在 中 的 一 个 典型 西 表示 . 


我 们 也 可 以 引进 等 价 的 定义 . 
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定义 6.2.3 设 了 = ($5,5,B) 是 单 粒子 系统 . 设 互 是 复 Hilbert 空间 . DT : z 一 
U(z) 与 V:z' 一 Y(z) 分 别 是 $5 与 $5 到 五 上 西 算 子 群 的 西 表示 , 而 且 U,V 之 间 
满足 如 下 的 Weyl 交换 关系 : 


U(x)V(z') = eB V(r U(r), rEeh,r En. (6.2.1) 


又 设 这 两 个 表示 是 拟 连 续 的 , 即 是 说 , 当 z(z') 限制 在 $5(5') 的 任何 有 限 维 子 空间 上 
时 , 映照 zx 一 U(z)(z' 一 U(x)) 是 弱 连 续 的 . 这 里 有 限 维 子 空间 上 的 拓扑 取 欧 几 里 
得 拓扑 , 而 酉 算 子 空间 的 拓扑 取 弱 拓扑 , 那么 称 {U,V} 是 允 上 的 一 个 典型 系统 . 
对 于 习 上 的 任意 一 个 典型 系统 {U,V}, 作 T(2) 在 五 上 的 典型 西 表示 S 如 下 : 
当 y= (zza) 时 ， 
S(r,7',Q) = aU(r) V(x). 
称 5S 为 相应 于 {U,V} 的 典型 西 表示 . 反之 , 对 于 T(Z) 在 五 上 的 任何 典型 西 表示 
5, 只 要 令 
U(z)= 5S(x,0,1), V(z)= 5(0,7,1), 
那么 {U(z),V(z')|z,z'€ 3} 就 是 允 上 的 典型 系统 了 . 
对 于 典型 系统 {U,V}, 我 们 考察 单 参数 西 算 子 群 的 无 穷 小 母 元 
ld 


p(x) = 7 Ut) | 一 二 T(z | (6.2.2) 


定义 6.2.3′ 设 并 = (5,5',B) 是 单 粒子 系统 , 万 是 复 的 Hilbert 空间 . p : z 一 
p(X);g : x' 一 q(x’) 分 别 是 $5,9' 到 玉 上 自 共 绒 算 子 族 的 线性 映照 如 果 由 
U(x) = et， V(x') = eta(z ) (6.2.3) 


造 出 典型 系统 {U,V} 满足 (6.2.1), 那么 称 {p(x), q(x')z Ee $5,z E55} 是 9 在 HH 上 
的 典 则 系统 . 

当 {p(x),gq(x')|zx e555,z' E51} 是 区 在 五 上 的 典 则 系统 时 , p(x) 与 p(y) 是 交换 
的 , 2 g(z/) 与 gq(y) 是 交换 的 , 而 且 p(x) 与 g(x') 之 间 有 如 下 的 交换 关系 : 


qz )p(Z) 一 P(Z)g(7 ) CiB(z, x )T. (6.2.4) 


我 们 后 面 最 常用 的 情况 是 例 6.2.2 的 情况 . 
设 只 是 复 的 内 积 空间 , (z, z/),z,z < 中 是 它 的 内 积 . J :z 一 xz* 是 由 到 RR 的 一 
一 鼎 照 , 适合 条 件 


(7*)* = 7, (az + By)* = G2* + By"*,a,B 为 复数 ， (zx*,y*) = (vy, 7). 


我 们 注意 , 这 里 和 86.1 一 样 , 两 个 (无 界 ) 自 共 绒 算 子 p(z),p(z') 交换 的 意义 是 它们 的 谱系 交 
换 , 而 且 两 个 自 共 轿 算 子 p(z),p(z') 的 和 是 指 线性 和 的 包 (自然 要 假设 包 存 在 ). 
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那么 称 了 是 五 中 的 对 合 . 令 性 ={fzlz* = zx,z € 出 . 那么 $5 按 内 积 (X,Yy), X,Yy ED 
(这 内 积 是 实数 ) 成 为 实 的 内 积 空 间 , 而 且 对 每 个 2 e 只 有 唯一 的 分 解 式 


z=7X+iy, Tz,YyES. 
称 只 为 性 的 复 化 空间 . 我 们 注意 , 对 每 个 复 内 积 空间 只 必然 存在 对 合 . 事实 上 , 只 


要 任 取 只 中 一 完备 就 范 直 交 系 , 令 5 是 这 个 直 交 系 的 实 线性 组 合 全 体 所 成 的 包 , 那 
么 对 每 个 z E RR, 就 有 唯一 的 分 解 式 z= 二 zx 十 iy, X,Y E 务 只 要 规定 


2 一 2 一 719/， 


则 z 一 z* 就 是 所 要 的 对 合 了 . 此 外 , 若 $5 是 实 内 积 空间 , (z,y) 是 其 上 的 内 积 , 显然 
必 有 复 内 积 空间 只 为 与 的 复 化 空间 ， 
如 采 = (5, 久 ,BB),B 是 实 内 积 空间 5 的 内 积 , 作 5 的 复 化 空间 R, 那么 称 只 
为 的 态 回 量 空间 . 


定义 6.2.4 ” 设 中 是 内 积 空 间 , (z,z/),z,z < 只 是 其 上 的 内 积 . 设 {W(z)lze 出 
是 复 Hilbert 空间 五 上 的 西 算 子 族 , 它 满足 von Neumann 式 的 交换 关系 
W(z)W(z) = e332)W(z + 2’), 


而 且 当 把 映照 z 一 W(z) 限制 到 只 的 任何 有 限 维 子 空 间 MM 上 (在 其 上 取 欧 几 里 得 
拓扑 ) 时 是 弱 连 续 的 , 那么 称 {W (z)|z e 8 为 相应 于 态 向 量 空间 只 的 (von Neumann 
式 的 ) 典型 系统 . 

右 施 是 实 内 积 空间 , 只 是 它 的 复 化 空间 ，B(z,z') 为 上 的 内 积 . 对 于 2 = 
(5, 甸 , B) 上 的 典型 系统 {U,V}, 造 出 


W(z +iy)=e SWU(r)V(Yy), rye 


那么 {W(z)|lz e R} 是 von Neumann 式 的 典型 系统 . 反之 , 若 {W(z)|z € RR} 满足 定 
义 6.2.3 中 条 件 , 任 取 R& 的 实 线性 子 空间 5 使 (z,y) 在 上 是 实 的 而 且 只 是 与 的 
复 化 空间 . 令 
U(z)= W(x), V(x)=W(iz), zz  €$. 
那么 容易 证 明 {U,V} 是 了 = ($5, 5, B), B(x,z') = (x,x') 上 的 典型 系统 . 
2。 典型 系统 的 一 般 形式 
定义 6.2.5” 设 {E 人 孜 } = 1,2 分 别 是 单 粒子 系统 了 在 Hilbert 空间 Hi 上 
的 典型 系统 , 大 存在 Hl 到 王 上 的 西 算 子 Q 使 得 对 一 切 ze $5,x'e 5$' 成 立 着 
QU(z)Q = U(x), QVi(z)Q = Wa(z"), (6.2.5) 


那么 称 这 两 个 典型 系统 是 酉 等 价 的 ( 亦 即 群 T(Z) 相应 的 两 个 典型 西 表示 是 西 等 价 
的 ). 
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对 于 本 等 价 的 两 个 典型 系统 可 以 无 需 区 别 . 下 面 我 们 要 找 出 一 些 具体 的 典型 系 
统 , 使 得 一 般 的 典型 系统 与 之 等 价 , 这 也 就 是 找 出 典型 系统 的 一 般 形 式 . 

让 {U,V} 是 单 粒 子 系统 了 = ($,5',B) 在 复 Hilbert 空间 五 中 的 典型 系统 ,和 
83.4 的 情况 一 样 , 分 别 令 &%,E 为 由 算 子 族 {U(z)|z e 人,{y(z)lz e 9 张 成 的 弱 闭 
算 子 代数 . 那么 &% 和 c 都 是 交换 的 . 


引 理 6.2.1 对 每 个 势 ” 必 有 投影 算 子 Pe We 使 得 处 在 P,H 上 的 限制 
具有 均匀 重复 度 n, 而 且 》 P= 


证 ”对 交换 弱 闭 算 子 环 应 用 定理 2.4.3 可 以 知道 , 对 每 个 n, 存在 唯一 的 投 
影 算 子 已, 满足 引 理 6.2.1 的 各 种 要 求 , 除去 P。e E', 类 似 于 定理 3.4.1 的 证 明 , 作 
外 上 的 映照 
T(z): A— V(r)AV(z) !, Aeu. 
利用 (6.2.1) 可 以 证 明 T(z’)& = 多 , 由 此 利用 {PB} 的 唯一 性 得 到 T(z')P, = PP, 即 
P, €e WW. 证 毕 . 


此 后 我 们 不 妨 假 设 算 子 环 处 在 五 中 具有 均匀 重复 度 n. 不 然 的 话 , 只 要 利用 引 理 
6.2.1 把 五 进一步 分 解 就 可 以 了 . 当 外 具有 均匀 重复 度 n 时 , 我们 就 说 {U(z)|z eg] 
具有 均匀 重复 度 n. 在 量子 场 论 中 我 们 用 到 的 五 是 可 析 的 , 所 以 后 面 只 限于 考察 这 
个 情况 . 

定理 6.2.2 ” 设 2 = {5,5),B} 是 单 粒 子 系统 , {U,V} 是 了 在 Hilbert 空间 万 
上 的 典型 系统 而 且 {V(zjlz € 5} 具有 均匀 重复 度 n. 又 设 空间 五 是 可 析 的 ， 那 
么 必 有 关于 多 拟 不 变 的 线性 测度 空间 5 = (Q, 包 ,办 一 -0 是 5 的 线性 子 空间 ， 
QD ,和 8 古 9 中 弱 Borel 集 全 体 ,/ 是 有 限 测度 , 使 得 {U,V} 西 等 价 于 区 在 82(9) 
上 的 典型 系统 {U,V}, 这 里 当 € e 82 (0) 时 ， 


U(z) = €(f) = eif(®)e(f), (6.2.6) 


ty/ A 八 1/ / QHz' 用 
Po = 801) = (fo)(f -0)/ Wet 
其 中 对 每 个 w e 5)',z(f;x') 是 3 上 取 值 于 m 维 复 Hilbert 空间 中 西 算 子 的 算 子 值 可 
测 函数 , 而 且 当 ri zy e 外 时 , 对 几乎 所 有 的 成 立 着 | 
z(f;T1+ zx2) = z(f;r1)z(f + 71;72), 2z(f;0)=1. (6.2.8) 
证 ”由 于 五 是 可 析 的 , 顺便 可 知 n < No. 因为 多 具有 均匀 重复 度 mw 必 有 万 
的 线性 闭 子 空间 Hs,a = 1,2,… ,n, 它 对 于 不 变 使 了 = 并 d@ 万 ,而且 双 在 万 
上 的 限制 %e 是 极 大 交换 的 , 彼此 西 等 价 的 . 这 时 五 , 也 是 可 析 的 , 由 系 2.4.7, 9 在 
Hs。 中 有 循环 元 ew. 作 与 上 的 函数 


V(x) = (U(x)ea, ea). 


(6.2.7) 
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容易 知道 这 是 上 的 正定 拟 连 续 函 数 . 根据 定理 4.3.5, 必 有 线性 测度 空间 5(Q, 好 , /)， 
9 CQ 为 $4 的 线性 子 空间 , 1(Q) < co, 使 


yz) = 人 ef gdp(f). 


下 面 利 用 定理 3.4.14 的 证 明 可 知 5 关于 $5’ 是 拟 不 变 的 , 而 且 有 五 到 人 (9) 的 本 
算 子 9 使 得 UV(z) = QU(z)Q-L, 再 利用 定理 3.4.5 的 证 明 可 得 定理 6.2.2. 证 毕 . 


注 ”容易 验证 , 当 5 = (0, ,xn) 是 关于 $5' 拟 不 变 线性 测度 空间 , $5 CQ c 
94A 和 为 0 的 弱 Borel 集 全 体 时 定义 4.2.3 中 条 件 全 被 满足 . 又 当 1(0) < co 时 , 由 
(6.2.6), (6.2.7) 定义 (但 其 中 z(f;z') 是 5 上 适合 条 件 (6.2.8) 的 可 测 西 算 子 值 消 数 ) 
的 {U,V} 是 区 在 22(5) 上 的 典型 系统 .@ 因此 定理 6.2.2 给 出 了 具有 均匀 重复 度 情 
况 下 典型 系统 的 一 般 形式 . 


系 6.2.3 ”在 定理 6.2.2 的 假设 下 , (i) 若 5 = 儿 是 核 空 间 , B(z,z) 是 和 上 的 
连续 的 内 积 , M 是 $1 按 B(x, zx') 的 完备 化 空间 ， 


ch! 
是 装备 Hilbert 空间 , 又 设 z 一 U(x) 按 $ 的 拓扑 弱 连 续 , 那么 9 可 取 做 $1. 


(i) 车 55 = $5 是 内 积 空 间 , B(z,zx') 是 上 的 内 积 , 又 z 一 U(x) 按 $5 的 拓扑 是 弱 
连续 的 , 那么 0 可 取 为 包含 5 且 使 $5 到 9 中 能 人 算 子 为 Hilbert-Schmidt 型 算 子 
的 任 一 Hilbert 空间 . 

事实 上 , 只 要 在 定理 6.2.2 的 证 明 中 对 正定 连续 函数 % 的 讨论 , 不 用 定理 4.3.5 
而 分 别 用 系 4.3.14, 系 4.3.15 就 得 到 系 6.2.3. 

我 们 最 感 兴 趣 的 是 n = 1 而 且 z(f,z') = 1 的 情况 (这 也 符合 量子 场 论 中 的 需 
要 ). 


定理 6.2.4 设 2 = ($5,$,B) 是 单 粒子 系统 . 9 2 5 是 $4 的 线性 子 空间 ， 
站 是 9 中 的 弱 Borel 集 全 体 , ux,k = 1,2 是 (0,) 上 关于 $Y 拟 不 变 的 有 限 测 度 . 
{Ur, Vi},k 二 1,2 是 区 的 在 (0,%B,1x) 上 的 两 个 典型 系统 ， 


Up(Z)E(f) = ef WE(f), zeS, (6.2.9) 


Vi(z)E(f) = Ef —7)) ee 


那么 与 相互 等 价 的 充 要 条 件 是 两 个 典型 系统 {Ui, Vi} 与 {D2, V2} 西 等 价 . 
证 ” 若 1 与 jw 等 价 . 作 (9,%B,p41) 到 太 (0,%,p2) 的 西 算 子 Q : 


r’ €9, (6.2.10) 


(Qé)(f) = é(f)- (6.2.11) 


在 55 的 有 限 维 子 空间 上 , 西 算 子 群 V(z') 的 弱 可 测 性 导出 弱 连 续 性 . 
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由 (6.2.9), (6.2.10) 和 (6.2.11) 容易 知道 (6.2.5) 成 立 . 反之 , 设 8 是 Z22(Q, 他,j) 到 
7(, 多 ,Hp2) 的 丁 算 子 且 适合 (6.2.5). 记 &0(f) = Q1, 那么 对 任意 有 限 个 zi, x2,……， 
zn E 和 复数 和 1,… ,入 , 成 立 着 


- if (Zk) 
/ > Xe k 


k=1 


dua(f) = >》 MU (zp) | 一 | > XeD2(zp) | 


一 / | >》 Meif zi) 2 le0(f) ?dno(f). 
由 于 人 8 是 使 函数 族 {f(z)|z < $5} 可 测 的 最 小 c- 代数 , 那么 代数 
“一 b> 和 rety (Pr) 


是 (0,) 上 的 决定 集 . 由 引 理 1.1.6, 9 在 (0,B,1x),k = 1,2 中 稠密 . 因此 对 一 切 
5 E L*(0,%B,n1), 


Tk E ,Ak 为 复数 | 


| PPan(f) = [kel Pana). 
人 0 
由 是 可 知 对 一 切 已 e 好， 

ui(E) = 人 go (Pana(f). 


因此 ji 之 yz. 类 似 地 jo < Ma, 即 ji 与 2 等 价 . 证 毕 . 


定义 6.2.6” 设 2 是 单 粒子 系统 , {U,V} 是 了 在 复 Hilbert 空间 五 上 的 典型 
系统 . 如 果 五 中 不 存在 对 一 切 U(x),V(x’) 不 变 的 非 平 凡 闭 线性 子 空 间 @ , 那么 称 
{U,V} 是 既 约 的 ( 亦 即 群 FT(2) 相应 的 典型 西 表示 是 既 约 的 ). 

设 只 是 复 Hilbert 空间 , 4 是 只 中西 算 子 全 体 所 成 的 群 .在 量子 场 论 中 除 考 
察 在 某 个 Hilbert 空间 典型 系统 {W(z)|lz e 出 外 , 还 要 考察 人 在 五 中 的 西 表示 
T :7 一 T(D). 在 场 论 中 需要 考察 的 是 这 样 的 工 : 


T(UW(C)T(U) = W(Uz). (6.2.12) 


我 们 注意 , 当 {W(z)|z € RR} 是 既 约 的 时 候 , 由 (6.2.12) 唯一 地 决定 了 (UV). 事 
实 上 , 若 另 有 (UV) 使 
(UW(z)I (UVU) = W(Uz), 


那么 Fo(U) = (UV)-1T(U) 适合 
To(U)W(z) = W(z)To(U). 


因此 To(U) e {W(z)|lz ER}. 由 {W(z)|z ER 的 既 约 性 知道 Fo(Z) = 工 
也 即 {U(x),V(z )|z € 5,7z' € NY = {ATIA 为 复数 }. 
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定理 6.2.5 设 允 = ($5, ,B) 是 单 粒子 系统 . 9 2 分 是 $4 的 线性 子 空间 ， 
B 是 Q 中 弱 Borel 集 全 体 , 5 = (Q,%B,4) 是 关于 $5 拟 不 变 的 有 限 测 度 空 间 , 那么 
2(5) 中 典型 系统 


U(zjt(f) = eS OE(f), 2 € §, (6.2.13) 
V(z)é(f) = €(f — 2) er ES (6.2.14) 


成 为 既 约 的 充 要 条 件 是 3 关于 平移 5 为 遍历 的 . 


证 ” 设 {U,V} 是 既 约 的 . 若 5 不 是 遍历 的 , 必 有 拟 不 变 集 Ee 和 使 jy(E) > 
0,u(QNE)>0. 令 M={ 引 当 feEB 时 &(f)=0}. 这 时 2(S) 了 MM 关 (0), 而且 M 
是 闭 线性 子 空间 , 对 一 切 U(z),V (xz) 都 不 变 , 这 和 {U,V} 的 既 约 性 冲突 . 


反之 , 设 {U,V} 不 是 既 约 的 , 则 必 有 五 的 非 平凡 的 闭 线性 子 空间 M 对 一 切 
U(x),V(z') 不 变 . 设 P 为 H 到 MM 上 的 投影 算 子 ,那么 Pe NE .然而 ef(?),z€ 芳 
是 [2(5) 上 的 决定 集 , 4 包含 9 上 乘法 代数 2%(5), 然而 /是 有 限 的 , 由 引 理 2.4.10， 
gt(S) 是 极 大 交换 的 , 因此 (5) = 和 也 是 极 大 交换 的 . 所 以 Pe€ 2 = = (5). 
必 有 5S 上 有 界 可 测 函 数 m(.), 使 已 为 相应 于 7(.) 的 乘法 算 子 . 由 于 P 是 投影 算 子 ， 
容易 看 出 7(.) 是 某 个 集 Ee % 的 特征 函数 . 由 Pe NEC 易 知 EE 是 拟 不 变 集 . 因 
为 I 关头 0,4(0) 关 (BE) 关 0. 因此 5 不 是 遍历 的 . 证 毕 . 

我 们 注意 , 对 于 有 限 个 自由 度 (5 是 有 限 维 ) 的 情况 , 由 系 6.1.6, 一 切 既 约 的 典 
型 系统 是 彼此 西 等 价 的 , 然而 对 于 无 限 个 自由 度 的 情况 , 问题 就 很 复杂 了 . 我 们 知道 ， 
彼此 不 等 价 的 遍历 测度 很 多 (例如 可 列 维 空间 5 上 互 不 等 价 的 Gauss 测度 至 少 有 

个 ), 因此 形 如 (6.2.13), (6.2.14) 这 样 简单 的 典型 系统 互 不 酉 等 价 的 很 多 . 因而 下 面 
的 问题 就 有 意义 了 . 


问题 ” 设 9,5 是 实 的 可 析 Hilbert 空间 , 而 $5 是 8 的 稠密 线性 子 空间 ,5 到 9 
的 能 人 算 子 是 Hilbert-Schmidt 型 的 . 又 设 好 是 弱 Borel 集 全 体 . 决定 出 (9,%B) 上 
关于 5 拟 不 变 的 一 切 有 限 遍 历 测度 (自然 , 相互 等 价 的 只 要 写 出 一 个 ) 的 一 般 形式 . 


我 们 现在 用 拟 不 变 测 度 写 出 von Neumann 交换 关系 的 形式 。 
设 只 是 复 Hilbert 空间 , (z,z/),z, ze 只 是 其 上 的 内 积 . 记 |z| = V(z,z). 呈 本 刁 


也 可 以 看 成 实 线性 空间 , 并 且 按 内 积 


[2,Z | = R(z,2), 2z,2 ER 


成 为 实 的 Hilbert 空间 . 为 了 把 这 个 Hilbert 空间 与 & 区 别 开 来 起 见 , 记 它 为 $5. 
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定理 6.2.6 设 5= (0, 妇 ,站 ) 为 相应 于 5 的 标准 拟 不 变 测度 空间 ( 见 84.2). 对 
每 个 z € $5, 作 Hilbert 空间 L2(5) 中 的 西 算 子 


> ww) 二 pe— 交 (iz)(w) dh—z(w) 由 二 之 2 
(有人 jot fens), (6215) 
这 里 (iz)(w),w € 9 表示 相应 于 $ 中 辣 量 iz 的 拟 线性 泛 函 巴 . 那么 {W(z)|z € 5} 
满足 von Neumann 交换 关系 . 


事实 上 , 当 z,z' e $5 时， 
(W(z)W(z)f)(w) = ee 让 (+Gz to) fw + z+ 2). (6.2.16) 
然而 由 于 (iz')(w) 是 相应 于 iz' 的 拟 线性 泛 函 , 几乎 处 处 地 成 立 着 
(iz)(w + 2) = (iz)(w) + [iz', 下， (6.2.17) 


容易 算出 [iz',z] = (iz',z) = 人 (zz). 因此 由 (6.2.16) 和 (6.2.17) 得 知 {W(z)} 满足 
交换 关系 . 证 毕 . 


3"” 观察 量 代 数 


设 {U,V} 是 区 在 复 Hilbert 空间 五 上 的 典型 系统 . 令 M 为 下 和 C 张 成 的 弱 闭 
算 子 代数 . 当 {U,V} 是 既 约 时 , M' = {ATIA 为 数 }. 因此 M = %8(H). 若 {04,Vi} 是 
2 在 复 Hilbert 空间 Hi 上 另 一 既 约 典型 系统 , 那么 一 般 说 来 , 不 可 能 存在 好 ( 互 ) 到 
B(HHi) 对 称 同 构 yp 使 pg(U(z)) = (7z), p(V(z')) = (zx 人 ). 因为 根据 引 理 6.1.8, 这 种 
p 是 形 如 yp(4) = UAU-! 而 U 是 西 算 子 , 然而 由 定理 6.2.5 知道 , 这 只 当 {U,V} 和 
{, i} 西 等 价 时 才 行 . 这 样 的 算 子 代数 M 就 难以 应 用 . 下 面 我 们 将 M 加 以 缩小 . 

设 王 = (5,5,B) 是 单 粒子 系统 , {U,V} 是 在 瑟 上 的 典型 系统 . 设 听 C 施 , 9 C 
$5' 都 是 有 限 维 线性 子 空间 , 而 且 B(x,z') 在 (, MW) 上 是 非 奇 异 的 , 那么 称 (9%, 9%) 
为 非 奇 异 对 . 纪 这 时 显然 K 与 MW 具有 相同 维 数 . 对 于 每 个 非 奇 异 有 限 维 子 空间 对 
(9%, 0), 令 Wo aw 表示 由 五 上 西 算 子 族 {0(z),V (zz e ,zx'€ NW} 张 成 的 弱 
闭 算 子 环 . 当 (9%,9W) 历尽 一 切 非 奇 异 有 限 维 子 空间 对 时 , 由 所 得 到 的 一 切 Wo or 
的 和 和 集 张 成 的 一 致 闭 的 算 子 环 记 做 0. 


定义 6.2.7 和 若 {U,V}({p,gq}) 是 单 粒子 系统 上 的 典型 系统 ( 典 则 系统 ), 五 
为 表示 空间 , 那么 上 述 的 五 中 算 子 环 j 称 做 允 的 一 个 具体 Weyl 代数 . 又 称 中 
的 算 子 为 并 的 可 观察 量 . 
选择 9 的 一 个 子 空间 M 使 其 在 同 态 映 照 (4.2.7) 下 同 构 于 $5, 对 5 中 的 每 个 z, 取 iz(-) 为 
由 iz 导出 的 在 M 中 的 困 数 . 
多 我 们 注意 , 由 于 B(z,z') 在 5, 上 的 非 奇 异性 , 对 每 个 有 限 维 子 空间 MMc 5, 必 有 9 C5， 
使 (020 0) 组 成 非 奇 异 对 . 
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定理 6.2.7 设 了 = (5,,B) 是 单 粒子 系统 , 设 {pi1,q1} 与 {p2,q2} 是 元 上 的 
两 个 典 则 系统 , &x 为 相应 的 (表示 空间 Hi 上 的 ) 具体 Weyl 代数 . 那么 存在 着 & 到 
和 2 上 对 称 、 代数 同 构 映 照 y, 适合 如 下 条 件 : 对 任何 有 界 Baire 函数 放 o(jf(pi(z))) = 
f(p2(7)),> vp(f(q1(7'))) = f(q2(7’)), 7 € $,72' €N. 
证 设 尖 ,MM 是 $5 的 非 奇异 有 限 维 子 空 间 对 .9%,%' 中 分 别 取 基 {fel, … ,er} 
与 {ei,:…… ,e'}, 使 得 当 记 z = > Zrver EM,zx’ = > ze, < MM 时 ， 
一 Z 一 | 


2 一 工 


已 (zz ) 一 ZI171 + + wry 
对 于 任何 t= (t1,: ”" , tn), 8 一 (s1,…， , Sm ) 和 Rn,, 作 


Ur(t) = eiPle)t1... eip(e, )tn,, 

Vi(s) = ei9le1)s1 ,.. eiq(e’ )sn,, 
那么 {Ur(t)lt Ee 玉 和 {Vi(s)|s e R%} 都 是 加 法 拓扑 群 BR 在 五 中 弱 连 续 西 表示 而 
且 满 足 交换 关系 (6.1.9), ( = 1,2). 令 加 名 gn, 表示 吾 上 西 算 子 族 {Ui (t), Vi(s)|t,s € 
RR} 张 成 的 弱 闭 算 子 环 . 根据 定理 6.1.10, 存在 着 如 各 mw 到 加 只 on 上 唯一 的 对 称 
同 构 映 上 照 oo gpm, 使 得 对 一 切 有 界 Baire 函数 f 


pom,m’ (Di(zZ))) = f (p2(7)), (6.2.18) 
pm,m (f (qi1(7’))) = f(gq2(7")). (6.2.19) 


令 A 为 一 切 有 限 维 子 空间 的 非 奇 异 对 全 体 . 当 (9t 9t), (N,N) e A 而且 Mc 
N,N CN 时 , 记 (298) < (%,W), 那么 A 成 为 向 上 半 序 集 . 这 时 


2 = U Don on 
(Mt,Dt EA 
显然 , 当 (9 和 9) < (2 0) 时 , 加 名 和 jC 加 加 po. 我 们 来 证 明 , 这 时 pn,gn 在 4 
上 的 限制 是 PN MM’. 
由 于 (6.2.18) 和 (6.2.19) 分 别 当 ze %, xz’ e W 时 成 立 , 由 定理 6.1.10 的 证 明 容 


理 6.1.10, pon,on' 在 加 mrim, 上 的 限制 是 pm,m. 作 20() 到 90(2) 的 映照 p 如 下 : 对 
每 个 4e 加, 必 有 (9 9) e A, 使 4e on on. 规定 
p(A) 一 PM MM! (4), 


那么 op 成 为 加 到 93 的 同 态 , 而 且 由 (6.2.15) 和 (6.2.16), 2 满足 定理 中 需要 的 
条 件 . 证 毕 . 
中 这 里 采取 通常 的 算 子 演算 , 例如 参看 Riesz 和 Bz-Nagy[1]. 
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注 ”在 定理 6.2.7 中 , 如 果 要 求 映照 p 又 满足 条 件 p(20 兄 mw) = 如 多 mw， 那么 
这 种 2 是 唯一 的 

4” 典 型 系统 的 特征 泛 函 

定义 6.2.8 议 了 = ($5,,B) 是 单 粒 子 系统 , 5 是 实 内 积 空 间 , R 为 5 的 复 化 
空间 , {W(z)lzeE 则 是 区 在 五 上 的 von Neumann 式 典 型 系统 . 又 设 存在 mo e 互 使 
{W(z)molz e 8 张 成 耳 , 则 称 这 个 典型 系统 是 循环 的 , no 称 为 循环 元 , 称 

wz) = (W(z)no0,m0), ZER 

为 典型 系统 (相应 于 m) 的 特征 泛 函 . 

利用 引 理 2.4.4 的 证 法 可 以 得 到 

引 理 6.2.8 ” 设 {W(z)lze 出 是 习 在 可 析 空 间 五 上 的 von Neumann 式 典 型 
系统 , 那么 必 可 把 五 分 解 为 直 交 和 


H= >》 DHEe, 
£ES 


其 中 每 个 He 是 {W(z)|z e 骨 的 约 化 子 空间 , 并 且 当 我 们 把 {W(z)|z € R} 限制 为 
He 上 算 子 时 , 这 样 得 到 矿 .。 上 的 典型 系统 是 循环 的 . 

因此 我 们 今后 不 妨 只 考察 循环 的 典型 系统 . 

当 两 个 典型 系统 西 等 价 时 , 只 要 一 个 循环 , 男 一 个 必 循 环 , 而 且 必 可 分 别 找到 相 
应 的 两 循环 元 使 相应 的 特征 泛 函 相等 . 反之 有 

引 理 6.2.9 设 {Wzx(alze 身 大 =12 是 了 在 及 上 的 两 个 循环 典型 系统 , 而 
是 分 别 存 在 Hi,k = 1,2 的 两 循环 元 mx 使 相应 的 特征 泛 函 相同 , 那么 这 两 个 典型 系 
统 是 西 等 价 的 . 

证 ” 记 这 个 相同 的 特征 泛 函 是 yw(z). 由 于 

Wi (2)}* Wi(z’) = e352) WW (2 — 2), (6.2.20) 
我 们 得 知 当 z, > < 只 时 ， 
(Wi(z)m, Wi(2)m) = ei yz — z) = (Wa(z)n2, Wa(2)m2). (6.2.21) 

记 Mr. 为 回 量 We (2) nk 的 线性 组 合 全 体 ， 作 Mi 到 M, 上 的 线性 映照 Q 使 QW (Zz)m 一 


唯一 地 延 拓 成 Hi 到 Hs 的 西 映照 . 这 时 
QWi(z)Q Wa(z)m = QWi(z)Wi(z )m 
一 e332,2) QW (z 十 2 )n1 一 e352, ) Wa (z 十 2 )712 
= W2(z)W2(z )72. 
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因此 对 一 切 < E AM， 
QTTT(z)Q = Wo(z)é. 
这 样 就 证 明了 QWi(z)Q-1 = Wo(z),z € RR. 证 毕 
我 们 再 给 出 泛 函 成 为 典型 系统 的 特征 泛 函 的 充 要 条 件 . 


引 理 6.2.10 ” 设 只 是 复 内 积 空间 , W%(z) 是 只 上 的 函数 . 那么 wy(z) 成 为 某 个 复 
Hilbert 空间 上 von Neumann 式 典 型 系统 的 充 要 条 件 是 : (i) % 为 准 连续 的 ; (ii) 只 上 
的 二 元 沁 郴 


WV (Zz1 一 Zo)e 23(21,22) Z1,22 E€E RR 


是 正定 核 一 一 这 就 是 说 , 对 于 任何 一 组 复数 入,… ,和 An 及 向 量 z1,… ,zn € 


> Va sm)e Sm) NAm > 0. (6.2.22) 


l,m=1 


证 ”必要 性 . 厂 是 {W(z)|z € RR} 的 特征 泛 函 , 那么 由 (6.2.20) 知道 , (6.2.22) 
的 左边 等 于 


ny 2 
>》_W(a)All >0. 
/一 1 


因此 有 条 件 ( 边 . 又 因 W(z) 在 R& 的 有 限 维 子 空间 上 是 弱 连 续 的 , 因此 % 是 准 连续 
的 . 


充分 性 . 设 y 满足 条 件 (i) 和 (i). 令 f 是 上 的 复 值 隐 数 , 但 只 在 某 有 限 个 点 
z1，,"… ,zn € 中 上 函数 值 不 为 0. 令 本 是 这 种 复 值 函数 全 体 按 通常 线性 运算 所 成 的 
线性 空间 . 当 f,g e Ho 时 , 规定 


(19) = > Vz—z)e (7) f(z)g(2). (6.2.23) 
Zz,z'EAR 
我 们 又 令 可 中 适合 条 件 (f, f) = 0 的 函数 看 成 0, 那么 Ho 按 (6.2.23) 成 为 内 积 空 
间 . 令 五 是 Ho 按 内 积 (f,g) 的 完备 化 空间 . 对 每 个 ze &, 我 们 作 Ho 上 的 算 子 
Wo (zo) 如 下 : 


(Wo (zo)f )(z) 一 e¥$(z,20) f(z 一 20 )， (6.2.24) 


那么 容易 验证 

(Wo(z0)f, Wo(z0)9) = (f,9). 
特别 当 (f,f) = 0 时 (Wo(z0)f,Wo(z0)f) = 0. 故 WW(z0) 是 印 到 Ho 中 的 等 距 算 
子 . 由 于 Wo(zo)Wo( 一 z0) = 了 所 以 Wo(z0) 将 印 映照 到 Ho 上 , 因而 可 以 唯一 地 把 
Wo(z0) 扩张 成 五 到 五 中 的 西 算 子 W(z0). 此 外 , 由 (6.2.24) 容易 算出 Wo(z), 因而 
Wo(z) 满足 von Neumann 式 交 换 关 系 . 


86.3 ”寻常 自由 场 系 统 与 Gauss 测度 , 直 交 变换 不 变 测度 的 联系 * 273- 


骨 来 证 明 当 z 在 有 限 维 空间 上 时 Wo(z) 是 弱 连 续 的 . 由 于 本 在 互 中 稠密 , 只 
要 证 明 : 当 f,g e Ho 时 函数 
(Wo(z)f,9) = >》 Pu — ww)e 33 70) fu — zo0)g(u) (6.2.25) 
征 准 连续 的 . 设 
JjA u=o,!l=1,2,.…,n, 
1 1 WE{O1,…. , On}, 


Wk, U=7Tk,k = 1,2,...,m, 
9(%) = _ 
0， 4E{T1， “ , Tm}. 


那么 (6.2.25) 化 成 


> > vo — Tk +2)e s(t2 rs) Ny. (6.2.26) 
(=1 k=1 


由 于 ww 是 拟 连 续 的 , 所 以 (6.2.26) 也 是 拟 连 续 的 . 证 毕 . 


86.3 ”寻常 自由 场 系统 与 Gauss 测度 , 直 交 变换 不 变 测 度 的 联系 
1 Fock-Cook 自由 场 系统 


我 们 写 出 量子 场 论 中 常用 的 Fock-Cook 自由 场 系统 . 
议 只 是 一 个 ( 复 ) Hilbert 空间 , 而 且 是 无 限 维 的 . 令 R(0) 表示 复数 全 体 按 内 积 
(多 = 这 所 成 的 一 维 Hilbert 空间 , 令 Rm 表示 n 个 所作 的 张 量 积 ] 8s ( 关 


2 一 1 
于 张 量 积 空间 及 其 中 算 子 的 一 些 术 语 见 附录 IL2). 这 时 RD = RR 设 Mn 是 mw(n > 了 
阶 对 称 张 量 空间 , Mo = R(), 再 令 


£ = 3» 四 Rn) 
7 一 0 
这 是 Hilbert 空间 . 我 们 再 考察 £ 的 线性 闭 子 空间 
# Sem, 
7 一 0 


再 令 X 表示 £ 中 由 号 ,nm = 0,1,.… 所 张 成 的 线性 子 空间 ，M 表示 XN 五,M 称 
为 5 上 对 称 张 量 代 数 . 

对 每 个 xz € R, 作 M 上 的 算 子 Cl(z) 如 下 : 当 ze M,z== 0+21 十 …: 十 Zn, Zk EE 
RW) 时 ， 


C1(7)z = 3 VEk+1Skrr1(r ® zx), (6.3.1) 
k=0 
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这 里 z@ zx 表示 向 量 z 与 级 张 量 zx 的 张 量 积 , z@ zp Ee RTD,O1(x) 是 M 到 M 
的 线性 算 子 , 而 且 Cn (7) 是 M 到 Mn+1 的 线性 有 界 算 子 . 
又 作 M 上 的 算 子 C2(7) 如 下 : 当 z€EM,z=20++21++ + Zn, Zk GE RK) 时 ， 


C2(Z)2 一 >》 Vkz! 1 ， (6.3.2) 
k=1 


这 里 z_， € Mx-_1, 而 且 对 一 切 y € Mx_1， 
(Zp_1;Y) = (zk; Sk(T DB Yr1)). (6.3.3) 


容易 看 出 , 这 样 的 z:_， 是 存在 的 , 唯一 的 . 例如 , 当 z = Si(z1 @…®@ zxk) 时 ， 
C2(7)z = 元 Dv) Se (oe: BB Ty1 BT Tk). 


又 02(x) 是 M 到 M 的 线性 有 界 算 子 而 且 是 Mi, 到 Mi,_1(m > 1) 的 线性 有 界 算 子 ， 
OR = 0. 

这 些 空间 和 算 子 的 物理 意义 如 下 : Mn(n > 1) 表示 n 个 粒子 的 态 问 量 空间 ,Mo 
表示 真空 向 量 空间 . C1(x)(C2(zx)) 表示 产生 ( 潭 灭 ) 一 个 波 函 数 为 z 的 粒子 的 算 子 . 


引 理 6.3.1 ”Ca(z) 与 02(z) 有 如 下 的 关系 : 
(Ci(Z)2 9) = (2 C2(X)Yy), 2 EM. (6.3.4) 


证 ”只 要 证 明 当 > e My e Mn' 时 (6.3.4) 成 立 就 可 以 了 . 由 于 C1(7x)M C 
M+1, C2 (7)Mn C M1, 因此 只 要 证 明 当 EC MM,Yy 和 Mr1 时 (6.3.4) 成 立 就 可 
以 了 , 然而 这 时 C1(z)z = Vk 十 1Sx41x @z, 因此 由 (6.3.3). 


(C1(7)z,y) = (VE+ lr7 ® 2z,Yy) = (2,C2(7)Yy). (6.3.5) 


我 们 由 C1(z), Ca(z) 的 映照 情况 和 (6.3.5) 容易 证 明 C1(z) 的 包 存 在 , 记 它 为 
C(z), 而 且 C(z)*(C(z) 的 共 思 算 子 ) 就 是 C2(z) 的 包 . 分 别称 C(x), C(z)* 为 相应 于 
7 的 参 生 , 潭 灭 算 子 . 又 记 


P(z) = 万 CO) +clz)9，Qe) = 万 (CO) _ C(z)*). 


任 取 兵 的 实 内 积 子 空间 $5 使 是 $5 的 复 化 空间 ,那么 下 面 要 证 明 {P(z),Q@(z')|z,z' € 
5} 是 ($5,5,B) 上 的 典 则 系统 , 称 它 为 Fock-Cook 典 则 系统 . 
我 们 来 造 出 与 Fock-Cook 系统 西 等 价 的 形 如 (6.2.13), (6.2.14) 的 典型 系统 , 设 
= (Q,%, NV) 是 相应 于 $5 的 以 1 为 参数 的 标准 Gauss 测度 空间 , {z(w),z e 分 } 是 
和 的 标准 Gauss 过 程 . 


§6.3 ”寻常 自由 场 系 统 与 Gauss 测度 , 直 交 变换 不 变 测度 的 联系 .975 . 


我 们 现在 作出 五 到 L2(5) 的 线性 映照 D 如 下 : 任意 取 定 只 中 完备 就 范 直 交 系 
{gm}, 根据 引 理 II.2.4, 五 中 向 量 的 一 般 形式 是 


kl! 
二 > akSIkI (gt! 四 922 B+- 8 gh”) or 
k=(k1,.… ,kn ) 
2 larl? =|| z |?< o0. 
我 们 规定 
Dz(w) = >》 Qkjk(9i(w) ,grn(w))- 册 
k=(k1,.. ,kn) 
根据 引 理 5.4.6， 
1 Dz I= > ,lanl? =|| zl2. 


又 因为 {hx} 是 完备 的 , D(H) = L2(5), 即 D 是 五 到 2(S) 的 西 算 子 . 可 以 证 明 这 
个 西 算 子 DD 与 完备 就 范 直 交 系 {9,,} 的 选取 无 关 . 

我 们 记 形 如 已 go) ,gn(w)) (Pt, ,tn) 是 1,… ,tn 的 多 项 式 ) 的 多 项 式 
沁 函 全 体 为 名, 则 第 是 L2(5) 的 稠密 子 空间 . 又 记 由 形 如 hx (gi1(w),:… ,gn(w)), |k| = 
m 的 一 切 泛 函 张 成 的 线性 闭 子 空间 为 H(m), 称 瑟 (m) 为 m 个 粒子 的 空间 . 事实 上 ， 


H(m) = DMn,. 
我 们 仿照 (6.2.13) 和 (6.2.14) 作出 交换 关系 的 表示 如 下 : 当 f e Z2(5) 时 ， 
(U(z)f)(w) = ef(w), (6.3.6) 
(V(xz’)f)(w) = ez (2) -a2 ,7") f(w 一 0). (6.3.7) 


我 们 注意 , 这 里 V(x’) 也 可 以 写成 


(V(z)F)(w) = i fl _z). (6.3.8) 


由 (6.3.6) 和 (6.3.8) 容易 知道 {Z(z),V(z')lz,z' e 五 } 满足 Weyl 交换 关系 (6.2.1). 
我 们 注意 , 类 似 于 (6.1.32) 这 时 p(z) = SU(zd) 具有 表达 式 
0 


人 (pz))={olpe 天 (39),z()p() € 天 (5)}， 
p(T)P(Y) = Z(wjp(w)， wp ED(p(Y)). (6.3.9) 
然而 这 时 相应 于 (6.1.33) 的 表达 式 就 比较 复杂 了 , 我 们 仍然 利用 完备 就 范 直 交 系 
{9m}, 并 引用 (6.2.2) 中 的 记号 , 再 记 pm = p(gm), qm = q(gm). 那么 由 (6.3.9) 有 
(oe = {plp € L2(S), gu(")p() € L2(S)}, 
Br) = gu(w)p(Y), Pp ED(pv). 
中 这 里 和 86.1 中 一 样 , 记 和 (ap ,wn;1) 为 大 (ua ,un). 
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而 类 似 于 (6.1.33), o 是 如 下 算 子 gq 的 包 , D(q,) = 种, 而且 
， ,0 
gp(w) = 一 9gv(w)Pp(w) + 5 )， peE 第 . 
记 
= (py + igy),c; = (py ~ ig) 

Cr (Pr + 2qv ), Cy, V5 Dv dv)， 

那么 cx 是 c 的 共 纯 算 子 而 且 类 似 于 引 理 6.1.11 有 
引 理 6.3.2” 算 子 co 将 五 (m) 上 映照 到 五 (m 十 1), 生 在 HH(m) 上 是 有 界 的 . 


cuhx (91(w), "" ,gn (WwW 一 VY k! ‘hr ( (gi(w ,gn(w)), 


这 里 大 与 il 之 间 关 系 如 (6.1.36). 又 ex 将 五 (m) 映照 到 五 (m 一 1) 趾 在 H(m) 上 
是 有 界 的 . 
cs hy(g1(w),** ,gn(w)) = VEkshe (91(w),... ,gn(w)), 
这 里 与 k 之 间 的 关系 见 (6.1.37). 
利用 (6.3.1), (6.3.2) 和 引 理 6.3.1, 以 及 c 在 了 H(m) 上 的 有 界 性 , C(g,) 在 M 
上 的 有 界 性 , 可 以 算出 
c = DO(qgy)D . 


同样 地 
;= DC D1 
一 般 地 , 知 记 c(z) = -0 p(X) 十 ia(z)), 那么 有 
c(x) = DO(x)D-, 
c(z)* = DC(z) DD . 
因此 


p(x) = DP(z)D-!, gq(z) = DQ(z)D-. 


这 样 , 由 {p,q} 为 典 则 系统 推 知 {P,Q} 为 典 则 系统 , 而 且 通过 西 映照 D 把 Fock- 
Cook 的 典型 系统 西 等 价 于 (6.3.6) 和 (6.3.7). 由 于 标准 Gauss 测度 空间 是 遍历 的 , 根 
据 定 理 6.2.5, Fock-Cook 系统 是 既 约 的 . 仿照 定理 6.1.13 我 们 也 可 以 证 明 


定理 6.3.3 ” 若 记 已 , 为 HH 到 Mn 的 投影 算 子 , 那么 对 于 任何 实数 a， 
Te 六 = > emc PP (6.3.10) 


中 这 里 五 (-1) 应 理解 为 (0). 
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是 互 上 的 本 算 子 而 且 若 记 {W(z)|z e 骨 为 von Neumann 形式 的 Fock-Cook 系统 ， 
则 


IT(e*T)W(z)T(e'®T)! = Wh(e'*z). 
换言之 , (6.3.10) 定义 了 梯度 交换 . 
容易 看 出 Fock-Cook 系统 是 循环 的 , 而 且 以 真空 态 1 为 循环 元 . 我 们 再 写 出 这 


个 系统 相应 于 循环 元 1 的 特征 泛 函 , 只 要 考察 与 这 个 系统 西 等 价 的 (6.3.6), (6.3.7) 
就 可 以 了 . 那么 


(W(z)1,1) = [ ei?(o) ty(m) 39) 2 aN (w). (6.3.11) 
02 


不 妨 设 xz 关 0. 那么 必 有 互相 独立 的 Gauss 变量 U(w),V(w), 它们 的 数学 期 望 为 0， 
方差 为 5, 而 且 @ 


z(w) = z | UV(w), 
y(w) = (» J ) UO) + [ 1) 加 


把 (6.3.12) 代入 (6.3.11) 得 到 


V(w). (6.3.12) 


(W (2)1, 1) 
_1 / / ~ eilelv+t(% ET) $0) tv gryqy 
— e-¥(lzl?+lyl?). 
因此 Fock-Cook 的 相应 于 真空 态 1 的 特征 泛 函 是 
(W(z)1,1) = e-zIzl. (6.3.13) 


我 们 再 与 出 一 类 与 Fock-Cook 系统 相仿 的 也 是 由 Gauss 测度 描述 的 典型 系统 . 

设 凡是 复 Hilbert 空间 , $5 是 R&R 按 内 积 [z,z1] = 8R(z,z') 所 成 的 实 Hilbert 空间 ， 
56 = (0 ,外 , Ne) 是 相应 于 $5 的 标准 Gauss 测度 空间 . 利用 (6.2.15), 对 每 个 2e5 作 
Hilbert 空间 [2(5。) 中 西 算 子 


WD) = eH HE f+),f eT2(S). (63.1 


类 似 于 定理 6.2.6 的 证 法 可 以 证 明 {W.(z)|z e 久 是 典型 系统 , 又 容易 证 明 它 是 既 约 
的 循环 的 , 而 且 以 1 为 循环 元 , 相应 的 特征 泛 孙 是 


(W.(z)1,1) = | e202)(0) a2) -ze(22) 4dN(w). (6.3.15) 
人 


Sz l= Vz, 7). 
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由 于 


[2 z] = [iz,iz] = |2|*, [ziz] = [iz, 2]| = R(z,iz)=0 


所 以 两 Gauss 变量 z(w), (iz)(w) 相互 独立 而 且 (6.3.15) 化 成 
十 co 十 co 1 1 1 2 gs2412 
(We.(z)1, 1) = zf / ce 一 dd 
eo- 导 (3+2) (6.3.16) 


特别 , 当 c= 2 时 (6.3.16) 化 成 (6.3.13). 因此 Fock-Cook 系统 是 这 里 的 特殊 情况 . 此 
外 , 我 们 注意 , 者 记 


在 (6.3.16) 中 改 记 We(z) 为 Wi(z), 那么 (6.3.16) 又 可 以 改写 成 
(Wx(z)1,1) = e 一 zl 7 
2” 更 广 的 一 类 系统 


定义 6.3.1 设 只 是 复 Hilbert 空间 ,是 RR 上 西 算 子 全 体 所 成 的 群 ， 我 们 以 只 
为 单 粒 子 态 向 量 空 间 , 设 {W(z)lz e 骨 是 五 上 的 西 表示 T:U 一 T(D) 适合 条 件 


TUW(z)T(U) = W(Uz). (6.3.18) 


又 设 {WW(z)|z e 骨 是 循环 的 而 且 有 循环 向 量 使 T(D0)n = 9, 那么 称 {W(z)|z € 5} 
为 寻常 自由 场 系统 , m 称 为 真空 态 向 量 . 


我 们 注意 (6.3.14) 所 定义 的 系统 {W.(z)lz e 央 是 寻常 自由 场 系 统 . 事实 上 , 若 
令 习 是 形 如 W.(z)1,z e 5 的 向 量 全 体 张 成 的 线性 空间 , 则 类 似 于 85.4 的 方法 可 知 
D 在 L2(5.) 中 稠密 , 对 于 每 个 Ue &, 我 们 作 DD 上 的 线性 算 子 FT(D), 使 


T(U)W.(z)1 = W.(Uz)1. (6.3.19) 
由 于 (6.2.20), (6.3.16), 当 >, ze 只 时 


(T(U)We(z)1,T(U)W.(z)1) = pF(Uz,Uz)—lU(z —z)| (s+2) 


_ $3(z,2) -$l —zll (s+2) 


<k< co. (6.3.17) 


= (W.(z)1, W.(z)1). 


因此 T(UV) 是 等 距 映 照 ， 由 T(0)-? = T(V-1),T(V) 可 以 唯一 地 延 拓 成 L?(5.) 上 
的 西 算 子 , 仍然 把 它 记 为 T(DZ). 由 (6.3.19) 易 知 UV 一 T(D) 是 群 4 的 西 表示 而 且 
(6.3.18) 成 立 , 这 时 1 就 是 真空 态 向 量 . 

下 面 我 们 来 研究 寻常 自由 场 系 统 相 应 于 真空 态 向 量 的 特征 泛 函 的 一 般 形 式 . 为 
此 , 我 们 先 写 出 下 述 关 于 直 交 变换 不 变 的 测度 的 一 个 引 理 . 


86.3 ”寻常 自由 场 系统 与 Gauss 测度 , 直 交 变换 不 变 测度 的 联系 . 279 . 


引 理 6.3.4 ” 设 5 是 无 限 维 实 内 积 空间 , w(E),E € 5 是 上 的 正定 拟 连 续 函 
数 , 而 且 %(6) 的 值 只 依赖 于 ‖ = V(5 5( 此 地 (.,.) 表示 与 上 的 内 积 ), 那么 必 有 
[0, co) 上 的 有 限 测 度 m 使 得 


(56) = | eléltigm(t), teH. (6.3.20) 


证 由 于 Ww(&) 只 依赖 于 ,因此 wy(&) 形 如 wo 人 (| 中. 任 取 与 中 一 个 单位 
器 量 6, 则 y(t) = y(te) 是 t 的 连续 函数 , 因此 , w(t) = oll 引 为 的 连续 泛 函 , 任 
取 5 中 的 一 列 就 范 直 交 向 量 {en,n = 1,2,…}, 那么 yw(&iei 十 …: 十 名 en) 是 实 变数 
上 的 正定 连续 函数 . 令 1 为 实数 列 全 体 , % 为 1 中 Borel 柱 张 成 的 o 一 代数 ， 
由 Kolmogorov 定理 ( 见 系 1.3.5/), 必 有 (, 闻 ) 上 的 正 有 限 测度 己 使 


? EvTv 
ptiert+. +énen) = fe Yaplys), z= (8 sgn) (6.3.21) 
l 


令 Qu 为 n 维 欧 几 里 得 空间 上 的 单位 球面 , 记 


> 一 
v=1 v=1 


令 w= (on,… ;wn) 为 9 中 点 的 坐标 , 此 外 , 按 球面 坐标 有 


W1 = COS 1 ， 0 < OK < l<k<no—2, 
WwW2 一 Sinwlcosw2， 0 wpn_1 < 27n, 


Wn = SIN 1: SIN pn_1. 


这 时 On 上 的 面积 元 素 dQn(w) 是 sn" ?pi1…sin gn_zdp1… dpn_1. 又 Qn 的 面积 
为 QD? , 记 做 |9%|, 由 于 当 记 & = pwy,v = 1,2,… ,n 时 


(3) 


1 i ,zy 


只 依赖 于 r. 不 妨 取 (zx1,… ,zn) = (7,0,:… ,0). 因此 (6.3.22) 化 成 


[| pipT COS p1 


区 sin" ? Pp1d9p1 
n 0 


nn—3 


-一 一/ (1 —#£) 2 cosp7rtdt, t= coswy1. 
r( 
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把 上 式 记 为 加 (por). 再 将 (6.3.21) 两 边 作 积分 人 .dQn(w) 得 


1 
P(p) = | / Pp BX dQn(w) = / Wn (pT)dP(z) 


- / wa (pr)don (7), (6.3.23) 


其 中 on(r) = 书 (a <7? . 在 (6.3.23) 的 右边 以 7 = vnwu 代入 , 由 于 
on (Viin),u = 1,2,.…… 是 10,ool 上 的 约 匀 有 界 的 单调 增加 非 负 函 数列 , 由 Helly 定理 
必 有 子 列 {oww(V 友 )} 在 [0,oo] 上 处 处 收敛 于 有 界 的 单调 增加 非 负 画 数 nu) 另 一 


1 
方面 , 由 于 lim TE) rH 


1 
va | (1 一 t2) 邱 cospTrVntat 
-1 


Vn 0)2 了 co ,2 
一 / ( 一 宁 Cos 0OTUQU 一 / e 2 CoOspTUdv 
—Vn (0 一 oo 


因此 2 2 
Jim bn(Vnpr) =e 3 . 
类 似 地 可 以 证 明 函 数列 {yw,(Vnp7)} 关于 r 均匀 收敛 , 因此 在 (6.3.23) 中 取 n= nx， 
并 令 一 co 即 得 
o0)= | dam)= 人 edmt) 

此 地 m(t) = a(V2). 

我 们 把 以 引 理 6.3.4 中 函数 为 特征 函数 的 测度 称 为 对 直 交 变换 不 变 的 测度 . 由 
(6.3.20) 可 以 看 出 , 对 下 交 变 换 不 变 的 测度 必 是 Gauss 测度 的 番 加 . 

定理 6.3.5 ” 设 只 是 复 无 限 维 Hilbert 空间 , {W(z)|lz e 只 是 寻常 自由 场 系 统 ， 
那么 必 存 在 和 | 0 上 的 有 限 测度 m, 使 得 {W(z)lz e 5} 的 相应 于 真空 态 向 量 ) 的 
特征 泛 函 为 


(W (2)n, 7) = 人 elél tam(t). (6.3.24) 


这 里 利用 了 Stirling 公式 Fls 二 1 ~ V2nrssse-s,s 一 oo. 


86.3 ”寻常 自由 场 系统 与 Gauss 测度 , 直 交 变换 不 变 测 度 的 联系 . 981 . 


证 ”由 于 T(D)7 = mo, 特征 泛 函 y(z) 具有 如 下 的 性 质 : 当 Ue &ze 呈 时 


yz) = (W(z)n,n) = (WT(U)n, T(U)) 
= (W(Uz)n,n) = y(U2). (6.3.25) 


由 于 当 | z |=|| z | 时, 必 有 Ue 使 z= Uz, 因此 由 (6.3.25),w(z) 只 与 | z| 有 
天 . 我 们 任意 取 & 的 实 线性 子 空间 与 使 5 为 实 内 积 空间 , 而 且 R 为 $5 的 复 化 空间 ， 
当 z 限制 在 上 时 , %(z) 仍然 只 依赖 于 | z | 因为 5 也 是 无 限 维 的 , 我 们 知道 必 有 
[0, co) 上 的 有 限 测度 m, 使 得 当 & € $ 时 , (6.3.20) 成 立 . 然而 在 RR 上 Vw(5) 只 依赖 于 
上 因此 对 一 切 和 e 只 (6.3.20) 成 立 . 利用 引 理 6.2.10 中 条 件 经 过 较 复 杂 的 计算 可 


以 证 明 
"(3) = 


从 而 得 到 (6.3.24). 


附录 I ”有关 拓 扑 群 及 线性 拓扑 空间 的 
有 宁 些 知识 


8I.1 ” 拟 距 离 、 凸 函数 、 拟 范 数 


定义 I1.1 设 RR 是 一 集 , p(x,y),z,y € R 是 R 上 的 实 函 数 , 满足 条 件 : (i) 
co > p(x,y) > 0, p(x, 7) = 0;(i)p(z,y) < p(z,z) + p(y,z)， 那么 称 p 是 R 上 的 拟 中 
离 . 如 果 有 又 是 一 群 而 且 又 有 p(y,x) = p(xz-1y,e)， 那 么 称 p 是 R 上 的 ( 左 ) 不 变 
拟 距离 . 


设 {po,a eA} 是 R 上 的 一 族 拟 距离 CO. 我 们 考察 形 如 
{Zlpa (ZU <ek=1,2,.….,n}, Qaxr E AeE>0 
的 集 全 体 张 成 的 拓扑 . 称 之 为 由 {po,a e &} 导出 的 拓扑 .R 按 这 个 拓扑 称 为 拟 距离 
空间 . 
如 是 群 , p 是 ( 左 ) 不 变 拟 距离 , 则 R 按 p 导出 的 拓扑 成 为 拓扑 群 . 
定义 11.2 设 G 是 一 群 , N(g),g es G 是 G 上 的 实 函 数 , 满足 条 件 : (i) co > 
N(g) > 0, N(e) = 0; (ii N(yz-!) < N(z) 十 N(y),， 那么 称 NN 是 群 G 上 的 凸 函数 (有 
时 也 称 做 拟 范 数 )， 
容易 验证 凸 函 数 又 满足 条 件 : (iii) NW(z) = N(z-!). 对 于 群 G 上 的 凸 函 数 NW， 引 
人 GxG 上 的 函数 
p(g,h) = N(h™g). (IL1.1) 
中 这 包括 义 中 只 有 一 个 指标 的 情况 , 我 们 不 再 讨论 这 个 特殊 情况 了 . 


容易 验证 这 是 G 上 的 ( 左 ) 不 变 拟 距离 . 称 (11.1) 中 的 p 为 相应 于 凸 函数 N 的 拟 
距离 . 反之 , 若 p 是 G 上 ( 左 ) 不 变 拟 距离 , 作 


N(g) = pl(g, e), 


那么 N 是 G 上 的 是 函数 , 而 且 这 时 的 p 就 是 相应 于 NN 的 拟 距 离 . 
右 {Na,a € A} 是 群 G 上 的 凸 函 数 族 , {po,a & 外} 为 相应 的 拟 距 离 族 . 我 们 也 
把 由 {pa,a € 所 } 导出 的 拓扑 称 做 由 {Na,a e A} 导出 的 拓扑 . 


定义 I1.3 ” 设 R 是 线性 空间 ( 它 按 加 法 也 成 为 一 群 ), N 是 R 上 的 函数 .(i) 如 

采 NN 是 凸 项 数 又 满足 如 下 条 件 : 当 t 是 数 , ze R 时 , 成立 着 
N(tz) = ltIN(z), 
那么 称 N(z) 为 R 上 的 拟 范 数 . (ii) 如 果 N 满足 条 件 
N(tz) < N(x), ltlg1, 

那么 称 N 是 均衡 凸 函 数 , 它 的 相应 的 拟 距 离 称 为 均衡 不 变 拟 距 离 (i) 如 果 NN 满足 
条 件 :0 < N(h) < o00,N(g+h)< Nl(g ) + N(h), N(th) = [tIN(h), 那么 称 N 是 凸 泛 函 . 

根据 线性 拓扑 空间 的 定义 有 如 下 的 引 理 . 


引 理 I.1.1 设 R 是 线性 空间 , p 是 R 上 的 不 变 拟 距离 . 如 果 p 又 满足 条 件 : 
G) 当 {An} 是 收敛 于 零 的 数列 时 ， lim p(Xnz,0) = 0;(ii) 当 {和 An} 是 有 界 数列 而 且 
lim plhn,0)= 0 时 ， im p(Mnhn, 0) = 0. 那么 RR 按 p 导出 的 拓扑 成 为 线性 拓扑 空 
间 . 

我 们 称 这 样 的 线性 拓扑 空间 为 线性 拟 距 离 空 间 ， 如果 这 时 拟 距 离 成 为 距离 , 那 
么 就 称 之 为 线性 距离 空间 . 

我 们 注意 当 p 是 均衡 的 时 候 引 理 中 的 条 件 (ii) 必 自 动 满足 . 

引 理 I.1.1 的 证 明 从 上 略 . 下 面 我 们 给 出 由 不 变 拟 距离 造 出 满足 引 理 I.1.1 中 条 件 
的 拟 距 离 来 . 


引 理 I.1.2” 设 6 为 实 线 性 空间 , M(h),h e 6 是 6 上 的 非 负 有 界 泛 函 , 适合 如 
下 条 件 : (i) 夺 有 i, hz e 6， 则 MM(hi 十 h2) < M(h1) 十 M(h2);(ii) 对 每 个 he 6,M (ht) 
为 t 的 连续 函数 , -oo < 上 < oo0,M(0) = 0;itii) M(-h) = M(h),， 作 


R(h) = / ed ,hes®, 


那么 6 按 拟 距离 R(hi 一 hz),hi,ho e 6 成 为 线性 拟 距 离 空 间 . 
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证 ”由 条 件 (i) 显然 有 R(hi 十 hz) < R(hi1) 二 R(hz),hi,hs € GB. 由 (省) 有 
R(h) = R(--h). 设 he 6, {tn} 为 一 列 收 敛 于 零 的 实数 . 记 M(h) 的 上 界 为 M， 


入 
R(tnh)’ = R(|tn|h)’ < / e tM(ltn|h)?dt + M2e ^ 
0 
< max M(th)’ + M?e “. 
0<t&Altn | 
再 由 条 件 (i))，lim R(tnh) =0. 
又 若 {hn} C 5, R(hn) 一 0, {tn} 为 有 界 实数 列 , 那么 有 
R(tnhn) < R((tn| + 1)hn) + R(h,). (1.1.2) 
有 正 数 ec 使 (| 如 十 1) < c, 任 取 一 正 数 ， 有 
2_/ _!1 ermi 2 
R((lts| + 1)ha)? = / Mn 
< / etmMth,)d 
< / e (tp dt 
入 
< 2 | e-tM(thn)?dt + cM?e- <* 
0 
< esR(hn)?+ cM?2e-s* (I.1.3) 
因此 由 R(h%) 一 0, (I.1.2) 和 (I.1.3) 得 到 
im R(tnhn)’ < cM?e- sa,. 
再 令 入 一 co 即 得 lim R(tnhn) = 0. 因此 根据 引 理 IL1.1, 6 按 R(hi 一 h2),hi,h2€ 5 
为 拟 距 离 空 间 . 证 毕 . 
3I.2 ” 半 连 续 函 数 的 一 些 性 质 
设 f(x) 是 集 M 上 的 实 函 数 , B 为 M 的 子 集 , 记 
Ss(f,B)= sup f(z), I(f,B)= inf f(z). 
rEB EB 
设 M 又 是 拓扑 空间 , zo e M.W。 表示 zo 点 的 环境 系 , 记 


S(z0,f)= ,i SPV), Tro,f)= sup TH,V) 


0 
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分 别称 它们 是 f 在 zo 点 的 上 、 下 界 . 如 果 在 zo 点 , S(zo, f) = f(zo)， 那 么 称 zo 是 

f 的 上 半 连 续 点 ; 如 果 在 zo 点 , T(zo, 了 ) = f(xo)， 那么 称 zo 是 f 的 下 半 连 续 点 . 如 

采 每 个 zo < M 都 是 f 的 上 (下 ) 半 连 续 点 , 那么 称 f 在 M 上 是 上 (下 ) 半 连 续 的 . 
又 对 每 个 ze M, 记 w(z,f)= S(zx,f) -I(z,f). 


引 理 I.2.1 ”对 每 个 正 数 c， 集 {zlw(z, f) < c} 是 开 集 . 
证 ” 设 w(zo,f) < c. 则 S(zo,f) < +o0,T(x0,f) > -oo. 因此 对 于 任何 正 数 
< >(c— wz0)), 必 有 zo 的 环境 V 使 得 
S(f,V) < S(xo,f)+e, I(f,V)> I(vo,f)—&e. 
从 而 当 z eV 时， 
w(x,f) < S(f,V)— I(z,V) <w(zo0,f)+2e <c. 
即 Y C {zlw(z,f) < cc}. 证 毕 . 


引 理 I.2.2 ” 设 M 是 第 二 纲 的 拓扑 空间 , f 是 M 上 的 上 半 连 续 函 数 , 而 且 对 每 
点 Zo,T(zo, 了 ) > 一 00. 那么 在 M 中 必 有 f 的 连续 点 . 


证 ” 任 取 正 数 c, 今 证 开 集 0。= {zlw(z,f) < c} 是 稠密 的 ， 事 实 上 , 任 取 
To E M， 由 于 T(zo0,f) > -oo， 必 有 e WN,, 使 I(f,V) > 一 00. 这 时 任 取 zo 的 环境 
UV CV， 必然 I(f,U) > -oo. 下 面 不 妨 设 I(f,U) < oo. 因此 有 ze 也 使 

f(x) <I(f,U)+ce. 
IT(f,U) < T(x,f) < f(z)= S(z,f), 
由 (11.1) 和 (1L.1.2) 得 到 
w(x,f)= f(7)— I(z,f) < f(z)— I(f,U)< oo, 

即 上 U 与 O。 相交 . 由 于 O。 是 稠密 开 集 , {zlw(z， 用 > c} 是 朴 妆 闭 集 . 因而 由 MM 的 
第 二 纲 性 得 知 M 尖 U {a (z,f) > -— +) 因而 站 O1 = {zlw(zx, 了) = 0} 不 是 空 
然而 这 个 集中 的 点 是 了 的 连续 点 , 所 以 f! 必 有 -连续 点 . 证 毕 


引 理 I.2.3” 设 6 是 第 二 纲 的 线性 拓扑 空间 ,， M(h) 是 6 上 非 负 的 、 下 半 连 续 
泛 函 , 适合 如 下 条 件 : 

G0) hi, ho € NH, M(hi + ho) < M(hi) + M(h2); 

(i) 当 he 8 时 , M(h) = M(—h); 

(ii) 当 he 6 时 ， lim M 2 ) — 0, 
那么 M(h) 在 6 上 是 连续 的 . 
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证 ”对 于 给 定 的 正 数 s, 作 集 EE = {hIM(h) < e}. 由 于 M(h) 是 下 半 连 续 函 数 ， 
E。 是 财 集 . 由 条 件 (i), 对 每 个 he6 必 有 nn 使 M (34) < e， 即 henE. 因此 


© 一 3 nb.. 
n= 二 1 


然而 6 是 第 二 纲 的 , 必 有 n 使 n5。 不 是 朴 朗 集 . 又 因 6 是 线性 拓扑 空间 , hh 一 -h 
是 6 到 自身 的 拓扑 映照 , 所 以 E。 不 是 疏 朗 集 ， 然 而 及 是 闭 集 , 因此 E。 必 会 
一 非 空 开 集 V. 记 UV = {z 一 ylz,y e V}， 那 么 UV 是 0 的 环境 由 条 件 (i)， 当 
h=z—yeU(z,y eV)N, 


M(h) < M(x) + M(y) < 2e. (1.2.1) 
对 任 一 zo €E BB， 当 ze zro+U 时 , 由 (i) 及 (1.2.1)， 
IM(z) — M(zo)| < M(z ~ x0) < 2e. 
所 以 M(h) 是 连续 泛 函 . 证 毕 . 
2”Banach 空间 上 的 下 半 连 续 凸 泛 函 序列 
我 们 只 就 本 书 中 所 用 到 的 形式 来 叙述 并 证 明 下 面 的 结果 ,更 一 般 的 情况 参看 
Gebfand_Vilenkin[1l 


定理 I.2.4 设 B 是 Banach 空间 , {pn(y),n = 1,2,…} 是 8 上 的 下 半 连 续 
凸 沁 函 序 列 (但 每 个 p,,(y) 不 一 定 处 处 是 有 限 的 ), 而 且 对 每 个 pg e 8B， 必 有 nn 使 
pn(p) < co， 那 么 必 有 no 使 pn,(y) 在 8B 上 是 有 限 的 、 连 续 的 . 换 句 话说 , 存在 no 
与 正 数 c < co， 使 得 

pno(¥) cllvl, ve®, 
这 里 | .| 是 更 中 的 范 数 . 


证 作 更 中 的 财 集 4 = {feolpn(p) < 1}. 对 于 每 个 pe B,， 必 有 nn 使 pn(yp) < 
2， 因此 有 目 然 数 上 使 p(y) < k， 即 pe kA。. 因此 


OO 


$= (|) (4,). 


k,n=1 


由 于 $ 是 完备 空间 , 它 具 有 第 二 纲 性 , 因此 必 有 一 个 kA 不 是 疏 朗 集 . 但 是 k4, 是 
闭 集 , 它 必然 包含 一 个 球 {pl op 一 gol1<e}, 若 We Blyl< ,那么 Vy 土 po e 


1 。 
{pl | ppo |<e} CkA,. 因此 u 土 大 920 E 4 ， 即 得 


pn(y) < @ (» 十 ko ) 十 Dr © 一 je ) ) 1. 
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所 以 当 we 时， 
证 毕 . 
8I.3 ”可 列 Hilbert 空间 , 装备 Hilbert 空间 
1” 赋 可 列 范 空间 
定义 I3.1 设 下 是 线性 空间 , {l| o lwm = 12…:} 是 更 上 的 一 列 拟 范 数 . 称 


由 更 按 拟 距离 


1 lp—wv| 


一 ye 1.3.1) 
mI ow 


p(p,Y) = 2, 


所 成 的 线性 拟 距离 空间 为 赋 可 列 拟 范 空间 , 全 yo ja,n = 1,2,…} 称 做 定义 8 的 拓 
扑 的 拟 范 数 列 . 
容易 看 出 , 这 时 不 妨 设 


| ea<kle ls 和 < ving.…, (0.3.2) 


不 然 的 话 , 把 促 y lm = 1,2,…} 换 成 


On = ‘max | ov， 


那么 {|pln} 满足 条 件 (1.3.1) 而 且 利用 (1.3.1) 造 出 的 相应 的 拟 距离 与 原来 的 拟 距 离 
导出 相同 的 拓扑 . 
我 们 注意 , 这 时 更 中 点 列 {pw} 按 拓扑 收敛 于 yp 的 充 要 条 件 是 对 每 个 自然 数 


mn | en 一 2 js= 0. 
而 {pn} 成 为 更 中 基本 点 列 的 充 要 条 件 是 对 每 个 


lim | pm — pn lx= 0. 
OO 


7 也 -一 


定义 工 3.2” 设 更 是 线性 空间 , | . | 与 外. | 是 8 上 的 两 个 范 数 . 如 果 对 于 
按 ey jh 村 外 2 都 是 基本 的 点 列 {pw}， 由 上 pn | 一 0 推出 上 pn |2 一 0, 又 由 
| en | 一 0 也 能 推出 yn 外 一 0， 那么 称 更 上 的 这 两 个 范 数 | yp | 与 ey ll2 是 相 
容 的 . 


设 更 是 线性 空间 , {yg wm = 1,2,…} 是 8 上 的 一 列 范 数 , 满足 条 件 (1.3.2)， 
而 且 任 何 两 个 yj 与 yo ji 都 是 相 容 的 , 那么 称 B 是 赋 可 列 范 空间 . 
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赋 可 列 范 空间 是 一 种 特殊 的 赋 可 列 拟 范 空间 , 它 的 拓扑 也 是 由 (1.3.1) 导出 的 . 
我 们 作 8 按 范 数 | ol 的 完备 化 空间 B1. 设 p e B1， 而 且 有 点 列 fo C 更 ， 
使 得 


lim | on- pml2=0, lm lp- wn =0， (1.3.3) 


7 


这 种 yp 的 全 体 记 成 68。， 显 然 Bs。 是 B11 的 线性 子 空间 . 当 o e Bo 时 , 作出 B 中 满 
足 (1.3.3) 的 点 列 , 由 (I.3.3)， lim | p12 一 上 pm jlz | =0. 我 们 规定 


m,n —?O00 


| vq2= lim || pn, |. (1.3.4) 


7 -OO 


我 们 首先 来 验证 这 样 的 定义 |y | 与 点 列 {pw} 的 选取 无 关 . 事实 上 , 若 又 有 {yn} c 
使 


~ im | wm — Yn ll2= 0， lim | wn 一 2 = 0, (1.3.5) 


作 {wr 一 pn}， 由 (1.3.3), (1.3.5), 它 是 按 | y | (因而 由 (1.3.2) 也 是 按 | pl) 的 基本 
点 列 , 而 且 im | bo 一 pn la=0. 由 用 | 与 中 员 的 相 容 性 ， lim | Yn — pn ll2= 0. 
所 以 lim | pn = lim llypnll2. 特别 当 p & B 时 取 pn = y， 那么 按 (1.3.4) 定义 的 
| 出 与 原来 的 范 数 一 致 又 当 p € Bo, {pn} 满足 条 件 (1.3.3) 时 ， 

12 一 on ll2= lim || pm — pn lz, 


TN— O00 


因此 
lim | 9- wn la= 0 (1.3.6) 


这 就 证 明了 5 在 B82 中 的 稠密 性 . 再 证 Bo 按 | yp 2 是 完备 的 . 设 {ww,} C Bo 按 范 
数 | yo | 是 基本 的 . 由 于 B 在 Bs 中 稠密 , 取 o。e Bo 使 


1 
| wn = pn ll2< = n= 1,2,. (1.3.7) 


那么 {yp%} 按 vp | 也 是 基本 的 , 因此 按 | y | 也 是 基本 的 . 所 以 有 wp es Bi 使 
(1.3.3) 成 立 . 这 样 , pe B 而 且 (1.3.6) 成 立 . 因此 再 由 (1.3.7) 得 到 


im | PC— Wn 2= 0， 


所 以 B2 是 更 按 | ||2 的 完备 化 空间 . 如 是 继续 讨论 下 去 ， 我 们 得 到 下 面 的 结果 : 


引 理 I.3.1 设 是 赋 可 列 范 空间 , {| yp wm = 1,2,…} 是 它 的 范 数列 , 对 每 
个 n， 可 以 选取 按 | y jl 的 完备 化 空间 更 ,， 使 得 


D1 DGE2D.…DED.…DGE. 
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引 理 I.3.2 ”更 是 完备 空间 的 充 要 条 件 为 
下 一 下 (1.3.8) 
nn 二 1 


证 ” 设 王 是 完备 的 . 任 取 we 门 8。， 由 于 5 在 @ 中 按 范 数 | o |。 稠密, 有 
n=1 
pn E 更 使 
1 
192 一 Jr lin< —, 
那么 当 1,m > n 时 ， 
| pi — pm ln <& | po pi yo pm I 


< | tt la< 十 二 
关外 和 一 名 PW 一 rm 站 mm 7 7 


因此 对 每 个 n, {yp1} 按 | op 1。 是 基本 的 , 即 {yp1} 是 更 中 基本 点 列 , 所 以 有 小 eB 使 
得 

im | 了 一 ln»= 0， 
因此 yg = yy eB. 所 以 (1.3.8) 成 立 . 


中 基本 点 列 . 由 更 。 的 完备 性 , 有 yp" e GB 使 得 


lim | pm — pin= 0. (L3.9) 


但 是 再,+TC 更 。， 所 以 pm+1I) E 再 ， 


n+ 一 pt) | | Pm 一 pH) jn 十 | Pm 一 pn | 加 


| 
| pm 一 pe 十 em 一 2 | 一 0 


n < 
< 
因此 pW = pm+D,n = 1,2,…. 记 这 个 元 素 为 p,， 那么 pe 站 8B%， 因 此 yp eB. 再 


由 (1.3.9) 知道 , {pm} 在 & 中 收敛 于 p， 即 B 是 完备 的 . 证 毕 
任 取 m > mn， 这 时 Bm 是 B; 的 子 空间 , 我 们 把 更。 B, 分 别 看 成 按 范 数 | o |。 
Lv lim 的 Banach 空间 , 得 到 更 到 5B; 的 算 子 
了 :PP PE DP. 


由 (1.3.1) 知道 Tm(m > n) 是 线性 有 界 算 子 , 称 Tm 为 B,, 到 下 ,的 嵌入 算 子 . 
我 们 称 完备 的 赋 可 列 范 空间 为 可 列 Banach 2 空间 . 如 果 和 定义 赋 可 列 范 空间 下 的 
范 数 | ep |。 是 由 更 上 的 内 积 (wy,w)s 给 出 的 : 


| ¥ n= V (9, Pp)n, 
那么 称 更 是 可 列 内 积 空 间 . 称 完备 的 可 列 内 积 空间 为 可 列 Hilbert 空间 . 
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例 I.3.1 设 A 是 实数 直线 上 的 有 限 区 间 [a,9. 令 op 是 直线 上 无 限 次 可 微 函 
数 而 且 在 人 外 取 值 为 0, 这 种 函数 全 体 记 做 K(A), 它 按 通常 的 图 数 运算 成 为 线性 空 
间 . 对 每 个 o e K (A)， 规 定 


(p,V)m = Ca (bp) 2 ， n= 1,2,.……,， (1.3.10) 


其 中 p00) 就 是 yp. 记 9 n= V(%;)n. 

显然 K(A) 按 fg jin,n = 1,2,…} 成 为 可 列 内 积 空 间 . 

设 op 是 直线 上 具有 一 1 阶 全 连续 导 函 数 的 函数 , 而 且 pt e I2(A), 又 op 在 
A 外 为 0. 这 种 函数 全 体 记 做 Kn(A). 在 Kn(A) 定义 内 积 (I.3.10), 显然 , Kn( 人 A) 按 
通常 的 函数 运算 及 内 积 (1.3.10) 成 为 Hilbert 空间 . K( 人 A 1 Al) 就 是 KK(A) 按 范 数 | ee |， 
的 完备 化 空间 , 而 且 Ki(A) 2 K2(A) DD Kn(A) ID- 


因此 K(A) 是 可 列 Hilbert 空间 . 

2。 线性 连续 泛 函 空间 

设 更 是 赋 可 列 范 空间 , {| yo la,n = 12,…} 是 它 的 范 数列 , @。 是 5 按 | yp |， 
的 完备 化 空间 , 这 是 Banach 空间 . 记 Gt 为 B, 的 共 纯 空间 ， 其 中 的 范 数 记 做 


| F |-n= sup - 0 Fe B, 


当 m > n 时 , Bi 的 元 素 看 成 gm 上 的 泛 函 时 按 Bm 的 范 数 也 是 连续 的 , 类 似 地 
看 成 8 上 的 泛 函 时 按 更 的 拓扑 也 是 连续 的 . 我 们 记 更 上 的 线性 连续 泛 函 全 体 所 成 
的 线性 空间 为 于， 那么 有 


Gl cBic...chtc...cEt, (1.3.11) 


并 且 还 有 关系 式 
一 U D1. (I.3.12) 


事实 上 ， 着 Dl 则 必 有 正 数 e， 使 得 当 yp e ®， pe0) < 时 IF(p)| <1. 取 
no 充分 大 使 » < 又 取 正 数 6 < 1， 使 得 Tv < ， 那 么 当 vp lIn<56 
nn 
时 ， 


6 el 1 
< 一 一 》 元 3 
p(wp,0) 1+56 pnt Dn Ee 
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因此 |F(p)| < 1 所 以 对 一 切 pe ®,|F(p)| < | 9 lno。， 即 Fe Gt. 这 就 得 到 了 
(1.3.12). 

设 更 是 可 列 内 积 空间 , {(y,y)n,n = 1,2,…} 是 定义 它 的 拓扑 的 一 列 内 积 . 设 
(p,),p,W EB 是 上 的 ( 男 一 个 ) 内 积 , 而 且 关 于 5B 的 拓扑 是 连续 的 . 换 句 话说 ， 
仓 在 正 数 e， 使 得 当 yp,y € ®,p(yp,0) < e, p(w,0) <e 时 , |(y, 加 )| < 1. 利用 前 面 的 讨 
论 知道 , 这 时 有 正 数 6 及 自然 数 no， 使 得 当 ys,< 6 no< 5 时, |(p,y)| < 1 
因此 


(wp) < Mi ol Yl, pv es (1.3.13) 


这 里 M = 三. 


6 
我 们 把 更 按 新 的 内 积 (wp, 多) 完备 化 , 得 到 一 个 Hilbert 空间 了 HD GB. 由 于 五 是 
内 积 空间 , 按照 通常 的 习惯 , 把 厂 与 它 的 线性 连续 泛 函 空间 一 致 化 , 对 每 个 上 Ee 万 
把 & :yp 一 (yp,é) 看 成 更 上 的 线性 泛 函 , 那么 由 (1.3.13)， 


(< Vp,p) VEE) < VME, CE | v ln 
因此 :yp 一 (yp,6),p eB 就 是 8 上 的 线性 连续 泛 函 而 且 上 € Bt . 在 这 种 意义 下 , 万 
和 通 和 人 Gt. 这样 我 们 得 到 了 空间 组 
EC 万 C 5i (1.3.14) 

当 更 是 完备 时 , 称 这 个 空间 组 为 装备 Hilbert 空间 . 

例 I.3.2 我 们 在 K(A) 上 引进 内 积 

(p,») = 人 p(t) y(t) dt, 

那么 KK( 人 A) 按 (po,%) 的 完备 化 空间 是 L2(A). 这 时 K(A)t 就 是 广义 函数 空间 , K(A) c 
72(A) C K1(A) 就 是 装备 Hilbert 空间 . 

3。 准 确 和 空间 


例 I.3.3 设 K= U K(An), An = [-m9]. 在 K 中 规定 元 素 列 {pn} 收敛 


n= 二 1 
于 yp( 记 做 yp 一 yp) 的 意义 如 下 : 存在 一 k， 使 {pwn} C K(Ax),p e K(Ak)， 而 
且 {pn} 按 K(Ax) 中 拓扑 收 伍 于 y. 设 f 是 K 上 的 线性 泛 函 ， 如果 当 {pw} 收 
化 于 p 时 f(pn) 一 f(y)， 那 么 称 f 是 K 上 的 线性 连续 泛 函 ， 可 以 证 明 天 是 
{K(An),n = 1,2,…} 的 准确 和 空间 ( 见 定义 4.3.5). 


附录 II 有 天 Hilbert 5 空间 二 之 之 前 分 析 
的 某 些 知 识 


§II.1 Hilbert-Schmidt 型 算 子 , 核算 子 , 等 价 算 子 


1 H.S. 型 算 子 及 核算 子 的 基本 性 质 


这 里 只 限于 考察 Hilbert 空间 的 情况 . 
设 五 和 G 是 两 个 Hilbert 空间 ,TT 是 五 到 G 中 的 线性 全 连续 算 子 . 令 7* 表 
示 TT 的 共 思 M 算 子 , 那么 T*T 是 HH 到 H 中 的 线性 全 连续 算 子 , 而 且 当 pe 互 时 ， 


(T™*Ty, p) = (TY,19)>0, 
所 以 T*T 又 是 正 的 全 连续 算 子 . 根据 自 共 轿 全 连续 算 子 的 谱 分 解 定 理 , 必 有 五 中 
就 范 直 交 向 量 系 {ew}， 以 及 T*T 的 特征 值 2 > 0， 使 得 当 pe 五 时 ， 


T*TO = 》 六 (pen)en. (II.1.1) 


nn 二] 


l 、 
令 gn 一 ten, 那么 当 Ul 天 儿 时 ， 


1 1 
m9n) = ——— (Ten,Tenm) = oo——(TTen, Em) = On,m, 
(gm 9n) = i (Tem Tem) = (TTen, em) = tn 


这 里 fw 是 Kronecker 的 5 因此 , {9a} 是 G 中 的 就 范 直 交 系 , 对 每 个 pe 月， 必 
有 wl {en} 而 且 使 p = 六 (pen)en 十 4 由 于 wl {en},vLT*Twu, Bj (Tu,Twu)=0. 
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因此 1 三 2 (Pen)Ten. 从 而 


Ty = 》 Xn(p,en)gn， (II.1.2) 


n= 二 1 
这 里 A > 0, lim 和 和, = 0. 


定义 IIL.1.1 ”如果 在 (IL1.1) 中 》 X < co， 那么 称 工 是 Hilbert-Schmidt 型 


n= 二 1] 


算 子 , 简写 为 HS. 型 算 子 . 如 果 在 (11.1) 中 》 和 < oo， 那么 称 工 是 核算 子 


n= 二 1 
显然 , 核算 子 必 是 H.S. 型 算 子 , 但 H.S. 型 算 子 不 一 定 是 核算 子 .， 有 限 秩 ( 即 值 
域 是 有 限 维 的 ) 线性 连续 算 子 是 核算 子 . 


引 理 II.1.1 设 T 是 Hilbert 空间 五 到 Hilbert 空间 G 中 的 线性 有 界 算 子 , 那 
么 了 是 H.S. 型 算 子 的 充 要 条 件 是 7T*T 为 核算 子 . 


证 ”必要 性 是 显然 的 . 反之 , 若 T*T 是 核算 子 , 则 必 有 X。 > 0, 并 X2 < oo 及 克 
中 就 范 直 交 系 使 (II.1.1) 成 立 , 因此 (II.1.2) 也 成 立 . 由 是 可 知 六 是 全 连续 算 子 而 且 
是 H.S. 型 算 子 . 证 毕 . 


引 理 II.1.2” 设 了 是 内 积 空间 五 到 Hilbert 空间 G 中 的 线性 全 连续 算 子 , 那 
么 了 是 H.S. 型 算 子 的 充 要 条 件 为 存在 正 数 M， 使 得 对 于 H 中 的 任何 就 范 直 交 系 
{pv}， 总 有 


> 17 ls M < oo. (I1.1.3) 
7 一 工 


证 设 T 是 H.S. 型 算 子 ,那么 分 别 有 瓦 G 中 的 就 范 直 交 系 {e,}, {gw} 使 
(II.1.2) 成 立 . 由 (1I.1.2), 当 o e 互 时 ， 


17e = > 》Xz|(P2,ev)| (II.1.4) 
如 果 {pn} 是 五 中 的 就 范 直 交 系 , 那么 由 Bessel 不 等 式 得 到 
Dl(pn, ev) <ll ev 有 2= 1 (11.1.5) 
因此 从 (II.1.4) 和 (II.1.5) 得 到 
2 | Tpn = > 2 Nllon, er)| < 2 


只 要 取 M = 和 2 < co 就 得 到 (II.1.3). 
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到 之, 设 有 M < co, 使 (LIL.1.3) 对 五 中 一 切 就 范 直 交 系 {gw} 成 立 . 作 分 解 式 
(II.1.2), 取 py, = eps， 那么 由 Te, = 和 vgv 及 (1L.1.3) 得 到 和 2 < co. 

注 “只 要 假设 了 是 线性 有 界 算 子 , 当 (II.1.3) 对 一 切 就 范 直 交 系 成 立时 , 全 就 
是 全 连续 的 , 因而 是 H.S. 型 的 . 


引 理 II.1.3 设 了 是 Hilbert 空间 五 到 G 中 的 H.S. 型 算 子 , 则 T* 是 G 到 
H 中 的 H.S. 型 算 子 . 


证 “我们 知道 这 时 T* 也 是 全 连续 的 . 若 {ww} 是 G 中 的 就 范 直 交 系 , {pn} 是 
H 中 的 完备 就 范 直 交 系 , 那么 由 Parseval 等 式 和 Bessel 不 等 式 得 到 
>》 | wpr | 一 > >》 1 人 TO ez 外 
= SY, To < YH To 
由 引 理 II.1.2, 有 正 数 M 使 (I.1.3) 成 立 , 因此 
> 17T*wn ls M. 
再 对 T* 应 用 引 理 II.1.2 即 知 T* 是 H.S. 型 的 . 


引 理 II.1.4 ”由 Hilbert 空间 五 到 G 中 的 H.S. 型 算 子 按 加 法 及 数 乘 成 为 线性 
空间 . 背 工 是 五 到 G 中 的 H.S. 型 算 子 , B 是 Hilbert 空间 本 到 五 的 线性 有 界 算 
子 , C 是 G 到 Hilbert 空间 G1 的 线性 有 界 算 子 , 则 TB 与 CT 是 H.S. 型 算 子 . 

证 ”利用 引 理 II.1.2 很 容易 知道 H.S. 型 算 子 组 成 线性 空间 . 若 了 是 H.S. 型 ， 
C 是 有 界 算 子 , 由 条 件 (II.1.3), 对 五 中 任何 就 范 直 交 系 {wp,}， 

>》 CT < CY Typ, sc M. 
再 由 引 理 II.1.2, CT 是 H.S. 型 的 . 

和 车 了 T 是 H.S. 型 的 , B 是 线性 有 界 算 子 , 那么 T* 也 是 H.S. 型 的 , 因此 B*T* 是 
H.S. 型 算 子 , 再 由 引 理 II.1.3, TB = (B*T*)* 是 H.S. 型 的 . 

再 给 出 本 书 中 用 到 的 有 界 自 共 斩 算 子 为 H.S. 型 的 条 件 . 


定理 II.1.5 设 B 是 Hilbert 空间 五 中 的 有 界 自 共 恩 算 子 ， 如 果 存 在 正 数 
K < co， 使 得 对 于 五 中 任何 有 限 个 适合 条 件 


(Mk, 1) = Og, k,l 一 1 ,2 A (II.1.6) 
当 #1, (Bnx,m) = 0, k,l = 1,2,..,n (I1.1.7) 

的 回 量 711) ,Nn,) 恒 有 
>》 (Bn, nr)’ < kK, (II.1.8) 


k=1 
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那么 B 是 H.S. 型 算 子 . 


证 (i) 先 证 明 奋 Ao 是 B 的 谱 点 , Xo 关 0. 则 ho 是 孤立 谱 点 . 不 妨 设 A。 > 0. 
设 {E、,a < 入 < 0b} 是 算 子 B 的 谱系 , 如 果 Xo 不 是 孤立 的 , 例如 有 一 列 谱 点 小 于 和 0 
而 收敛 于 AN， 那么 必 有 {A 和}, {un}， 使 得 


入 
本 <M<A< 和 <j2< Mn < < N 


而 Bj 一 BA 关 0. 任 取 疝 量 加 e (EB,, 一 BM,)H,| mm = 1 那么 对 每 个 n,n,… ,mm 
适合 条 件 (IIL.1.6) 和 (IIL.1.7) (因为 (EB,, -EE、,)H 是 B 的 不 变 子 空间 而 且 彼 此 直 交 ). 


Hk Mo Hk 
(Bnx, nk) = 人 Md(EMnk, nk) > 上 d(EMnk, nk) 

入 k 2 入 k 

入 
> py | nx | (11.1.9) 

因此 , 从 (II.1.8) 和 (II.1.9) 得 到 
2 

n (¥) < 》 (Bnp, Mn) < K. 


k=1 
但 n 是 任意 的 , 这 是 矛盾 . 因此 非 零 谱 点 是 孤立 点 , 而 且 也 就 必须 是 特征 值 


(i) 相应 于 B 的 非 零 特征 值 Xo 的 特征 向 量 空间 太 、。 必 是 有 限 维 的 .不然 的 
话 , 存在 HM。 中 无 限 个 就 范 直 交 向 量 {mw}， 对 每 个 n,m,… ,nm 仍 适 合 (II.1.6) 和 
(II.1.7) (注意 到 Bn = 和 Aonx). 然而 这 时 (II.1.8) 化 成 


mA0 <K, n= 1,2,..…,， 


这 也 是 不 可 能 的 . 由 (i) 和 (ii) 就 知道 B 是 全 连续 算 子 . 
(让) 设 jp ,pr 是 B 的 特征 值 全 体 , m1,n2,:… ,加 是 相应 的 就 范 
和 直 交 特征 癌 量 系 , B 的 特征 分 解 是 


By = Yk(p, Mk) (II.1.10) 
k=1 
那么 对 于 任何 n,m,… ,7n 适合 条 件 (IL.1.6) 和 (I1.1.7). 这 时 , (II.1.8) 化 成 


>》 mgK. (IIL.1.11) 
k=1 


把 (1.1.2) 与 (IIL.1.10) 比较 , 并 注意 到 (II.1.11), 即 知 B 是 H.S. 型 算 子 . 证 毕 . 
仿照 定理 II.1.5 的 证 明 可 以 得 到 
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定理 II.1.6 设 妃 是 Hilbert 空间 五 中 有 界 自 共 罗 算 子 , 如 果 存 在 正 数 KK < 
co， 使 得 对 于 五 中 任何 有 限 个 适合 条 件 (II.1.6) (I1.1.7) 的 向 量 m1,:… ,mw， 恒 有 


> (Bnx, nx)| < 五 ， (II.1.12) 
k=1 、 
那么 B 是 核算 子 . 
当 B 是 核算 子 时 , 记 
| B l= sup > ,|(Bnx, nx)), 
k=1 


这 里 sup 是 对 满足 定理 II.1.6 中 条 件 的 {mx} 取 的 , 称 之 为 迹 范 数 . 容易 验证 | B ||1 < 


DO. 


注 ”在 定理 IIL.1.6 (定理 II.1.5) 中 , 只 要 对 万 的 某 个 稠密 线性 子 空间 中 满足 条 
件 (I.1.6), (II.1.7) 的 区 … ,mm，(I.1.12) (相应 地 (II.1.8)) 成 立 , 定理 的 结论 仍然 正 . 
确 . , 


下 面 再 来 考虑 H.S. 型 算 子 和 核算 子 的 关系 . 
定理 II.1.7 两 个 H.S. 型 算 子 的 积 是 核算 子 . 


让 设 Hi, H», Hs 是 二 个 Hilbert, 空间 ， B, CG 分 别 是 H,» 到 | Hs, Hi 到 | 万 2 的 
H.S. 型 算 子 . 记 了 = BC， 它 是 豆 到 Hs 的 全 连续 算 子 . 由 (11.1.2), 必 有 柬 中 就 
范 直 交 问 量 系 {ej} 及 Hs 中 就 范 直 交 向 量 系 {gn,}， 数 X > 0， 使 得 


lp= >》 Mn (Pp, Een)gn. 
现在 要 证 明 的 是 _ 
>》 和 An < 00. 
n= 二 1 
事实 上 ， 


入 nm 一 (Ten, gn) 一 (BCe,, gn) 一 (Cen， 忆 gn,) 
1 水 
< 3( Cen I? + | Brgn 9) 


利用 引 理 II.1.3, B* 是 H.S. 型 的 , 由 引 理 II.1.2,， 


Dm < 3 oon + DN Bg < oo 
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注 ”也 可 以 证 明 核算 子 一 定 可 以 分 解 成 两 个 H.S. 型 算 子 的 积 . 
骨 写 出 判断 算 子 为 核算 子 的 另 一 个 常用 的 条 件 . 


定理 II.1.8 设 了 是 Hilbert 空间 五 到 Hilbert 空间 G 的 线性 算 子 .如果 分 
别 存在 五 和 G 中 的 两 族 向 量 {h,,} 和 {ww,},， 使 得 工 有 表达 式 


TO= > (phn)hn, op eH, 


而 且 


2 | hn ll wr < oo (11.1.13) 


那么 了 是 核算 子 . 
证 ”根据 (II.1.13), 不 妨 设 {h%} 和 {ww,} 是 可 列 的 . 作 算 子 


Ing 一 >》 (p， hy )wWy, Vp € H, 
那么 T 是 有 限 秩 线 性 连续 算 子 , 因而 是 全 连续 的 . 又 因为 


2 (9, hv)py 


vv 二 ni 十] 


| (7 -Tn)y l= 


< 5 nll yl, 
vv 二 nn 十 1 
所 以 由 (II.1.13) 得 知 
lm | 7 -TT|=0. 


这 样 一 来 , 7 是 全 连续 的 . 作 了 的 表达 式 (11.1.2), 再 利用 Bessel 不 等 式 得 到 
>》 Xn 一 2》, (Ten, gn)| < > >》 (en, hy) (Wy, gm 


< >》 (en 四 > |( 加 ;9gn) 


< Dh lo, 


所 以 了 是 核算 子 . 证 毕 . 
2” 等 价 算 子 
J.Feldman[1| 在 研究 Gauss 测度 的 相互 等 价 性 时 引进 如 下 的 等 价 算 子 概念 : 


定义 IL1.2 设 4 是 Hilbert 空间 互 到 了 Hilbert 空间 KK 的 线性 算 子 而 且 具 有 
如 下 性 质 : 
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i 4 是 五 到 KK 上 的 拓扑 上 映照: 

(i) 4*4- 了 是 万 上 的 HS. 型 算 子 , 这 里 I 是 五 中 的 恒 等 算 子 ， 
那么 就 称 4 是 (五 到 K 上 的 ) 等 价 算 子 . 

我 们 注意 , 在 上 述 定 义 中 条 件 (让 可 以 换 成 

(ii V4*4- 了 是 五 上 的 也 .S. 型 算 子 . 

事实 上 , 若 4 是 等 价 算 子 , 4*4 -了 = 也 7 为 自 共 斩 H.S. 型 算 子 , 设 它 的 特征 
展开 式 是 

Ty 一 >》 Xn(p， en )en, 2》_ < 00, An > —1, 


其 中 {en} 是 五 中 就 范 直 交 系 , 那么 容易 算出 
(VA*A — Dy = > (V1+ 和 mn 1 十 An — 1)(y, en)en 


然而 V1i 十 和 一 1 是 实数 而 且 (Vi 十 思 一 1 < 各 < coco， 所 以 (但 成 立 . 
反之 , 车 (i) 成 立 , 记 5=V4*4 一 TJ， 则 
A*A—I=(I+S)*—-I=2S+5., 
显然 (ii) 也 成 立 . 
定理 II.1.9 ”等 价 算 子 的 首 算 子 , 共 思 算 子 , 两 等 价 算 子 的 积 都 是 等 价 算 子 . 


证 设 A4 是 五 到 Kk 上 的 等 价 算 子 , B 是 G 到 KK 上 的 等 价 算 子 , 今 证 4B 是 
等 价 算 子 . 显然 4 适合 等 价 算 子 的 条 件 (i). 记 


A*A=I+T, Q= VB*B=I+5S, 


由 条 件 (i) 和 (ii)', T 和 5 都 是 H.S. 型 算 子 . 


设 zeG 且 Q@z=0 则 |‖Bzll2=(B*Bzz) = (Q?z,7x) =0, 但 B-! 存在 ,所 
以 z=0. 即 5 不 以 -1 为 特征 值 , 故 -1 是 全 连续 算 子 5 的 正则 点 , 因此 (T+ 5)-! 
在 全 空间 定义 且 是 有 界 的 . 作 V = BQ-!， 那么 V 是 G 到 的 一 一 上 映照 , 而 且 当 
rEG 时 , 


(Vz,yYz) = (BQ-TIz, BOT-Iiz) = (B*BQ Tz,Q 7) = (7, 72), 
所 以 V 是 G 到 K 的 西 算 子 . 因此 
(4B)*(AB) = QV*A*AVQ = Q(TI+V TV)QY 
=I+(2S+V*TV+2SV*TV +SV*TVS). 


因此 由 引 理 I.1.4, (4B)*(4B) -了 是 H.S. 型 算 子 , 即 4B 是 等 价 算 子 . 对 定理 的 其 
余部 分 , 可 以 类 似 地 证 明 . 
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3” 核 空间 


定义 II.1.3 设 更 是 可 列 Hilbert 空间 , {(w,y)n} 是 它 的 内 积 列 , B, 是 更 按 
(P,)” 的 完备 化 空间 , 当 m > n 时 , Tm 是 Bi 到 5B 中 的 幅 入 算 子 . 如 果 对 每 个 
n, 必 有 mn， 使 Tm 是 核算 子 , 那么 称 更 是 核 空间 . 


由 于 两 个 H.S. 型 算 子 的 积 是 核算 子 ( 见 定理 II.1.7), 我 们 容易 看 出 可 列 Hilbert 
空间 成 为 核 空间 的 充 要 条 件 是 对 每 个 mn， 必 有 mm > n 使 Tm 是 BB, 到 Bi 的 H.S. 
型 算 子 . 

又 由 于 有 界 算 子 与 核 (H.S. 型 ) 算 子 的 积 仍 是 核 (H.S. 型 ) 算 子 ( 见 引 理 IIL.1.4)， 
我 们 容易 看 出 , 可 列 Hilbert 空间 成 为 核 空 间 的 充 要 条 件 是 存在 一 列 自然 数 


N11 < No < <Nk < i, 
使 得 Tn*+! 为 核 (或 H.S. 型 ) 算 子 . 
例 II.1.1 K(A) ( 见 例 I.3.1) 是 核 空间 . 


我 们 先 来 证 明 Ky1( 人 A) 到 K(A) 的 嵌入 算 子 Tn+l 是 H.S. 型 算 子 . 为 书写 方便 起 
见 , 设 入 = [0,27]. 记 Ki(A) 为 A 上 具有 n 一 1 阶 全 连续 导 函 数 而 且 其 n 阶 导 函数 
(几乎 处 处 有 意义 .) 平方 可 积 的 函数 p 全 体 , 按 通常 的 线性 运算 及 内 积 (., .);, 所 成 的 
Hilbert 空间 , 那么 Kn,( 人 A) 是 KAI) 的 线性 闭 子 空间 . 记 Ki(A) 到 Ki,(A) 的 投影 
算 子 为 P, Ki%j1( 人 A) 到 Ki( 人 A) 的 柑 入 算 子 是 4 Kn41(A) 到 天 1(A) 的 戏 人 算 子 
是 Cn+l1， 那 么 
Tr 一己 ,40C 1. 
由 于 Cn+l, Pn 都 是 线性 有 界 算 子 , 根据 引 理 I.1.4, 只 要 证 明 4 是 H.S. 型 算 子 , 那 
人 么 Tnr+l 就 是 H.S. 型 算 子 了 . 
作 天 /1(A) 中 的 就 范 直 交 系 few} : 


emt 


emlt) = 一 一 一 一， mm 一 0, 十 1, 士 2 … ， 
7 十 工 
V2T， >》 
2 一 0 
又 作 Ki (A) 中 的 就 范 直 交 系 {gm} : 
emt 
m = 0, +1, +2,.... 


om 的 = 一 和 一 Er 
V2 >_mY 


对 于 每 个 pe K/( 人 和)， 将 它 展开 成 Fourier 级 数 就 知道 


TY 0 一 >》 Xm(p， Em)n+19m (11.1.14) 
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(II.1.15) 


事实 上 , (II.1.14) 及 (IIL.1.15) 是 由 


1 人 —imt ts 
) = 元 | p(t)e dte 


以 及 利用 分 部 积分 而 得 的 公式 


Sm 
0 27 | ty 
Le t 一 ?7 t 
一 / Plt)e 


推出 的 . 由 (1.1.15) 容易 算出 站 和 2,， < co， 因 此 4， 是 H.S. 型 算 子 . 


(9, Em )n+1 一 


8II.2 Hilbert 空间 的 张 量 积 


如 同 有 限 维 空间 的 张 量 积 一 样 ,可 以 定义 无 限 维 空间 的 张 量 积 . 本 书 中 只 要 用 
内 积 空间 的 张 量 积 (参看 J.von Neumann[2]). 


定义 II.2.1 设 9 …… ,5n 是 nn 个 向 量 空间 (譬如 复 系数 的 ), 我 们 考察 n 元 
共 斩 线 性 泛 函 更 ( 亡 ,… ,所 ), 有 Ey,v = 1,2,… ,n. 即 B 适合 条 件 


(iD (afy, i ) = AB ,f,,.…),a 为 复数 ; 
(ii) PB(.… ,fu+g,v,.…)= PB(:- ,fu ) 十 PB(.- ”dv …). 
这 些 n 元 线性 泛 函 全 体 按照 通常 的 泛 函 加 法 同 泛 函 与 数 的 乘法 成 为 线性 空间 , 记 做 


ITes, 
下 面 再 进一步 假设 5 是 内 积 空间 
特别 , 当 有 € 区 7 = 1,2,…,n 时 , 记 泛 函 8( 有 1,… ,fn) = [](70, 记 ) 为 


v=1 
1[ 8 或 用 @…@ fo. 我们 把 一 切 形 如 


v=1 


l n 


6= > ||[8f, fo, 5, (I1.2.1) 


2 一 1 v=1 
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的 泛 函 全 体 所 成 的 线性 空间 记 做 ] '@ 5,. 如 果 又 有 


v=1 
v= > [|[®9, 9 S$,, (II.2.2) 
q=1 v=1 
我 们 规定 
/ mm nn 
(®, vy) = > 2 [fy, 950). (11.2.3) 
p=1 g=1 v=1 


引 理 II.2.1 “(I1.2.3) 式 规定 的 (B, 亚 ) 只 依赖 于 泛 函 8 和 亚 而 和 B, 生 的 表达 
形式 (11.2.1), (11.2.2) 无 关 , 而 且 是 ]] 8@ 5 上 的 内 积 


证 ” 任 取 B 的 两 个 表达 式 , 将 它们 相 减 得 到 一 个 形 如 (II.2.1) 的 表达 式 , 但 其 
中 更 = 0. 要 证 明 (11.2.3) 与 更 的 表达 式 无 关 , 只 要 在 (11.2.1) 中 B= 0 的 情况 下 证 
明 (11.2.1) 的 右边 为 0 就 可 以 了 . 然而 (II.2.3) 可 写成 


2 ,9 ), (I1.2.4) 
一 工 


所 以 当下 =0 时 , (IIL.2.4) 式 为 0, 因此 (IL.2.3) 与 & 的 表达 形式 无 关 . 注意 到 (®, 亚 ) = 
( 亚 , 更 ), 立即 知道 (11.2.3) 与 更 的 表达 形式 无 关 . 

又 (更 , 亚 ) 关于 B 显然 为 线性 的 , 我 们 再 证 明 对 一 切 &, (@, B) > 0. 我 们 注意 对 
任何 复数 组 上 各,……… ,名 ， 


l 


>》 ( yp’ fr,q) )épéaq 一 | Soe, > 0, 


p,q9=1 p=1 


因此 方 阵 〔(f9,, f9,))sa-1.2.… 1 是 非 负 定 的 ， 这 时 这 个 方 阵 必 是 有 限 个 一 秩 阵 
(og Do) oo12... ,Ll,5 一 1,2,... ,1 的 入 ， 因此 


-= 5 二 Ta 


l<syv lp,g9=1 v=1 


和 [I | 


p=1 v=1 


>0. (IIL.2.5) 


lsu <! 


中 设 久 = (zpq)p,q=1,2,…,l 是 1 行 1 列 非 负 定 阵 , 则 必 有 1 行 1 列 西 阵 U = (wpo), 使 X= UAU*， 
这 里 A 是 对 角 阵 , 而 对 角 线 上 的 数 是 X 的 特征 值 和 1,… ,入 (A > 0)， 因 此 X 是 1 个 一 秩 阵 


((Up,v VMN) (wg,v VN))p,g=1,2,... ) 
的 和 . 
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由 (I1.2.5) 立即 推出 Schwartz 不 等 式 


(®, TV)| < VE B)(V, vyV). 


因此 者 8 < [['@ 5, (®,) = 0， 则 对 一 切 更 e ]] 85,, (@, 可 = 0. 特别 取 


v=1 v=1 


V= [|[ 8f, fe 5,， 就 得 到 


7 一 


(六 ,fn) = @ [1 er, = 0. 


v=l1 
因此 更 = 0. 这 就 证 明了 (更 , 更 ) 是 内 积 . 证 毕 
下 面 总 是 在 | | 8 5 上 取 上 述 内 积 成 为 内 积 空间 , 记 


7 一 | 
1 里 用 = v (®@, ®). 
容易 验证 


| ]] ez |= |[ 上 fv. 


又 因为 当 Be |['&@ $5, 时， 


2 一 工 


BP(f1,.… , fn) 一 [le7,) 。 
7 一 工 
所 以 


Bfi, ,Fro)| < EN TE. (11.2.6) 
2 一 工 


引 理 IL.2.2 设 {Bs},s = 1,2,… 是 [|['& 5 中 的 基本 序列 , 则 必 有 更 


v= 二 1 
|[ @5, 使 得 
v=1 
下 ( 方 ,…. , fn) = lim ®@,(fi,.… , 万) 
对 一 切 f, € $y,v 二 1,2,… ,n 成 立 . 
证 ”由 (II.2.6) 得 到 
|®, (有 fi, … ; fn) — Bs (f1,*… ,fn)| <|| Bs — Bs | [| | 万 上 . 


Z 一 工 
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因此 对 任何 一 组 固定 的 广 ,… , 记 , lim Bs( 广 ,… , 扩 ) 存在 , 记 它 为 8( 所 1,… ,fn) 
这 是 ”元 泛 函 . 容易 验证 8(f,… ,fn) es | @5， 


v=1 
令 [[ gp, 为 | | @5, 中 适合 下 述 条 件 的 泛 函 & 的 全 体 : 存在 『['85 中 基 
本 点 列 {B,}, 使 当 fe 5 时 和 


Bfis ,fn) = lim Bs(fi, ,fn). (11.2.7) 


这 时 称 {5,} 为 8 的 定义 序列 . 奉 更 < TT @5v,{ 亚 ,} 是 它 的 定义 序列 , 规定 更 和 


JU 的 内 积 为 和 
(本 本) = lim (Bs, Vs). (IIL.2.8) 


显然 ,可 ) 与 5 及 本 的 定义 序列 无 关 , 而 且 ] @5, 按 内 积 (IT2.8) 成 为 内 积 空 
间 . 读者 也 容易 由 引 理 工 2.2 推出 和 


定理 II.2.3 [| 85, 成 为 Hilbert 空间 . 


定义 II.2.2” 称 Hilbert 空间 TJ @g9， 为 内 积 空 间 和 1,… ,5 的 张 量 积 . 


v=l1 


事实 上 ， TJ &@5v 是 TT @ 5 的 完备 化 空间 . 


Z 一 工 v=1 
例 II.2.1 设 9, = (G,,%,,P),v = 1,2,…,n 是 一 族 测度 空间 ，L?(Q,) 是 
0 上 可 测 的 平方 可 积 函 数 全 体 按照 通常 的 线性 运算 和 内 积 (f,9) = 人 f (wo 
dP,(w,) 所 成 的 Hilbert 空间 . 令 9 = (G,%,P) 是 91,… ,9 的 乘积 测度 空间 , 那 
么 当 Be (0) 时 , $B 可 以 视 为 n 元 泛 也 , 即 当 fe€ LL2(0,),v = 1,2,…,n 时 ， 


PB(fi,.… ,fn) = | SF Fon)dPle) 
wW = (WwW1, ,Wn). 


这 样 ,J @f, 即 是 [2(Q) 中 的 函数 及 (wl) … 所 (wn). 容易 看 出 L2(Q) 就 是 张 量 积 


2 一 工 


TJ ®L’*(N 


v=1 
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下 面 考察 51 二.… 二 多 =5 的 情况 . 记 5 人" 为 » ll en. 今 交 ,是 112, ,n 
的 一 切 置换 所 成 的 对 称 群 . 当 re 5 时, 令 (1),- ,x(n i 分 别 表示 1,.… ,n 在 置换 
下 的 结果 . 作 [| '85, 中 的 线性 算 子 Te)(r) 如 下 : 当 B = 3 TJ ®f PD), ji) € $, 


v=1 p=1 v=1 
时 ， 


V'™ (mn)® = > ITey fr 


p=1 v=1 


容易 看 出 V(") (x 是 I ® 5 到 自身 的 线性 算 子 , 而 且 是 西 算 子 . 因为 TT ® , 


在 go) 中 稠密 ) 可 以 唯一 地 延 折 成 9 到 它 自身 的 酉 算 子 ， 重 进一步 
T 一 tw(r) 就 是 对 称 群 y， 在 Hilbert 空间 go 上 的 酉 表示 ( 西 表示 的 定义 见 
§11.3). 


群 5j, 中 元 素 共 有 nl 个 , 我 们 作 5 上 的 线性 有 乔 算 子 
Dn = 一 > V (rr 


TE 
这 是 5 空间 中 投影 算 子 . 事实 上 , 由 V 扑 (mn)* = Yo(n-1) 得 到 


= >》 Ver DT = 5,. 
任 取 re ,{rrlre 和 ={rrrce》} = > 因此 
V(x -3 VW (ar) = 5, = SnV V(r). (IIL.2.9) 
从 而 
5S2 = SV nS, = Sn 


(II.2.9) 又 说 明了 5 的 像 M = 5%5 中 的 癌 量 对 一 切 VV(A),r Ee 2D» 不 变 . 称 
AM 中 张 量 为 n 阶 对 称 张 量 , 称 Mi 为 n 阶 对 称 张 量 空间 . 称 投影 算 子 95。 为 对 称 
化 鼻子 . 

n 阶 对 称 张 量 空间 按 内 积 (B, 亚 ) 成 为 Hilbert 空间 . 


例 II.2.2 ”在 例 I.2.1 中 令 91 = 82 = … = 0 那么 2(9) 中 的 对 称 张 量 融 
是 [2(Q) 中 的 对 称 函 数 f(w). 换言之 , 对 一 切 置换 x € 5、， 


f (wi1, “0 , Wn ) 一 f (Wr(1)) “1 , Wr (n) ): 


8II.3 ” 群 的 西 表示 . 305 . 


引 理 II.2.4” 设 {gn} 是 与 中 完备 就 范 直 交 系 , 那么 @ 


l 
| nl! k 大 加 
Bl ong ®.….® 9g91'),0 < k,, k, =%n (I1.2.10) 


成 为 n 阶 对 称 张 量 空间 的 完备 就 范 直 交 系 . 


证 (1.2.10) 显然 是 就 范 直 交 系 . 只 要 证 明 它 的 完备 性 . 任 取 g e M,， 若 它 和 
(11.2.10) 中 向 量 直 交 , 则 (9, 5 n (gt! WO: .@ gr ')) = (Sn.g, gr! ®...®gr) = 0. 然而 多 " 
中 癌 量 是 形 如 97 @- …@ gk' 的 线性 组 合 的 极限 . 又 Swg = g. 因此 9 与 5" 直 交 ， 
所 以 g = 0， 即 (11.2.10) 是 完备 的 . 证 毕 


8II.3 ” 群 的 西 表示 


1” 一 般 概念 


定义 II.3.1 设 6 是 一 群 ,万 是 一 Hilbert 空间 . 如 果 对 每 个 geB,， 有 五 上 
的 西 算 子 U(g) 与 之 相应 , 而 且 满 足下 面 的 条 件 : 


(1) 3 g1,92 € 6 时 ,Ul(g1)U(g2) = U(g1g2), 
(i) 对 于 6 中 单位 元 e， Ul(e) = 工 
这 里 I 表示 厂 中 的 恒 等 算 子 . 那么 称 映 照 


U:g—U(g), gE€G 


为 群 6 在 内 积 空间 五 中 的 西 表示 . 若 记 4 为 五 中西 算 子 全 体 所 成 的 群 , 那么 6 在 
HH 中 的 西 表示 U 即 是 6 到 4 中 的 一 个 同 态 映 照 . 如 果 在 五 中 不 存在 对 一 切 U(g) 
不 变 的 非 平 凡 闭 线 性 子 空间 M， 那 么 称 表示 U 为 既 约 的 

显然 0 为 既 约 的 充 要 条 件 是 与 {U(g)|g e G} 交换 的 算 子 必然 是 XT 其 中 为 
数 , 了 是 互 中 恒 等 算 子 . 

设 6 是 拓扑 群 ,UV 是 6 在 Hilbert 空间 五 中 的 酉 表示 . 如 果 对 每 对 wp,w € H,@ 
上 的 函数 

(Ul(h)y, 切 ) 


在 连 续 的 , 那么 称 表示 UV 是 弱 连 续 的 . 换 句 话说 , 若 在 ML 上 取 弱 拓扑 ( 见 82.3 第 一 
段 ), 则 U 是 6 到 ( 按 弱 拓扑 ) 中 的 连续 同 态 . 
如 果 对 每 个 ce 及 ， 映 照 


马 这 里 g71 表示 g1 @…@ gi 
Ne 
kl1 次 
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显然 强 连续 西 表示 必然 是 弱 连 续 的 . 其 逆 亦 真 . 
引 理 IL.3.1 屁 连 续 的 西 表示 也 是 强 连续 的 . 
证 ” 设 U 是 拓扑 群 6 在 内 积 空 间 五 中 的 弱 连 续 丁 表示, 那么 利用 西 表示 的 性 
质 (i),(i) 以 及 U(g) 是 酉 算 子 这 件 事 , 容易 算出 : 当 pe H, go,g€ 6 时， 
| (VU(g) ~ U(go))¢ = 2R{(¢, p) ~ (U (go 9)p 上 (I1.3.1) 
然而 U 是 弱 连 续 的 , 对 每 个 正 数 =， 必 有 6 中 单位 元 的 环境 V， 使 得 当 he V 时 ， 
(Ui)psp) — (Ve)p,p)| < a [1.3.2) 
但 (U(e)y,y) = (yp,yp), 所 以 当 9g e goV (go 的 环境 ) 时 , 由 (I.3.1) 和 (II.3.2) 得 到 
| (Ul(g) ~ Ul(go))¥ < es， 
因此 UV 是 强 连续 的 . 证 毕 . 


设 Ui :9g 一 Ur(g),g € G,k = 1,2 分 别 是 群 G 在 Hilbert 空间 Hi 上 的 酉 表示. 
如 果 存 在 Hi 到 的 西 算 子 8,， 使 得 U2(g) = QUi(g)8Q-1,g EG, 那么 称 吕 与 
是 西 等 价 的 . 


2” 单 参 数 丁 算 子 群 
设 五 是 一 内 积 空间 , {U(t), 一 00 <t< co 是 互 中 的 一 族 丁 算 子 , 而 且 
DZ 人 (三 十 t2) 一 Ul(ti)U 0t2)， 一 CO <ti,t» < Co， U(0) 二 了 了, (11.3.3) 
那么 称 {U(t), 一 00 < t < eol 为 五 中 的 单 参数 西 算 子 群 . 如 果 记 R 是 实数 全 体 按 
加 法 所 成 的 群 , 那么 所 谓 单 参数 西 算 子 群 {U(t), 一 00 < t < oo} 就 是 说 :t 一 U(t) 为 
群 RR 在 五 中 的 西 表 示 . 如 果 这 个 酉 表示 是 强 ( 弱 ) 连续 的 , 那么 称 这 个 单 参数 西 算 


子 群 是 强 ( 弱 ) 连续 的 . 
如 果 对 于 每 对 po,wW e 万 ， 


(UV(bPp,U)， 一 oo <t< oo 


是 t 的 Lebesgue 可 测 图 数 , 那么 称 这 个 单 参数 西 算 子 群 是 弱 可 测 的 . 
显然 , 弱 连 续 的 单 参数 西 算 子 群 是 弱 可 测 的 . 反之 有 


引 理 II.3.2 ”在 可 析 空 间 上 , 弱 可 测 的 单 参数 丁 算 子 群 也 是 弱 连 续 的 . 
这 里 所 以 称 为 单 参数 , 是 因为 以 实数 如 -co < t < ow 为 群 的 参数 . 
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这 征 von Neumann 定理 , 它 的 证 明 可 参看 关 後 直 [2]. 由 于 证 明 中 用 到 的 知识 与 
本 书 关 系 不 大 而 且 要 占据 篇 幅 , 故 略 去 证 明 . 
根据 Riesz,Sz-Nagy[1|] 我 们 有 


引 理 II.3.3 ” 设 {U(t), 一 00 <t< o0} 是 Hilbert 空间 万 中 强 连续 单 参数 西 算 
子 群 , 则 必 有 谱系 {有 ,一 00 < 入 <o0} 使 
U(t) = / e'saP,. 
令 4 为 H 中 如 下 的 线性 算 子 , 它 的 定义 域 是 
0={af Xalpel< ol 


而 当 z € D(4) 时 ， 
= pe 
这 时 我 们 记 
U(t) = eit4, (II.3.4) 
称 4 为 这 个 单 参数 西 算 子 群 的 无 穷 小 母 元. 在 (11.3.4) 中 右边 也 可 以 理解 为 


oo J. 天 

itA _ 1 ith(P PP ) i. (itA(P, — Pn)) 

e = lme = lm 3 x 
二 0 


此 外 , 还 可 以 证 明 , 当 x € D(A) 时 ， 


我 们 就 把 它 简写 成 
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第 一 章 


81.1 中 除去 常用 的 一 些 知识 外 , 第 3,5 段 参看 Segal[3]. 第 6 段 准 oa- 有 限 测度 
概念 是 著者 为 方便 起 见 引 入 的 , 引 理 1.1.13 一 系 1.1.15 参看 Naimark[1]. 第 7 段 引 理 
1.1.16 是 Prohorov 的 , 参看 Gelfand-Vilenkin[1]. 第 8 段 参看 Doob|1]. 


81.2 参看 Segall1]. 
81.3 中 的 一 部 分 可 参看 Bochner[1], 夏 道行 [2]. 
81.4 中 除去 引 理 1.4.3 是 著者 的 结果 外 , 其 余 都 是 Kakutani[] 的 . 


第 二 章 


82.1 中 关于 线性 拓扑 代数 的 基本 概念 和 性 质 参 看 Naimark[1], 夏 起 行 [2]. 关于 
线性 可 乘 泛 函 的 表示 ( 引 理 2.1.1) 见 夏 道行 [1]. 

82.2 中 结果 在 赋 范 代数 情况 原 是 Gelfand 和 Naimark 的 结果 , 但 这 里 讨论 的 
是 一 般 情 况 : 引 理 2.2.1, 系 2.2.2, 引 理 2.2.3, 定理 2.2.4 是 著者 的 ( 见 夏 道行 [21), 这 
里 采用 的 方法 与 Gelfand, Naimark 的 完全 不 同 . 特别 , 利用 Kolmogorov 定理 研究 
正 泛 函 把 正 泛 函 理 论 和 测度 论 进一步 联系 起 来 是 著者 ( 见 夏 道行 [1]) 作 的 . 

82.3 的 一 些 概念 是 属于 von Neumann 的 , 参看 von Neumann[2] 或 Naimark[1]] 
第 八 章 . 

82.4 参看 Segal[1],[2]. 
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第 三 章 

83.1 中 引 理 3.1.3 对 G 是 有 限 维 空间 的 情况 见 Gelfand 和 Vilenkin[1]. 定理 
3.1.13 征 产 绍 条 [1] 首次 利用 Girsanov 和 Mityagin[1] 的 方法 获得 的 . 引 理 3.1.31 也 
曾 由 严 绍 宗 [1] 用 另外 的 方法 得 到 过 . 关于 遍历 测度 的 定理 3.1.32 是 Segal[5] 首先 获 
得 的 (但 Segal[5] 中 相应 的 定理 的 形式 与 此 处 不 同 ). 除了 这 些 以 外 ，83.1 的 其 余 结 
霖 是 著者 的 , 一 部 分 是 在 此 首次 发 表 的 , 一 部 分 结果 参看 夏 道行 [5],|9]. 与 83.1 的 3。 
有 关 的 研究 见 Sudakov|1]. 

83.2 关于 特征 标的 一 些 基本 概念 以 及 局 部 紧 群 情况 下 的 一 些 结果 是 熟知 的 ( 例 
如 见 Naimark|1]), 其 余 是 著者 的 . 一 部 分 是 在 此 首次 发 表 的 , 另 一 部 分 见 夏 道行 [5]- 
9] 

83.3 关于 距离 群 上 正定 函数 的 引 理 3.3.3, 定理 3.3.4, 和 关于 局 部 紧 群 的 例 3.3.2 
引 理 3.3.9 等 是 熟知 的 , 例如 参看 Naimark[1]. 其 余 的 结果 是 著者 的 , 曾经 对 存在 有 
限 拟 不 变 测 度 情况 发 表 过 , 见 夏 道行 [6]. 

83.4 局 部 紧 群 上 Fourier 变换 理论 是 熟知 的 , 例如 参看 Naimark|1]. 定理 3.4.8 
对 一 级 循环 测度 情况 , 曾 由 区 锐 森 [2] 讨论 过 . 本 节 其 余 的 结果 是 著者 的 . 此 外 , 关 
于 这 方面 的 研究 读者 还 可 参看 区 锐 森 [2], 沈 海 玉 [2]. 


第 四 章 


84.1 的 一 切 结果 除 例 4.1.2 外 是 著者 的 , 而 且 是 首次 发 表 的 . 

84.2 中 关于 线性 空间 上 线性 泛 函 的 一 些 概念 和 命题 都 是 熟知 的 . 关于 拟 线性 泛 
上 特别 是 从 定义 4.2.5 到 第 2 段 为 止 的 一 些 结果 是 著者 的 (其 中 一 部 分 参看 夏 道行 
[8]). 引 理 4.2.16 和 4.2.17 是 Erohin 的 , 定理 4.2.18 也 是 著者 的 , 但 系 4.2.19 是 沈 海 
玉 首 先 做 出 的 , 系 4.2.20 是 Mityagin[1] 首先 用 几何 的 考察 得 到 的 . 例 4.2.1 是 陈 静 
剑 在 他 的 大 学 毕业 论文 中 先 举 出 的 . 严 绍 宗 [3] 利用 Do -Fourier 变换 解 出 与 量子 场 
论 中 泛 函 变 分 方程 类 似 的 一 种 泛 函 变 分 方程 . 

$4.3 柱 测 度 的 概念 属于 Gelfand( 见 Gelfand-Vilenkin[1]). 引 理 4.3.7 是 Mitya- 
gin[1] 的 , 系 4.3.9 是 Erohin 的 , 定理 4.3.12 见 夏 道行 [3]. 对 于 正定 连续 泛 函 表示 问 
题 还 有 男 一 种 处 理 办 法 , 见 夏 道 行 [3], 区 锐 森 [1], 沈 海 玉 [1]. 第 5 段 参见 Gelfand_ 
Vilenkin[1]. 广义 随机 过 程 概念 是 Gel'fand 首先 提出 的 (参看 Gel'fand-Vilenkin[1])， 
与 第 6 段 有 关 的 有 夏 道行 [3], 严 绍 宗 [2] 


第 五 章 


85.1 关于 Gauss 测度 的 一 般 性 质 参 看 Doobl[1]. 定理 5.1.4 是 著者 的 ,Feldman|2] 
曾经 试图 给 出 不 等 价 于 Gauss 测度 的 遍历 测度 的 例 , 但 是 该 文中 引 理 6 的 证 明 有 
问题 (因为 其 中 C* 一 0 缺乏 根据 ), 他 的 例 在 一 般 情 况 下 是 否 正确 尚未 知道 . 关于 
Wiener 过 程 的 知识 参看 Doob[1] 和 Paley 和 Wiener [1], 在 Koval’tik[1] 一 文 后 附 有 
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较 全 的 文献 ， 

85.2 关于 检验 Gauss 测度 的 等 价 性 的 基本 定理 5.2.5 是 首先 由 Feldmanl[1] 和 
Héjek[1] 得 到 的 . 这 里 著者 的 证 明 是 由 改变 Rozanov[1] 的 证 明 而 得 , 避免 了 一 些 较 
复杂 的 工具 如 炉 等 . 在 Brody[1] 中 有 一 简单 昌 易 于 理解 的 证 明 . 例 5.2.1 见 夏 道行 
[和 . 关于 Gauss 测度 等 价 性 定理 在 Rosenblatt:Time Series Analysis(1962) 一 书 上 有 
好 几 篇 综合 性 论文 可 以 参考 . 

85.3 关于 标准 Gauss 测度 的 概念 是 著者 为 方便 起 见 引进 的 . 定理 5.3.5 是 综合 
Minlos( 见 Gelfand-Vilenkin[1]) 和 Mityagin[1] 的 结果 , 其 中 有 些 证 明 是 著者 的 . 例 
5.3.1 是 属于 区 锐 森 [1], 陈 静 剑 的 . 定理 5.3.7 是 著者 的 . 关于 Wiener 测度 的 一 些 性 
质 是 熟知 的 . 

85.4 所 用 的 在 这 种 形式 下 的 一 般 结果 是 这 里 首先 写 出 的 , 但 实质 上 不 是 新 的 ， 
其 来 源 在 于 Cameron-Martin[1] 和 Segall4] 的 关于 Wiener 测度 和 Gauss 测度 的 一 
些 结果 . 

第 六 章 

86.1 定理 6.1.1 见 Wielandt[1], 定理 6.1.3 一 系 6.1.6 见 von Neumann[1]. 其 余 
结果 是 来 源 于 Segal[3],[6]. 

86.2 第 1 段 和 第 3 段 见 Segal[6],[7],[8], 第 2 段 中 定理 6.2.6 是 著者 首先 号 出 的 . 
86.3 中 引 理 6.3.2 是 Yasuo Umemurall] 利用 Bernstein 的 证 明 得 到 的 , 这 里 的 证 明 
是 著者 的 . 定理 6.3.3 是 Segal[8] 首先 得 到 的 , 这 里 的 证 明 是 着 者 的 .8§6.2，$86.3 的 
其 余部 分 类 似 于 Segal[4],[5],[6], [7],[8] 中 利用 弱 分 布 的 概念 所 得 的 结 采 , 但 这 里 采取 
利用 拟 不 变 测 度 来 表述 的 形式 . Gelfand ( 见 Gelfand-Vilenkin[1]) 曾 利用 装备 核 空 
间 上 拟 不 变 测度 写 出 一 类 特殊 的 交换 关系 西 表示 ， 
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内 窜 提 要 


本 书 是 现 代数 学 从 书 中 的 一 种 , 柔 东 地 总 车 了 作者 和 国内 
外 数学 家 在 无 限 枞 宇 面 上 测度 和 积 耸 共 研 究 中 所 得 到 的 车 柴 ， 
部 中 洒 属 和 赤 发 表 ， 全书 牙 上 、 下 两 册 ; 上册 包 括 六 章 : 测 庶 戎 
的 革 些 补充 知 上 , 正 巷 画 与 算 子 环 的 表示 , 具 扫 不 变 测 度 的 群 上 
嗣 和 牙 析 , 悉 性 拓扑 空间 上 的 所 不 变 和 诬 及 局 和 和 牙 析 ; Gane 铀 
度 ，Bope-Eingtein 妃 变 痪 尖 采 的 表示 ， 另 有 两 个 附录 , 介 烛 两 
芒 本 书 所 露 的 一 些 知 高 ， 本 书 供 高 衡 学 校 数学 当 高 年 级 学 生 、 
研究 生 及 这 方面 的 数学 工作 者 , 理 询 物 环 工作 者 寡 考 . 


下. 


“无 限 维 空间 上 世 度 和 积分 的 硝 究 趋 沽 于 随机 过 程 理 春 ， 特 别 
是 Wiener 对 程 的 理论 ， 近 年 来 , 关于 特征 过 画 , 极限 定理 , 样本 
空间 , 广义 随机 过 程 的 研究 都 和 它 有 密切 的 联系 、 惕 值得 注意 的 
是 ,最 近 十 多 年 来 在 许多 学 科 , 如 量子 力学 ,量子 场 齿 ,区 计 物理 学 ， 
不可逆 热 力学 ,相对 蔡 , 圳 病理 秦 , 反 应 推 旗 算 ,编码 问题 舌 中 都 测 
现 了 无 限 弘 空 阐 上 的 积分 央 题 、 然而 在 这 此 镇 域 中 ,无限 六 给 阐 . 
上 积分 的 狩 一 步 应 用 却 遇 到 了 许多 深刻 的 因 难 ， 闻 缺乏 处 理 的 方 
鞭 、 纤 来 似乎 值得 对 性 不 新 的 琶 显 作 适 一 步 的 稍 完 ，， 

过 去 国 闪 外 都 还 谍 有 书籍 介绍 这 方面 的 成 果 ， 据 特 者 所 知 ， 
只 有 THriedzicepg， 玉 . DO, 在 1957 年 让 右 守 过 一 本 讲义 :* 箭 术 信 和 竺 
空间 上 的 积分 ?, 但 未 有 具 发行 ， 并 且 除 Wiener 积分 外 , 无 路 厅 空 
元 上 时 度 和 积分 的 数学 理 卓 大 部 分 是 在 1956 年 后 才 发 展 起 来 的 ， 
由 十 近 方面 的 坦 文 闪 涉 的 知 维 面 就 广 ,初学 的 人 感到 困难 远大 , 因 
而 笔者 巴 据 赛 开 , 委 出 这 本 书 ， 为 国内 同志 进行 与 这 方面 有 关 的 硫 
究 提 供 “ 钙 路 五 子 ”. 

王 这 一 册 中 着 重 介绍 抽象 调和 分 折 , 大 体 上 分 为 三 都 分 : 一 、 
正 深 本 和 算 子 环 的 表示 (第 二 童 ) ,这 是 抽象 调和 分 析 交 基础 ,虽然 


不 应 全 部 包含 在 无 限 雄 空 章 油 度 和 积分 理 齿 的 范围 内 ， 记 种 它 有 。” 
这 切 联系 .二 、 关 于 拟 不 变 删 度 的 抽象 调和 分 析 ( 第 三 ,四 章 ) ,其 
中 除 光 不 定理 外 , 喜多 的 是 国内 的 成 果 ， 这 种 记 和 分 折 可 能 为 硅 
一 步 研究 无 限 弘 空 间 上 测度 和 积分 轩 期 提供 工具 ， 三 、 量 子 场 吏 
中 的 数学 问题 之 一 : Bose-Binstein 声 交 换 关 条 的 卖 示 (第 六 章 ) ， 
其 中 了 节 起 含 前 面 两 部 分 的 应 用 ， 另外 ,作为 无 限 难 霍 疝 测 度 论 让 
重要 例子 的 Gauss 襄 度 也 列 为 一 章 ( 第 五 章 )， 

有 关 在 无 限 难 具 疗 积分 问题 的 应 用 中 大 量 出 现 的 所 谓 " 速 绩 

积分 * 问题， 积分 与 巧 画 交 分 方程 的 联系 以 及 其 他 上 应 用 等 , 准 省 放 

在 下 期 中 讨 诊 . 

我 们 假设 读者 已经 熟 习 Halmos < 测度 窒 ? 一 书 ， 或 已 具备 扫 
当 于 珊 书 的 知 寥 ,以 及 过 男 分 析 的 基本 知识 ,如 一 般 常 齿 的 过 醒 分 
析 书 中 的 内 容 ， 还 希 刻 该 者 对 托 扑 空间 ; 抵 扑 矢 , 钱 性 托 丰 空间 的 
基本 概念 已 有 一 些 了 解 ,例如 可 查 财 关 获 直 < 托 扑 垂 间 失 险 ?一 书 ， 


”本 书 的 第 一 章 及 附 姑 1, 芽 也 提供 了 一 些 补 充 的 预 省 知识 | 
由 于 笔者 水 平 及 表达 能 力 风 限制 ,加 以 写成 本 书 的 时 阐 吉 短 ， 


僻 不 一 定 很 多 , 艳 误 之 处 亦 司 难 免 , 希 读者 不 吝 指 正 ， 

.本 书 詹 中 山大 学 郑 管 同 教授 审读 了 部 分 手稿 ， 提 过 了 一 由 宝 
惧 的 总 是 复旦 大 学 数学 系 盏 数 舱 教 确 组 世 画 分 煌 小 组 的 教师 和 
确 究 生 ， 竺 草 是 严 绍 案 同 志 , 也 对 本 书 提出 过 一 些 宝贵 的 意 吕 在 
此 一 并 致 遍 

/ 复 避 行 .  . 
1964 年 11 月 于 上海; 复旦 大 学 
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宕 一 章 ”测度 论 的 茶 些 补充 知识 


本 书 中 所 用 到 的 测度 葵 的 一 些 构 念 和 知识 大 多 采 自 Halmos 
著 < 测 度 玲 ?一 书 , 此 后 在 本 书 中 将 直接 引用 而 永 加 以 说 明 . 在 第 
-- 章 中 介 和 了 测度 论 的 一 些 梓 充 知 识 , 其 中 有 些 不 包括 在 五 almos 
书 中 ,这 些 知 识 也 是 后 而 各 章 的 基础 . 

本 书 中 有 时 要 村 论 不 是 o- 有 限 的 测度 ， 然 而 一 般 的 非 -有 
限 的 测度 性 质 不 很 好 ,例如 Radon-Nikodym 定理 就 不 成 立 , 因此 
我 们 在 $1.2 考察 可 局 部 化 测度 , 它 不 一 定 是 o- 有 限 的 ,但 保留 了 
cc- 有 限 测 度 的 某 些 性 质 。 而 且 群 上 常用 的 测度 是 可 局 部 化 的 ， 因 
而 可 局 部 化 测度 也 是 够 广泛 的 一 类 测度 关于 可 局 部 化 测度 比较 
深 坟 的 性 质 基 到 82.4 中 介 稻 ， 

在 1: 中 我 们 将 介 条 EoxrmoropoB 定理 .这 是 由 有 和 限 闪 空间 
测度 构造 无 限 检 空 间 测 诬 的 一 个 基本 定理 ， 这 里 写 出 比较 一 般 的 
形式 , 它 和 局 部 唔 粮 性 拓 扩 窒 问 投影 极限 概念 有 一 定 联系 ,因而 可 
以 用 来 作为 从 Banach 空间 上 测度 构造 局 部 凸 楷 性 拓扑 空间 上 测 
度 的 一 个 工具 . 

在 人 -4 中 介 稻 Kakutani 内 积 , 它 床 仅 是 研究 先 积 空间 测度 
等 价 性 的 一 个 量 , 而 甩 是 研究 拟 不 变 测 度 的 一 个 重 事 的 量 . 


2 筑 度 掀 的 茶 些 补充 知 溃 [第 一 章 


$ 1'1 测度 输 中 菜 些 松 全 
1 调度 的 一 种 扩 瑟 ,中 度 的 限 骸 

本 书 中 把 Halmosfl] 中 关于 可 测 集 的 松 念 作 一 些 扒 广 , 

定义 1:1.1 裔 (G4, 由) 是 可 测 空 间 . ' 肯 4 必 9G， 生 对 每 个 
BEYW, 4NBEYV, I 称 4 是 关于 (G, 器) 的 可 测 集 ， 衣 这 种 可 测 
集 全 体 为 外 

显然 轩 c 包 ,而 且 寻 是 人 富 上 的 o- 代 数 . 车 和 好 是 代数 , 则 风 - 3. 

识 f 是 人 GG 上 实 ( 复 ) 夯 教 ， 如 果 对 于 实数 直 粮 ( 复 平 面 ) 凸 每 
个 Borael 集 4， 集 {9if(g) EA4A} E 入 , 闭 未 称 了 是 (如 , 好) 上 的 可 测 z 
画 数 、 

定义 41.1:3 纹 ( 杂 , 8， 各 是 测度 空间 -， “ 作 (G, 中 上 的 集 轩 
教 应 如 下 ; 半生 已 妈 时 ， | 
和 RA) sop (ANB). 
称 六 汶 测度 点 的 扩张 z 

容易 大 明 , 当 J4E€ 哮 时， ECA) = pa). 因此 以后 仍 权 产 为 史 
这 不 发 发 生 谍 诺 . 今后 对 于 任何 测度 空间 (G, 8, 由， 当 必要 时 ， 
莫 是 把 抱 延 拓 刻 (人 久 , jw) 

再 稳 (G, 入， ,扩张 成 完备 的 调度 空间 (人 9 "), 闭关 
于 (9, 男 ") 为 可 测 的 , 则 称 了 是 (他 , 好 ,wj) 上 的 可 测 西数 . 

当 BE 路 , 有 p(B) 一 0 时 称 时 为 上 零 集 或 简称 震 巢 二， 

定义 1.1.3 识 (G, 和 8, 内 是 测度 空间 ，4 己 弛 , 合 ， 


| 84 {ENAIE EDN}, 
“. 称 它 是 加 在 4. 上 的 限 挝 . 
才 有 0QE 加 使 OA4 的 办 测度 
Ww (OA)=0, z (1:1.1) 
作 员 ,上 的 下 画 数 wu 如 下 :当主 E 始 时， 


-malANB -pt BNO). ”| 这 ) 


二 测度 堆 中 芋 些 概念 3 
称 ja 为 测度 上 t 在 妃 上 的 限制 ， 

引 理 二 :1-1” 识 (GQ, 加, jp) 是 测度 空间 ， 4 是 的 于 第 活 合 
条 件 过 尘 ' 二 ， 则 中 在 冯 上 的 限制 ja 有 确定 的 意义 ,而 且 (44, 熙 4， 
4 也 是 调度 空间 . 

【 诈 】 这 个 引 理 中 要 让 明 的 只 是 ja 的 总 尽 的 确定 竹 ;其 余 的 
部 分 是 显然 的 . 

坑 且 , FE 入 , 而 且 4 站 再 = 二 由 五, 要 证 明 ws 的 确定 性 也 就 
是 机 就 明 

ENO)~nF NO). | (1 .1.8) 
不 妨 咒 轴 忆 FF， 不 然 的 语 , 换 五 为 吾 U 了 好 了 .， 那 末 由 4N 作 二 4 
儿 玉 ,二 C 了 立即 可 知 
AN (FB)=0, 
印 CNADIOCNAINUON 怒 ,但 (ON4) 一 0, 因此 CPNO) 
站 的 ) 一 0 这 就 是 志江 : 引 ， 诈 毕 


2° 天数 空间 由 (0) 
z 我 们 后 面 要 用 到 取 值 于 Hilbert 宏 贻 中 的 向 量 的 抽象 画 数 的 
”空间 ， 上 寺 引 进 如 下 的 构 合 ， 
定义 4.14.4. 设 器 是 Hiibert 空间 ，Q= (4,，%3， 是 一 济 

魔 空 间 ， 妈 设 是 口上 抽象 画 数 ，(i) 对 每 个 gEG, (9) EH 
(地. 双 管 个 vE 五 ,数值 画 数 (f(g9), t),，9EQ, 是 人 上 可 测 而 
数 ，(iii) 什 域 {f (9) lg E63 包含 在 五 的 一 个 可 析 子 窗 间 中 ， 于 
末 称 了 是 可 测 画 数 ,这 种 画 数 翁 体 庐 成 人 (HH, 0). : 
次 易 四 出 ， 2 (五 ， 日) 按 画 数 加 法 及 画 数 引 法 成 为 入 性 宏 
间 . 

引 理 1.1.2 设 {se,, AE.} 是 Hilbert 空间 五 上 党 备 就 范 直 
交 采 , 划 了 E 对 (可 9) 的 充分 必要 条 件 是 存在 一 列 {hn} C4 以 及 
3 参看 Halmos[1。 


aa 


全 讲 麻 过 的 某 些 补充 知 证 。 . [第 一 章 
QQ 上 一 列 可 测 丽 数 了 ,使 
WDE 14) 
【证 】 让 了 满足 引 理 1-1.2 的 条 件 ,上 划 了 的 值 域 包含 在 {en,,% 
一 1] ,2,…} 强 成 的 可 析 空 间 之 中 , 而 且 (f(9) ,WW) = 了 f(g) (es 四 ) 
是 可 测 的 、 反之, 车 是 可 测 的 , 发 开 是 包含 了 的 值 域 的 可 祈 入 
性 阴 于 空间 , 裔 {ga} 是 型 的 党 备 就 范 直 交 系 , 对 每 个 上 必 有 一 列 
{XV} A, 使 得 
一 ~ Tp, Bi Jexg ， 
因此 了 的 值 域 合 在 (oe. 天 一 1， 3，.. 了 引 成 的 可 析 和 交尾 于 于 空 
加 中 .由 于 (Fep) 是 @ 上 可 测 画 数 ,而 且 


fi9) -这 (Ff, En) Or, 

所 以 满足 引 理 中 条 件 . 证 毕 . 

奚 革 1.3 阁 @, 了 FEEH, 0), 则 (f(D), gpg( 人 四) 是 日 上 可 
测 丁 数 . 特别 , f(g) |? 是 2 上 可 测 画 数 . 

【证 】 利用 中 理工 2， 有 {en} 使 起 -4:4 万 立 ,因此 
z (Flg), pO = Tf, 60) (9), ow), 

立即 知道 (f (9)，9()) 是 可 测 苹 数 . 宝 毕 ， z 
定义 1.14.6 识 五 是 Hilbert 空间 , 人 = (他, 见 ， ww) 是 测度 安 

羡 , 合 品 ( 二 , 人) 为 对 (五 , @) 中 满足 条 件 / 


| ,9 bar(g) < / (1:5) 
的 图 数 全体 , 按 内 积 : 
: Fs, P=) Fg), pg)dplg) 16) 
所 成 的 内 积 空间 


电台 1-1-9, 0 ， gp {9)), gER, 再 是 避 上 可 调 夯 数 ， 及 由 子 和 件 夺 - 工 : 5) ， 
1, valeotiano <w, 则 | | po lasto) <| 。 rn de Wl) oe, 
部 (ff 中) 有 确定 益 半 。 和 寺 电 腑 症 , (7， 他 确 是 中 (人 号 上 内 积 ， . 


#1:1] 亚 度 堆 中 某 些 新 念 
到 (9) (或 亚 (9)) 为 通常 的 可 测 再 太 可 积 画 数 空间 ， 
定理 1.1.4 识 {6,, AE 滑 是 及 中 完备 就 范 次 变 采 ，H， 

一 {f(g)e, |f EastG)}+， 那 末 : 

,4) 一 OH, (1.1.7) 
【 诈 】 以 ER( 囊 , 9)， 由 引 理 1.1.2， 有 一 列 {Xs} C4 使 

(L714 破 立 ， 妈 因为 |fm(9) | 所]f(g)， 所 以 fELa(Q)， 刀 

fw(9)em€ 有 因此 了 E 之 钊 ,也 就 是 说 / 落 在 ("17) 古 

边 ， 讨 毕 ， 

我 们 再 留意 , 若 廊 .()euwxE 五 一 1 2,…, 而且， 


Sf te | < oo, 
于 未 接 t: 工 .4) 作 了 EH( 机 , 他， 这 时 


人 UPann -| fs lap(9) ~ el < 


因此 了 Ee 尺 ( 吾 , D ， 由 比 易 证 z 
第 1-5 型 ( 百 , 站 是 Hilbert 空间 . / 
我 们 可 以 看 出 如 ( 瑟 , 8) 与 五 的 有 具体 形式 关系 不 大 , 重要 的 
是 五 的 摊 数 一 一 朗 吾 中 完备 就 范 唐 交 有 系 的 势 . 著 豆 是 志 厅 的 ， 
则 改革 豆 为 HE, 改 记 味 ( 五 , 加 为 避 (Q)， 特 别 当 一 1 时, 理 ， 
可 静 为 实数 让 太 (或 复数 平面 )， 这 时 好 (9) 就 是 六 (9)， 
一 般 ， 我 们 合 I?(0) (或 L,(0)), gp 之 1, 梁 示 人 上 pp 方 可 积 
的 可 测 图 数 会 体 按 通 常 的 入 性 运算 及 范 数 


Fl,= (| If) Pen ) 


所 成 的 Banach 空间 双全 .02) (或 5”(0)) 表示 2 上 本 性 有 
界 可 测 茵 数 全 体 按 通常 运算 太 范 数 
人 一 inf sup |f tw)| 


二 让 EE 
所 成 的 Banach 空 乔 . 


6 清 座 锌 的 某 些 补 让 知识 [第 一 容 


8° 决定 集 

定义 1.1.6 褒 {G, 四 ) 是 一 可 测 空 间 , 入 是 go- 代 数 ， 双 酸 全 
是 (G, 见 ) 上 一 族 可 测 画 数 ， 而 且 不 存在 任何 子 c- 代 数 风声 由 ， 
好: 关 妇 ,使 罗 成 为 {G1, 出 上 的 可 测 画 数 族 。 那 末 称 作 是 {G, 区 ) 
上 的 决定 (西数 ) 集 , 称 风 是 由 史 决 定 的 好 上 cc- 代数 . 

容易 知道 , 设 介 为 一 集 , 马 是 他 上 的 一 族 画 数 ， 那 未 唯一 地 
存在 着 由 多 决定 的 e- 代 数 好， 事实 上 ,只 要 合 骨 是 包含 形 如 

wf) EO, gEG, fED, 

(G 是 实数 ) 的 -一切 集 的 最 小 o- 和 代数 好 了 . 

定义 1:1.7 谣 如 = (G, 由 ， 几 ) 是 一 测度 空间 , 凡是 上 的 一 
族 可 潮 羡 数 , 如 果 对 于 总 揭 任 一 ac- 有 限 集 4, 当 妈 见 , 是 册 多 次 
定 的 和 4 上 的 ec- 代数 时 ,局 的 每 个 舍 在 4 中 的 可 测 子 集 凡 和 和 82 中 
某 一 集 相差 一 六- 零 集 , 那 末 称 匈 是 中 上 的 决定 ( 画 数 ) 集 . 

显然 , 车 写 是 (GF, 员 ) 上 决定 集 , 则 名 必 是 (G, 由 ,HA) 上 的 次 
定 集 ， 
: 本 再 1 1.1.6 改 兄 是 测度 空间 @ 上 的 一 上 雍 有 界 可 测 画 数 ， 而 
且 匈 按 通 当 的 运算 成 为 含 草 位 元 工 的 代数 ,同时 包 双 是 口上 的 决 
定 集 ， 人 
任 取 pEI(D), p 庆 0, 合 Tt9, p) 是 QQ. 上 适合 条 件 


f=(| lf 009 pan) < 


的 可 测 阔 数 了 本 体 接 范 数 | 站 所 战 由 昭光 宕 空间 ， 那 末 包 是 在 
了 2 已 ，p) 中 称 密 的 . 
”“ 【{ 起 】 全 全 是 形 如 


1 {sfs le) € te bil , fi (1:1.8) 


1 和 这 里 号 而 当 b= 时 ， 攻克 有 业 以 示 丸 王 时 的 完 新 爹 体 ， ， 


‘111 测度 狐 中 景 些 答 本 “ 7 


的 集 谷 导 , 全 是 气 中 有 限 个 集 的 和 梨 全 体毛 成 的 集 族 ， 慰 末 和 个 是 
代数 .事实 上 ，GE 各 是 显然 的 谷中 的 任意 有 限 个 集 的 和 和 集 或 
授 扫 也 显然 属于 企 ， 只 要 证 明 窜 中 集 的 宗 集 属于 寄 ， 就 知道 芋 是 
代数 . 春 鼻 看 出 ， 只 要 闪 明 名 中 集 的 余 集 属于 于 好 了 本， 而 这 一 点 
司 由 下 式 立 即 得 到 : 


GNDE Fil) E (wi, Bs]} 


| 多 天 多) E《 一 ce， 四 ES (b,, oo)}, 


因此 宫 是 代数 . ， 

合 和 是 久 在 Za(O ) 中 的 包 , 那 未 由 于 多 是 剖 性 的 , 9" 是 
线性 闭 子 空间 .现在 来 证 明 对 一 - 切 胃 E 窜 , 召 的 特征 画 数 Ce EV? 
发 户 … 才 ,ED 那 末 必 有 正 数 使 得 对 一 切 9EG, Hf1(g) | < 丰 

j 一 1，2,…, n， 作 区 间 [ 一 6 多 :上 的 西数. 


i, Elm, 门 上 一 二 #1], 
0 tsE[—E, AI、 ta;, 01. 
容易 鞍 明 , 存在 多项式 序列 [pm 3 一 4， WW 9 一 ,2 使 
得 | | 
.max pmil2) le, (1:1.9) 
而 且 , 对 每 个 j, 当 wE[ 一 &, £8] 时， : 
lim poi) = (ys), {1:1-10) 


若 记 人 :1， 中 中 的 货 为 吾 ， 那 末 出 过 二 :10)7 容 易 和 看 出 
其 zw 一 站 由 GD Org). (1°1.17) 


TT 和 


因为 名 是 具有 单位 元 1 的 代数 ， 因此 pmlg) =J1pm(f3(9)) ED, 


四 -1:9)， | 所 ”再 根据 Lebesgue 控制 收 雹 定理 ,得 到 
lim 1 gm 一 Coil 一 0. 


因此 , 当 上 EE 人 久 时 CytED. 若 ,BES, 则 本 : 门 玉 s 持 名， 及 由 


8 禾 谋 擅 的 基 些 补充 知识 [第 一 章 
Opum™— Ont Cs,— OpnE, 
和 ?的 糠 性 ,得 知 CQz,us,E 它 ， 因 此 对 一 切 BE 从, Op GE 中， 
车 加 (0Q, p),， 尾 有 非 需 的 向 量 p EE “ Pp) ;使 得 
久居 ， 码 此 对 一 切 包扎 窜 ， 
| PPA — |cazpan =0., (1 12) 
利用 积分 的 可 烈 可 加 性 得 知 ， 对 于 包含 和 的 最 小 cc- 代数 入 中 的 
和 集 百 , 红 -14.12) 电 矶 袜 . 全 = 和 1pt9) 六 0 , 那 末 4 是 总 的 er 
有 限 集 由 们 的 决定 性 ,对 于 4 的 每 个 可 测 子 集 五 , 必 有 也 E 冲 ， 
”使 辣 们 和 与 五 只 着 一 性 帘 集 、 因 此 由 民 '1.12) 得 到 


| pean~—| ,gpdp—|, Podnw—0, 


所 以 对 几乎 一 切 yEA4, yg (0) 一 0， 这 就 是 说 ,yp 为 了 (9， P? 中 的 
堆 向 量 ， 这 是 矛盾 ， 因此 有 号 一 下 (四 ，P) . 坦 毕 - 


4” 芭 积 空间 上 的 测度 

我 们 注意 , 虽然 Halmos[1] 中 只 考察 过 可 列 个 测 诬 空间 的 滋 
“ 积 ,事实 上 那些 处 理 方 法 也 可 用 来 定义 任意 个 测度 空 阐 的 柔 积 , 这 
里 不 准备 详 杀 叙述 . 舍 后 绪 测 度 空 间 族 {0 = (G。 ,Ba to) ,EAU} 
的 乘积 空间 为 X 0 或 CX Go 兴 见 。， X jon)， 我 们 再 号 出 下 面 
一 些 明 显 的 事实 . z 

吝 (GG, 轨 , jw) ,一 1,2 是 两 个 测度 空间 , (HH, 名 ,v1) ,一 1,2 
是 另外 两 测 度 空 疝 ， 那 末 (Gx 瑟 , 男 x 针 上 的 测 诬 jw Xv 对 于 

va xX zs 和 对 连 粮 的 充 要 条 件 是 器 安 w3, viv9， 这 时 有 


di xv, RR) Ami(0) dvitf) 1. 
dexvg hy dmatgy dt Nl) 


设 本 0 一 (G5 车 y, pn)， = 了 2,…-} 荐 一 谢 概 率 测 底 守 了 间 全 一 (他 ， 
出 ， 由 一 X06， 记 0m- X00, 一 (GW, 时 pH)， 对 于 每 个 


-doe ™ "rr = mm en Lt = aa 站 站 ee oi] 由 Ci 


1) 测 府 锦 中 基 此 区 念 9 


Em9),， 作 名 上 的 贡 数 9g 一 了 (9m)， 这 里 9g 二 和 ay 和， 
gn 显然 这 个 丙 数 属于 了 (9) ， 
这 样 把 (0m) 典 大 2C8) 成 为 (9) 的 阴 苞 性 于 空间 . 合 卫 ， 
是 20O) 到 (2m) 的 投影 算 子 ， 候 旗 

引 理 1.1.7 {P,} 强 收 仇 于 恒 等 算 子 工 

【证 】 星 然 腹 过 Pi 去 … 去 已, 过 …， 我 们 只 机 新 明 昌 
~ LI2(Qm) 在 2(Q) 中 稠密 好 了 含 多 是 咏 中 有 界 可 测 画 数 
全 性 , 显然 史 是 合 有 单位 元 1 的 代数 . 然而 对 任何 % 及 %w 灯 空间 
的 Borel 化 点， 

F= {gg= {91, ga， ‘EQ, gy, nf EB 

的 特征 画 数 OgE 2(CQm)， 因此 OgE 人 DH， 及 形 如 证 的 集 从 体 张 
让 另 ， 因 此 多 是 台 的 决定 集 . 根据 引 理 1.1.7, 已 是 IO 中 稠 ， 
窗子 集 . 证 举 . 


5° 站 粮 和 和 邮 广 本 

是 义 Tu 蕉 19o 一 (Co, 3., Le) ， oC 所， 是 一 睹 测度 空间 ， 

其 中 {Gs, a€ 吕 是 一 族 互 不 相交 的 集 .部 G4 一 G6， 合 蜀 是 下 面 
形式 的 集 : 

凡 一 Uj 4 yp {oa， dys "yy Dn, 小 过 总 (114) 
的 人 生性. 丘 是 (Ge, 让) 上 的 如 于 的 集 画 数 : 当 用 形 如 民工 14) 时 ， 
pA)— EB nu 人 4)， 

那 未 称 侣 一 《G, 罗 ， 4 ) 为 测度 空间 {0。, a E90 的 次 接 和 ， 汉 当 

ja (Ga) < 之 o0, aE 和 时 ,我 们 称 {人 Fs, aE 旬 是 人 9 的 一 个 部 分 . 
是 然 ,定义 二.1.8 中 的 如 得 是 测度 空间 ， 
引 理 J:T-:8 讼 一 (7 站 ， 及 ) 是 一 族 油 度 空 间 萎 如 。， 入 ya， Ha 


a 所 和 的 直接 和 、 那 未 BE 的 充 要 条 件 是 对 每 个 EE 外， 
得 


i6 釉 应 和 贡 的 某 些 补充 知 汶 [第 一 - 章 z 

z BNG,. ES,, | .15). 

而 且 这 时 | 

£(B)— Bp lBNG,). {416) 

【 寺 】 若 好 满足 条 伯 ( 1.15) ,对 形 如 (I- 14) 的 4， 显然 
ANB= U (As, NB), 


因为 人 1.15) ，4。 门 好 E 刚 。 轴 因此 吾 捷 兽 反之 ， BES, 
4aE a, 则 有 
(BNG) NAs= BN A EY, 
然而 8 站 4. 二 Ge, 因此 BN 4。€ 轴 a, 郎 得 (L115). 
”再 来 且 明 红 :1.15)， 层 4E 旭 形 如 (1.1.14) , 则 
(BNA) -Eu BNA <E nal BN Gs), 
郎 得 | 四 
p(B)=sapu (BNA)<E Ha(BNGS), (1'1.17) 
车 (1.1.17) 的 右边 是 有 限 数 ， 则 pa (GN B) >0 的 a 最 多 只 有 可 
现 个 ， 到 为 如 ， sy 因此 
na =-Eua(GNB). 11.18) 
当代 17) 右边 一 co 时 ， 当 然 也 可 以 找到 mm …， aw,… 时 使 
L118) 成 立 ,然而 po,(Ga 由 2) =p(Ga 几 B), 因 此 
: p(B) DuaG NB Ep GaN B).. (1'1.19) 
将 红 .I-47) ,入 ":18) 和 (I-19) 精 合 起 来 , 归 得 入 -16). 
” 标 1.1.9 在 引 理 1.1.8 条 件 下 , 屋 下 GE 香 , 则 吾 为 零 集 的 
充 要 条 件 是 对 一 切 &€ 秘 ， Hal BN Gs) =0. 
[而 1-- 切 订 仙 =(G, 入 , /是 测度 空间 , 若 G,, mn 一 1,2,…; 
是 见 中 的 一 列 互 不 相交 的 集 , 且 G~ (J) G,, 则 {G nn 一 1 2,，…} 
是 日 的 一 个 移 分 ,。， ，. 
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就 2 一 (G9, 归 ，1) 是 测 庶 空 间 ， {Ga we 中 己 轩 为 一 族 也 不 
相交 的 第 且 9 一 jG. 当 虹 是 不 可 列 集 时 , {Gis, a€E 吕 不 一 定 是 
8 的 判 分 ， 例 如 保 是 [0, 切 区 间 , w 是 Lebesgne 测度 ,显然 {{@}， 
aE [0, 要 } 不 是 [0, 1] 的 前 分 / 
县 Qs 一 (G。, 入 ,jo) ， acE 台 是 一 族 测 度 空间 ,DO (G8, jp) 
是 它们 的 直接 和 ,车 对 每 个 a€ 拨 , 在 Ge。 上 答 定 了 关于 9。= (Gt; 
8 pu) 可 测 的 面 数 疡 , 那 示 定义 Gf 上 的 画 数 太 如 下 : 当 9EGe 时 ， 
TU) =—fotgi. 


因为 对 每 个 Borel 和 集 才 和 a€ 妆 ,此 


{ylf gy EANG— {gf EA 
是 可 调 的 ,因此 了 是 可 潮 的 ， 此 外 ,容易 证 明 
引 理 开工 10 说 如 = (@, 叶 , pw) 是 一 测度 空间 族 {82。 一 (Gu 
好 。，jia)， 0 七 拉 } 的 直接 和 各， 把 每 个 fa EL Me) 延 拓 底 日 上 的 图 
数 , 民 在 全、Gs 中 规定 为 0,， 那 末 
(0) ~ HBL A. 


6°* 群 上 的 删 度 
”我 们 后 面 常用 的 群 上 济 座 是 下 面 的 一 种 淹 度 ， 
定义 4.1.9 设 避 是 一 人 群 , 轩 是 GG 的 菜 些 子 集 粗 成 的 0- 环 ， 
2 一 (G, 好, 1 是 测 诬 空间， 如 果 有 G9 的 子 群 人 6， 各 侣 按 俩 级 
左 ( 右 ) 陪 集 系 {Gs aE 吕 3 使 GE 加 ,而 且 Gs 是 go- 有限 的 . 及 车 
记 加 。, Wa 为 好 ,在 Go 上 的 限制 ,如 果品 是 人 Ga 风 。 wo) ,a 蕊 对 
的 直接 和 , 则 称 马 是 准 ec- 有 限 的 ， 
定义 1.1.10 届 台 是 拓扑 空间 ，(G, 入 ,pw) 是 测 庆 空间 ， 如 
时 对 每 个 知人 EGG, 必 有 和 的 环境 太 E 册 使 AP)<co, 则 称 (G, 四， 
上 是 局 部 有 限 的 ， 
例如 当红 是 局 部 紧 群 时 ， G 上 的 Haar 测度 空 阳 就 是 局 部 


站 a ™ 
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有 限 的 ， 
当 (个 , 入 , 站 是 局 部 有 限 的 调度 空间 时 , 对 G 中 每 个 紧 集 C0， 
” 必 有 开 梨 OE 风 ,使 上 (0O) 天 co 

事实 上 , 对 于 每 个 E00 有 VsE 轩 使 ww(Vs) 二 20， 由 口 的 紧 
性 ， 必 有 ,使 0 一 VU…UF。 二 CG， 这 个 0E 妇 , 而 且 


#0) < 六 ws) <0. 


引 理 |- 4- 入 规避 是 局 部 紧 群 , 她 是 由 好 中 一 切 紧 集 张 成 的 / 
z- 环 ,如果 (好 , 由 ,1 是 局 部 有 限 的 测度 容 闻 , 那 末 它 是 准 c- 有 


限 的 . 
【 蔷 】〗 任 取 Gf 中 单位 元 e 的 环境 三, 使 的 包 C 为 紧 集 ,而 


且 0Q=07， 合 0 表示 00.…0O， 作 
Go=l J 0., 
t=1 


由 于 0 是 紧 集 , 0? 是 乘积 拓扑 空间 GXG 中 紧 集 0 x0O 焉 过 连 塘 
映照 (%, 念 一 地 后 的 象 ,所 以 0 是 紧 集 .同样 地 C' 是 紧 集 ,也 就 
是 说 C 是 测度 有 限 集 ,因此 Ge 是 o- 有 限 的 . 
全 {Go ac 时 是 如 按 G 的 左 障 集 系 ,显然 GG。 出 是 可 列 个 紧 
集 的 各 ,因此 Ge 也 是 o- 有 限 的 ， 仿 荐 (G, 轩 , 四 是 {(G 归 。 jo) ， 
a EA} (这 里 8。， ko 是 加, 在 Gs 上 的 限制 ) 的 直接 和 .由 于 由 
是 由 G 中 紧 集 信和 体 张 成 的 ,只 要 诅 明 对 每 个 紧 集 区 忆 他， 
n(E)~—D url KN Gs) 


好 了 ， 由 于 we 区 TB) 一 pL 及 门 Q.), 只 要 谣 明 使 w(K 站 0) >0 
的 & 最 多 只 有 可 烈 个， 事实 上 ， 因 海上 是 聚集 , 必 有 有 限 个 
I, x 司 . 

LU (sp) oR. 

屋 物 EGoe， 出 于 -CC OT oC = oy 所 以 


hn 


。 ,i 
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Kc UG 
因而 当 a*o; ;mw 时 区 人 Gs 一 0, 好 w(KNG) 一 0， 证 比 
系 1.1.12 局 部 紧 拓 扑 群 上 的 Haar 测度 空间 是 准 -有 限 
网 
下 面 我 们 再 介 厅 局 部 紧 群 上 有 关 Haar 测度 的 积分 的 一 些 知 
识 . 在 下 面 的 三 个 命题 中 都 设 避 是 局 部 紧 群 ,而 且 ,8= (9, 内, j) 
是 犁 上 左 不 变 Haar 测度 宏 间 . 
引 理 1.1-18 识 4€71(Q), 《E14(0) (或 2(0)), 于 
(ar€) (g) ~) lg élgrigdu(g), (1-1.20) 
则 axE EO) (I2(0))， 又 当 Gf 是 交换 群 时 ovE 一 fx. 
【证 】 设 E 也 (9Q)， 由 Fubini 定理 ， 
| (atg)é (gg) ar gp )anlg) 


一 上 (人 lelgn)é oro) | GO 的 Jap (Cg) 


-| lolgs) az 人 el， (C11.21) 


因此 art EDGY). 而 Bierélis alrléla. 
设 二 EEC， 由 Uauchy 不 等 式 ， 


(fagyé Crp) lan(gs) ) 


<|[ ,lelg) lon (gy) | lol) HiésCgr'9) ar(g). (Le1°22) 
双 所 E 于 (9) ,在 民 "1-21) 中 以 各 易 就 得 到 / 


| (eg egrn an gy) )artg) < hellél. 
(1.1.28) 


在 民 -1-22) 两 边 对 g 积 分 之 ,并 利用 忆 "1.28) ,我 们 得 到 
{lalgoé (gr'g) an 人) aplg) <1ole 
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因此 ex ELMAQ) 而 是 |oxtls<< bel |s. 

当 人 如 是 交换 群 时 , 上 5 也 是 厂 站 变 的 , 而 且 dn) 一 dmg7)， 
在 [I-120) 中 例 9' 一 9971, 则 志江 20) 化 成 z 

(ax 有 (g) = Jalyig)é (9g) dry), 

即 得 get =tx4， 证 些 . 

引 理 1-1.14 设 芭 EL), 央 必 有 {go} 局 (人 OD 使 

lim eax — sis~—Hm|e*n — nla=0, 《| 


[BE】 改 可 是 G 中 单位 元 的 一 个 环境 , 且 pp(D) <oo， 作 
1 
区 (的 二 1 LU) 
了 EL ， 
则 ZoEI(Q)， 这 时 | Zo(9)dp(9) ~1, 因而 
(Zork) (9) EC0) ~ [ZugD C9519) ~ (9)) dp (gq. 


记 ég7'9) 一 如 (9)， 在 C11.20) 中 以 Ze 代 装 4 又 以 E(g7'9) 
一 人) .代替 (gr'g), 并且 对 9 进行 积分 得 到 


Zong é18< | (| Zulgy) (or'g) —é (9) dp (91) ) CBN 
<12zl Zo Cg) | léom 一 和 But(g) 
< sup os: —€ 2. : 


我 三 知 道 对 和 葵 定 正 数 8， 存在 着 只 有 紧 支 集 的 速配 夯 数 上 ,使 
[Er tls/38。， 而 对 于 人， 有 单位 元 的 环境 VV. 使 得 当 U CV 
1 万 U 时 ， 


9 所， 


CO [a<e/3, 
汉 此 洗 于 这 个 U, 利用 上 2vli=1 得 到 z 
lst-él<I20 (EE) + | sige — 6 
«2 el tmarle, —é" 1s 8. z 
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对 于 小 ELGB) 及 S>0， 也 有 单位 元 的 环境 市 ,使 得 当 U CW 
时 ， z z 
[Zom mise. 
取 本 一 , 屠 床 


大 入 
1 1 
|anwé —éla<e, jg 一 < 去. 


让 得 代 ' 工 .24)， 诈 毕 . 
系 1.1.15 讼 £€17(Q)， 若 对 一 切 a€ 1(Q), axe-0, 则 


pr 
| 
= 


【起 】 取 {8}c09) 使 夺 ' 工 24) 成 立 ， 则 由 mr 性 一 0 及 
(1134) 立即 得 到 一 0. 


7T” 托 也 宪 前 上 正 期 于 度 
在 本 书 中 ,我 们 将 较 多 地 限制 于 研究 拓 着 空间 {不必 是 局 部 紧 
的 ) 上 的 正则 测度 / 
” 定 久 I 民 ' 姑 巩 好 是 拓扑 空间 ，(G, 轴 , jp) 是 一 测度 空间 . 
如 果 对 每 个 再 所内 ， z 
Hi 再] =inf{w{U) |U EB,U 为 包含 百 的 开 集 }， 
那 未 称 (G, 多， pw) 是 外 正则 的 .如果 对 每 个 如 各 办 ， 
(一 sup{fp(O0)1C EB3,O 是 五 中 闭 紧 集 }， 
那 末 称 《G, 站，p) 是 内 正则 的 . 如果 (G, 男 , A) 弃 是 内 正则 肥 是 
外 正则 的 , 那 未 称 (G, 名 , 放 ) 是 正则 的 . 
我 们 鞠 研 究 测度 宏 间 废 为 正则 的 某 些 条 件 . 
引 理 二 -16 误 G 为 拓扑 空间 ，(G, 风 ， p) 为 有 限 测度 空 
间 +， 逆 末 它 成 为 外 正 划 测 度 空 间 的 充 要 条 件 是 对 每 个 各 E3, 有. 
再) 一 sp 六 | 再 和 好, 也 为 含 在 中 闭 集 }.。 {1.1.25) 
【 诈 】 我 们 知道 (如, 4) 成为 外 正则 的 充 要 条 件 是 对 每 个 
这 时 轩 是 代数 . - 和 z 
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厨 筷 泛 ， -有 开 介 序列 区 性 寻 适 全 OD A WO,) 一 上 五) 证 
G 收 五 = 总 ， 那 未 外 正 旭 的 充 要 条 件 就 是 有 瑟 , (一 如 OO 二 吾 ' ,使 
得 -> (EB ), 而 这 也 就 是 条 忻 民 :1:265)， 诅 睹 . 
引 l 理 11:17 玲 各 是 可 析 的 距离 空 间 ，( 们 , 员 , ) 为 有 限 测 
度 空 向, 肥 设 一 切 球 都 在 别 中 , 那 末 对 任何 正 数 e, 必 有 客人 至 有 罚 
【让 】 敲 世 四 为 G 的 逢 密 点 烈 、 各 (e,， 8) 光世 如 人 慨 中 心 就 
” 刁 秆 径 蜀 朋 球 , 那 末 对 尾 箱 自然数 / 
| US(e 天 )=9. 
玉 此 有 目 然 数 和 () 使 得 
各 (天 
人 >- 二 
作 集 


页 (1.1.36) 符 易 洗 出 
NO< 申 w( 人 四 s( 坟 )<。 


然而 由 CQ 的 作法 , C 是 元 全 有 界 的 . 事实 上 , 对 任何 >0, 取 自 


然 数 上 使 三 一 5， 那 末 o, …， zym 成 为 C 的 中 网， 姓 毕 . 


定理 工 .1.18 裔 眉 是 可 析 的 完备 距离 空间 , 加 是 由 妇 的 一 项 
天 集 张 友 的 -代数 ,只是 (G, 只 ) 上 的 有 限 测度 ， 那 末 (G; 吗 , jz) 
是 正则 的 测度 空间 . 

【十 】 根据 引 理工 工 T7, 对 每 个 自然 数 %， 必 有 紧 集 0, 使 


p(GNO,) < C1:1:27) 


由 于 Cs 也 是 Baire 和 集 而 且 是 紧 集 ,把 测 府 点 限制 在 OC, 上 时 , 上 是 
Os 上 的 正 出 测度 ， 因 此 对 每 个 也 ECE 浊 ， 有 紧 集 ,全 时 ,使 三 加 
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0 而且 
p((BNCOINF)<T, {1.28) 
由 于 NFCGNGTICENO)NEF,I, KM(L.1.27), (1-.1.28) 
得 到 z 
/ p(B) <p( Fs) + 
因此 得 到 3 中 一 列 阅 紧 策 P 己 昕 使 jC) >p( 四 ). 这 就 鞍 明 了 
【全 器 ， mw) 的 内 正则 性 ， 再 由 引 理 二 :1:16， 测 论 记 是 外 正则 的 
放 毕 . : 
8” 扒 率 龄 中 的 茶 些 术 族 
我 们 入 略 地 叙述 一 下 后 面 用 到 的 概 兴 论 中 的 一 些 术 语 ， 避 
S 一 (D, 员 ,了 ) 是 概率 测度 空间 , 革 (@), w EQ 是 5S 上 的 可 测 画 数 ， 
那 霖 称 芋 (w) 是 (8 上 的 ) 一 个 随机 变量 9?、 称 


再 (ez 一 | ezeodP (0), 一 co<t<oe 
为 随机 变量 耻 的 特征 画 数 ， 如果 五 (JEZP(S), 称 
再 (五 ) 一 人工 (o)aP(aw) 
为 随机 变量 下 的 平均 值 或 数学 期望 如果 ELC3), 称 
eX BF- ER)Y 一 | (R00)— BOE) AP(e) 
为 了 的 方差 。 如 果子 ,了 是 两 个 随机 变量 而 且 (*), 了 Y(*)E 
I2(S), 称 
EB(XY) -jz (0)Y (oaPte) 
为 卫 和 了 的 相关 数 . 发 及 1, -…, 轩 , 是 上 的 %w 个 随机 变量 ， 作 
条 实 空间 及 ,上 的 Borel 测度 如 下 : 若 如 是 有 ,中 的 Borel 第 ， 


间 规 定 
b 本 书 中 一 般 只 考察 实 面 数 的 情况 ， 
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p(B)=P({o| (io Hal)) € BE}). 
这 个 儿 是 松 率 测度 ， 称 它 是 节 ;，…， 子 , 的 联合 (概率 ) 分 布 ， 有 
时 称 画 数 
(ni 一 P({{w| 斑 ， (om yl 2, ,0)) 

为 及 1，…, 于 ,的 联合 分 布 图 数 ,特别 当 m 一 二 ,于 一 卫 时 称 以 ( 相 
应 地 了 ; 为 随机 变量 了 的 萄 率 分 布 (分 布 钾 数 )、 容 易 算出 , 若 彤 
是 并 by …， 互 vs 的 联合 分 布 , 则 对 于 任何 有 界 Baire 丽 数 有 


BOX «7, Ro) = fF), ee Ro) AP Ce) 
一 | | 7 ea， Us Tn) DH (D1, 2 Vn) . 


9° 测度 之 商 的 秀 对 加 和 访 性 与 奇异 性 
我 们 身 介 下 关于 Radon-Nikodym 导数 的 极限 定 更， 六 此 上 先 
缠 进 下 面 的 次 念 . 
定义 1.1.12 设 3= (9, 久 , P) 是 概率 测度 空间 , 3,，…, 好 。 
是 一 粗 ec- 代 效 , 外; 王 旭 于 … 它 好 性 时， 双 届 af(o)， ,wlw) 是 
必 上 的 一 租 ( 实 的 ) 随 机 变量 , 妈 避 关于 人 旧 ， 8) 是 可 浏 的 ， 如 二 测 
| TS < 以 及 任何 集 EC 私 ,, 有 


{saP(o) < saw)dP(o), (1.20) 
那 末 称 {m, 加 :一 1 包租 谍 训 上 的 补 martingale., z 
显然 ,车 {m4 由 ,$= 一 1,…, 叶 是 牢 martingale， 则 对 于 任何 
正 数 e 及 任何 AE 汶 ; 有 
| max(m(o)—e, OaPlo)={ (mw) odP (0) 


Fiatwj 


es (mri) — 0) de) 


/ <| max (wiri( wm) 一 吕 OaP (nm). 
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国 此 fmazfmfo) 一 6, D0), 和 B=1 ,1 } 也 是 守 Inartingale， 
我 们 还 要 用 到 下 面 的 一 些 量 ， 让 行 ,…', 5w 是 任意 一 粗 实 数 ， 
1 和 ?Ys 是 西 个 实数 ， 和 之 93， 写 力 是 满足 名 所 7 的 指标 3 中 最 
小 的 一 个 ,v3 是 满足 如 宇 79， 3 了 之 吉 的 指标 j 中 最 小 的 一 个 ，vs 是 
满足 名 志 ',j 了 之 v3 的 指标 了 中 最 小 的 一 个 ,…: 如 果 继 炉 下 去 ,得 到 


和 
这 样 可 能 定义 的 zx 中 的 最 大 数 下 为 m， 记 B 为 不 超过 公 的 最 


大 整数 , 称 鸭 81, sn 穿 过 [+1, ?a 的 次 数 . 
引 理 工 T.19 设 {ew), 时 $ 一 1 ，…, nn} 是 构 率 测度 室 间 
一 (0, 和 P)} 上 的 第 martingale, 训 六 ,Ya 是 机 个 实 数 ， Ti, 
对 每 个 EQ, 配 (ao) 为 由 (o)，…， ao(w) 穿 过 [ra rl 的 次 数 . 
那 末 


E(BIE — 人 Ti, 0)) 
< da tinl) ~ (11-80) 
[ 邦 】 我 们 留意 人 1.1.30) 第 一 个 不 等 式 是 显然 的 ， 今 厌 第 一 


个 ， 先 发 

T=, ww 0, =, ,WE (1:1.81) 

对 每 个 中 巨 旨 ) 笛 袜 (oo)， mp， 人 ao) 为 上 面 的 妆 ,， …， ,得 

到 相应 的 数 ma(o) (一 1),，…, pmew(@) 及 Blw)。 容易 看 出 8B(w) 
基 可 测 泵 数 ， 以 后 为 方便 起见 , 对 于 适合 关系 品 (o] jn 的 
规定 vj(w) mn 十 1， 这 样 得 到 的 v(@),…, va(%) 也 是 SS 上 可 测 
图 数 、 我 们 再 定 竖 可 测 画 数 wa ,un 和 az 
1, ffe) ， 
ws ee) 小 So 但 + 为 偶 煞 ， 

0， zfoy<jsotako)y， 但 了 为 奇数 ， 


so) —m(0) + Ds) (oo) 一 aa))， 
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堵 来 
十 -1 一 [eat 一直 
=- MN to lr < (1:1.32) 


由 一 于 . 
然而 以 上 工 :382) 最 右边 的 集 是 由 z1(@) ，…, -1(w) 确定 和 的， 因此 
A 4， 利用 (4:4.'29) 得 到 


| 《 宛 外 名] 一 骆 六 站 人 下 人 >0 
由 此 得 到 
| (ow)aP(e) 


z -| mo)aP Ko 十 > | (ww) — wm) dP (ww) 0, 
另 一 方面 ， 


于 (cw) < 人 | [co ) 一 人 局 (oa) » 


所 以 
OA | vo dP (ow) 


<| = (co)aP(o) -ra| BCo)aP Co). (1.1.88) 


因此 (1.30) 在 (1.1.831) 的 情 驶 下 成 立 ， 对 一 般 情 况 ,只 要 考察 
vit) —max(sw;(w) 一 个 了 0). z 


由 前 所 述 ，{2y, 加/, jf，…' 填 也 是 全 martingale， 再 考察 11, - 
过 [9 79 一 和 的 次 数 ， 从 就 是 21， 2 穿 过 [ay 7s] 的 


次 数 . 这 时 碟 ，…, 地 和 [0, 7 一 1] 满足 条 件 和 13L) ,因此 类 似 
于 (1.1.83) 有 | 


o<| ww EP DN) (ra 一 人 | .8 (o)qaP(a)， 


这 就 是 (二 :1.830)， 施 举 ， z 
定理 并. 工 .20 屋 如 为 一 介 ， 区] ， "ys 好。， … 和 和 另 部 是 癌 电子 


fi ol bt Et, 1 


TT ur 
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合租 成 的 5- 代 数 ， 
种 | 志和 革 gC 己 … 记 条 - 广 .…C 呈 对 ， 

而 男 即 是 由 器 9 张 成 的 误 P, @ 是 (9, %) 上 的 两 个 酸 率 测度 ， 
而 且 避嫌 作 (3, 上 的 酸 率 测度 ,所 ,， 

P(E)=P(E), Q(BE)-Q(E), BEY,, 

so) 0 AQ) ， 

显然 OP,. Eda 人 dpPre) 分 别 古 宪 们 的 Radon 
Nikodym 了 导数 , 那 未 对 儿 乎 所 有 ( 按 测 度 襄 的 思拓 向 ， 


. dt dw) 
lm poy ~ dP 


【证 】 合 wa) 一 922，z(o) 一 -和 那 来 oo 关于 
3, 是 可 测 的 而 且 当 AE3s 时, 由 Q,(d -Ga(LD 一 Q(4) 和 
| ao)gaP(o)=| so)dP,(o) ~—Q, (4), 
立 朗 得 到 | 


| mo)aP(o)=| wa(o)aP(o) 


-| =(o)aP(o) =-QCD (484) 


由 (1:1.84) 首先 知道 对 任何 nn， ta 必 4 一 二 四 ns 成 为 秆 
martingale， 邻 诈 lim xa) 几乎 娃娃 存在 . 记 


v=Hmgo), wm) = lme, (wm), 
如 时 lm one) 不 几乎 外 外 存在 , 必 有 正 数 并 过 7 司 拱 
A={0|2 (0) >ra>71> 2 0)} 


具有 正 的 概率 测度 . 车 合 Bu(o) 为 mm(o)，…， mu(ow) 穿 过 [ra 73] 
的 次 数 . 那 末 当 4 时 lim Btw) 一 oo， 但 由 引 理 1.1.19， 


9 部 @ 关 于 了 为 息 对 连 锌 的 ， 
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BBB) < 
双 因 为 Bi(@) < Ba(w) 去. 机 根据 Levi 引 理 ， 由 
(GLI85) 应 该 有 im 8,《w) 几乎 处 处 小 于 so。 这 是 泽 盾 .因此 存 


在 总 上 可 调 画 数 &(o) 使 得 几乎 好 处 成 立 
im) 一 zeto).、 (1..1.86) 


+r) . (1.35) 


我 们 杏 亩 明 3 上 的 可 积 画 数列 {zr(w)} 具有 等 底 想 对 连 秆 的 
不 定 积 分 . 事实 上 , 对 任何 正 数 s>>0, 有 正 数 8 使 得 当 .AE3， 
PLA) G5 时， 


Ql) -| z(o)aP (的 ]) -BA 
另 一 方面 ,由 于 | ms(o)dP(w) 一 Q,(Q) 一 1, 所 以 
rr (io 


因此 当 P(L4) 二 本 [时 ， 


p(y 3 3)) < | (waPlo) 二 


|, zw dP (ow) 


<| 
Atwizn(n) < 各 


{alma 失 


wn (Cw) 六 于 | < 


hn (a)aPp a) +| PC 


< 二 PCd) +Q (1 


这 就 证 明了 {zx 具有 等 度 各 对 圳 各 不 定 积分 因此 从 {1:1.36) 
和 著名 的 Yital 定理 知道 , 2。(w) EISY), 而 且 对 -一切 AE 好， 


| lim| wo)aP(w) — | alo)dP (wo). 
然而 由 1: .34) ， 当 AEY,, 各 这 人 时 ， 
人 sao)a P(e) -| so)aP (eo), 
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| vl) dP (a) -| = (waP (ow) (1-.1.87) 


然而 咏 是 0, 张 成 的 -代数 , 所 以 对 一 切 4E 允 ， (4.137) 也 


立 ， 这 就 说 明了 zw) 几乎 外 外 等 于 4(w)， 言 毕 ， 
我 们 再 答 出 特别 两 测 座 相互 奇异 的 - -个 条 件 . 
引 理 工 .1.21 裔 Pi，P。 是 可 测 空 间 (G, 罗 ) 上 两 个 测度 、， 如 
果 对 任何 正 数 e, 必 有 4,E 轴 ,BE 如 使 4, 与 B, 不 交 ,G 一 4A,UB,， 
<， 


” 那 末 Pi 与 书 奇异 . 
和】 作 
A- 4s B-UN BS, 
. 那 未 
4UB=-G，4nB=~ 空 集 


而 且 
P(A) = im PD A )<tim 久 二 -0 


全 -2 朴 == 替 


Pa(4) -lm 门 B3) HP,(B:) -0 0, 
因此 Pi 与 P 是 相互 奇异 的 . 证 些 ， 


8IT 2 可 局 部 化 测度 空 半 
1” 可 剖 集 族 中 的 半 序 
定义 1.2-Ti 设 Q 一 (9, 和 8，p) 是 一 个 测度 空间 , 范 是 它 的 可 
测 集 僵 体 ,So 表示 零 集 全 体 . 当 吾 ， PE 为 而 有 (BNF)U(FN 本 ) 
Eo 时 , 我 们 称 吾 和 歹 是 等 价 的 ,部 做 再 ~ 友 当 蕊 丈 E 间 而 
且 琴 NF 了 FE 时 ,我 们 记 为 有 43， 


i 
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显然 等 价 关 和 柔 “ ~ 和 上 顺序 关系 “ 飞 有 下 面 的 人 性质 :; 当天 ,五 ， 
HE 时 , / : ， 

Yiy 再 一 盏 ; (让 ) 阁 B~F, 央 了 ~ 有 BR; (i 车 B~F, FPF~H, 
EB~H; tiv) 车 EB~ 了 , 则 志 了 FD 车 才 天 
及 ~ 六 ; (Yi 落 BAF, FAH, NHBAH. 

因此 车 在 站 中 卉 互相 等 价 的 集 为 同一 元 素 , 旭 务 核 顺 序 “A 
为 年 序 集 . 我 们 被 千 序 集 的 上 界 ( 下 界 ) ， 上 确 界 (下 确 界 ) 等 引进 
如 下 的 概念 ， 

定义 1.2.2 琢 半 是 务 的 子 梨 , 尼 E 簿 ， 如 果 对 一 切 卫 E 名 都 
有 了 吾 症 五 ， 和 那 末 称 芭 为 记 的 上 界 ， 如 果 o。 古 守 的 上 党 而 且 对 
各 的 任何 上 界 五 都 有 瑟 o 避 二 ， 那 末 称 无 "是 从 的 上 确 界 ， 刀 做 
Ko VE. 类 信 地 可 以 定义 下 界 和 下 确 界 ， 记 人 的 下 侈 界 为 


六 豆 . 
所 出 
容易 看 出 , 当 各 是 有 限 集 或 可 列 集 时 ， ,Me ~ ee” A 
~ [2. 
设 千 是 基 的 子 集 , 因为 当下 E 东 时 器 NN 下 E 妈 ,容易 看 出 
: AN YB~ AONDD, (1.2.1) 
NA BE~ VANE). (1'2.2) 
BE 加 二 容 


引 理 1.2.1 发 召 是 测度 有 限 集 , 作 是 巡 的 一 族 可 测 子 集 , 那 
未 周 央 有 上 交界 而 有 全 有 一 列 为 E 作 ,nn 一 I，2，…, 使 得 U 加 
是 宕 的 上 确 界 . 

[RE】 全 


B= {UU PlF, ES, n—1, 2, |. 


那 末 志 z 中 任意 可 列 个 集 的 和 和 集 仍 在 Yi 中 ,分 


“=— sup mlF). (1.2.8) 


人 
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有 a 二 ) 之 so， 因此 有 一 列 训 万 二 和 一 工 光合 
r= lim wl). (4.22. 和 4) 
作 加 一 hE 名 则 a>w(Bo) Au0x)， 再 由 全 :2 全 知道 
WBo) =0. z 
仿 葡 Bo 一 三. 显然 , 当 轴 皇 竺 时 五 E 东 ， 因 此 瑟 U 累 和 各， 然 
而 由 ( 侍 :2, 人 ) 知道 (BoU 了 )<a= Jj(Bo)， 这样, BoU FN 本 是 
需 集 ， 因 此 本 是 各 的 上 界 . 另 一 方面 , 车 下 是 各 的 上 界 ， 由 于 
Eo 必 是 竺 中 可 列 个 再 ,mm 一 二 2, -… 的 和 ， 四 
Bo NKECU ENE) 

为 ju- 零 集 、 部 刀 < 玉 ， 世 以 是 上 确 界 .证 毕 . 

聚 1.2.2 谢 加 是 o- 有 限 集 , 宪 是 它 的 一 族 可 测 子 此， 涛 未 
% 必 有 上 确 异 ， 而 且 存在 一 列 责 ,E 谷 , % 一 1，2，…, 使 得 L 加 
一 五 . 
至 G 生 
[证 】 将 证 分 解 成 一 列 互 不 相交 的 测度 有 限 的 集 ,nn 
一 1, 2,… 的 和 .， 合 守 ={4B%|AE 沪 }, 根据 引 理 4.2.1, 对 每 
个 交 ， 和 存在 一 - 烈 Fn 生计 £=1, 2， +} 使 得 


本 LH) 一 
(Ff BO ,4 


等 易 诈 明 这 时 


证 些 . 
引 理 1-2-3 发 8 一 (G, 3, 4) 为 测度 空间 ，SC 志 向 而且 富 为 
向 上 和 集 ， 即 对 任何 4, BE 省 有 OE 才 使 4-C,， BAC 记 思 为 $ 
竟 三 和 戎 友 ， 则 
KB) —eup LA 二 ). 
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【证 】 由 于 当 A4E€E 守 时 有 二 ， 所 改 上 A) 所 (如 ), 因此 只 
要 证 朋 当 “一 SB 44 和 oo 时 AS 好 了 . 这 时 有 4. E 语 ， 


和 = 2 下 ,使 (J 王 a， 由 于 窜 是 向 上 的 ,不 妨 识 
A 


作 4= 4,, 则 (4) 一 a， 今 证 4 是 和 5 的 上 界 .. 如果 不 然 的 


” 话 , 有 区 E 人 使 (KN4)>0， 但 这 了 时 有 BE 名 使 


E24B,, 4,. = bs, 
因此 当 mw~>co 竺 ， 


oh(B) h(E+h) mp(ENA) F(A) / 
-人 十 让 六 人 
这 是 矛盾 . 旗 毕 ， 

引 理 1.2.4 吉 9- (G, 8, 4) 是 测度 空间 ， 人 CC 四 而 且 和 中 
任何 两 个 不 同 的 集 卫 ,PF' 都 有 (PN 3) 一 0， 屋 加 是 等 的 上 确 
异 , 民 

p(B)™ A pF). | (1.2:5) 

[ 壮 】 .起 (2. 友 右边 是 co, 则 有 {sjo 一 1 2, … 必 性 窟 使 
他 1( 玉 ,) ~oo， 然 而 由 于 如 起 名 的 上 确 界 ,如 是 {Fo} 的 上 界 ,所 
以 p>p P= 冲 h(FD oo 车 六 (FP)<o0, 则 六 
中 趟 是 埋 集 的 最 者 只 有 可 列 个 ,认为 Fi, #;, pe 容易 看 册 LF, 
是 各 的 上 确 异 , 困 此 加 与 百 等 价 , 序 得 侍 :3. 的 ， 证 毕 . 


2。 可 说 集 与 投影 算 子 
证 22( 介 ) 是 全 上 平 砂 可 程 商 数 全 伍 所 成 的 Hilbert 宪 间 { 昂 
$I:1), 对 秤 个 如 CE 生 , 记 Ga 为 耳 的 特征 画 数 ， 


_ [i， 当 gE 者 , 
oo)-to 当 gEANR. 


5] 训 局 部 化 测度 空间 2 
及 会 瑟 s 是 (0) 中 在 吾 外 为 零 的 丽 数 全体 所 成 的 并 浪人 性 子 次 
间 , Pg 是 L(t) 到 并 ss 的 投影 算 子 . 于 末 (Psf Hg)= Cg 
FfELO). 
我 们 注意 , 一 般 说 来 Hilbert 空间 五 的 禾 人 性 开 子 空间 全 体 按 
包 合 美 系 己 刻 为 咎 序 集 , 对 于 任何 一 族 米 性 周子 空间 告 必 有 下 确 
界 . 它 是 个 中 一 切入 的 表 子 空 闻 的 公共 部 分 ,有 为 ,人 .也 有 上 
确 界 , 写 是 包含 舍 的 一 切 集 的 亲子 空间 的 公共 部 分 .或 是 虱 让 局 工 
中 间 量 作 将 性 李 合 得 到 一 个 绪 性 子 空间 ， 再 作 必 的 包 训 是 所要 的 
打 粮 性 子 空间 一- 客 的 上 上 确 界 , 寻 成 MN. 
相应 地 吾 中 的 {次 变 ) 投影 算 寺 公 体毛 大 小 关 漆 < 电厂 一 
秆 序 集 ,由 于 投影 算 于 与 附 粮 性 子 空间 是 一 一 对 应 的 ,而 且 这 个 对 
应 关系 也 保 桂 顺序 不 座 ， 即 是 裔 车 P, @ 是 五 中 的 投影 算 子 ， 期 
PH CQEH 等 价 于 了 <Q@， 因 此 若 镶 是 吾 中 的 -一族 投影 算 子 ， 则 
BH 一 RH 


杞 所 辣 1 
决定 的 . 认为 局 = MY Q， 类 似 地 器 ,有 下 确 罩 , 配 为 ， 人 MM. 
z 我 们 注意 , 当 轧 ， 五 CE 中 时 显然 吾 一 瑟 的 郊 娶 条 件 是 昌 s 一 卫 ， 
(或 了 一己 由 而 了 4F 的 充 要 条 件 是 HsCHy( 或 Pp 所 Pr). 
， 引 理 42.5 识 信 C3, 加 E 姑 , 则 如 一 MY F 的 充 要 条 件 是 


Poo Mr. (1.2-.6) 
[证 】 役 召 ~ 则 当 卫 E 纤 时 也 < 召 ,因此 Pr < Ps 
因此 / 
Py A Pr. (1:2.7) 

忆 坪 嘲 


裔 了 EHs, 央 集 呐 /一 {9g|f(9) 天 中 入 如 为 者 第 ， 由 于 y 是 0 有 
限 的 ， 令 名 = {4n 吕 /| 4E 器 .， 根 据 条 1.2-2， 有 一 曾 AwE 癌 ， 
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n=1, 2，…, 使 得 忆 (4. 人 名) ~ YY.(4 nM)， 然而 容易 险 证 
AnD) ~(Y NW 一 如 NN 加 /~ 于 因此 当 入 oo 时 ， 

Osaf P= sf an >0. (128) 
又 容易 看 出 Og ,1EHs ,CY Hz， 而 Hr 又 是 关 集 ， 从 
(1.2.8) 看 出 JE YY Hor, 

二 EC ps Hy. 

因此 Pe< MPr。 把 这 个 不 等 式 和 (1.2.7) 结合 起 来 就 得 到 
(1.2.8)， 到 于 条 件 (1.2.6) 的 充分 性 的 证 明 留 答 访 省 . 


间 理 1:2.:5 指出 了 第 族 上 确 界 与 相应 的 投影 算 了 于 族 上 硝 界 的 
联系 . 


83” 可 局 部 化 草 度 空 明 的 定义 和 和 一些 性 质 

定义 1-2.83 改 0 一 (G, 轴 , p) 是 一 个 测度 空间 , 满足 下 面 两 
条 件 : (i) 车 BE8, p(B)>0， 必 有 轧 E3, CCB， 使 0<p( 思 ) 
<co; ( 合身 是 它 的 可 测 和 集 例 体 , 对 于 任何 名 己 妈 ,必然 存在 着 
它 的 上 确 界 Y 4€ 押 ” 著 未 称 从 是 可 局 部 化 测度 空间 . 

由 采 1.2-2 立 朗 知道 

[ 例 1.2.1] o- 有 限 (或 有 限 ) 测度 空间 必 是 可 局 部 化 测度 安 
阅 . 

叉 如 设 测度 pv' 与 等 价 , 当 台 是 可 局 部 化 测度 空 间 时 ,09' 一 
(G, 男 ， p) 也 是 可 局 部 化 测度 空间 . 

我 们 写 出 下 面 一 类 重要 的 可 局 部 化 测度 空间 . 
定理 1.2.6 可 局 部 化 测度 空间 族 的 直接 和 测度 空间 是 可 局 
部 化 的 ， / : 人 
[证 】 融 8= (8 好，m) 是 可 局 部 化 测 论 空间 族 信 = (97 


§ 1.2] 可 局 部 化 测度 空 新。 29 
风 ;,，j5) ,ES 的 直接 和 ， 设 从 忆 入 ， 今 放 仿 在 各 中 有 上 袖 界 ， 

作 吕 一 {了 NG:| 了 Ej， 根据 假设 ,St 有 上 确 界 召 :E 汶 ,， 作 
B= (BE, 这 是 刀 中 的 元 素 而 且 是 集 族 { 召 ,, EE8} 的 上 确 界 ， 
令 证 瑟 是 客 的 上 确 界 ， 

当下 E 作 时 ,由 于 对 每 个 8EB, (FNR) 几 = 了 了 NG 人 BB 是 
零 集 , 所 以 FN 有 BE 贻 . 郎 召 为 各 的 上 界 , 另 一 厂 面 ,车 豆 是 普 的 
任 一 上 上 界 , 则 对 每 个 卫 E 守 和 每 个 EEB, (FE)NG—(FNG) 
~ 人 {上 门 9s)} 为 莹 香 ,， 即 下 站 如 是 车 的 上 界 , 所 殿 BA 六 (KN 站 G9.) 
为 震 集 . 也 就 是 说 (BNKER) 站 Gt 是 需 集 . 因而 BK E 双 6, 此 外， 
显然 每 个 测度 无 限 的 集 必 含有 一 个 正 有 限 测 讼 的 于 和 集 ， 因 此 如 是 
可 局 部 化 和 的， 诈 些 ， z 

[全 1.:2.21 群 上 的 准 c- 有 限 的 测度 ,将 别 划 之 , 局 部 紧 群 上 
的 Haar 测度 ,是 可 局 部 化 的 . 

后 面 还 要 用 到 下 面 的 概念 . 

定义 1.9.4 诅 (, 站 是 测度 容 关 , 任 取 百 E 妈 , 分 [加 表 
示 { 殖 | 丈 ~ 吾 柬 志 旭 ， 郭 生 按 等 价 关系 一 划 出 的 等 价 类 ， 全 下 是 
这 些 等 价 尖 竺 体 ， 当 [本 , [FI] EU 时 , 例 [B1YVLF]~ [EYF]， 
[BA ELF] = [RAF], 称 牙 为 相应 于 测度 宏 间 ( 作 , 加 ,pw) 的 可 测 
环 ， 及 定义 扩 上 的 画 数 j 如 下 : 

wR = p(BE), 

称 4 为 可 测 环 人 二 的 测度 , 称 (U,%) 为 相应 于 测度 空间 (G, 始 ， 所 ) 
的 测度 坏 . 

识 下 一 ke 败 ， 由 与 号 一 人 G 旭 5) 是 二 个 调 庶 空间 ,4 AN) 
和 《tt 由 ) 是 相应 的 测度 环 ， 如 果 存 在 着 铬 人 上 的 -一 一 吴 照 9 
满足 如 下 的 条 件 ; 

p([E 空 集 ]) = { 空 集 ], gp ([G]) 一 [的 ， 

PEAnN = pIEI A DN), plEVD pIE) YY gm), .2.9) 
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而 呈 ww) =0 与 jpgy()) 一 0 等 价 ， 则 称 测度 空间 如 与 分 是 等 
价 的 ， 

当 他 二 G', 妇 一 见 ' 时， 如果 p(t[ 可 )= 581， 那 末 这 里 等 价 的 
构 念 就 是 可 测 空 简 上 jp 与 ww 二 测度 考 价 ， : 


81. 人 HonMnropos 定理 


在 Halimos[1] 的 第 七 章 介 胡 过 和 柔 积 空间 ,显然 那里 的 时 验 很 
容易 地 捧 广 刹 任 意 个 空间 的 乘积 ,下 面 我 们 所 哉 的 乘积 空间 , 溉 积 
测 许 空间 都 是 指 任 波 个 空间 的 乘积 . 


1 ”出 度 空间 族 的 投 味 极 痕 


“我们 现在 要 把 乘积 测度 空间 的 概念 作 一 些 推广 
定义 工 .3.1 认 (由 AE 凡 是--~ 厂 可 调 空 半 ， 4 是 向 上 
咎 序 策 ， 冯 识 关 入 < 和 ,入 NW' EA 时 PY 是 工 y 到 工 ; 的 映 腿 , 而 且 
当 有 4&6, 时 (P 和 (4) E 归 (换言之 ，PY 是 (IT, 8w) 到 (TT,， 
史 ,) 的 可 测 映 照 ) , 广 足 如 下 的 入 容 条 件 : 当 入 < 和 ,对 3h" 时， 

Pw PY = Ps {1 .38.-I) 
那 未 称 {PY ,入 <, 入, 和 Ej 是 可 测 空 间 族 {Ts 名 ,), A 蕊 少 的 
相 容 投影 算 于 族 . 

车 有 集 古 , 及 丁 到 本 上 ?的 映照 P, 适合 如 下 条 件 : 当 入 < 
时 ， 


起 对 一 1P71(4A)| 4E8,}。， 称 Px'(4) 为 工 中 以 4E3; 为 天 的 
相应 于 入 的 Borel 柱 .本 3 为 一 切 Borel 柱 休 体 , go LU 我 
三 用 只 表示 由 工 的 子 集 粗 成 的 包含 go 的 最 小 0- 环 ， 称 (7, 驳 
为 可 测 空间 族 {{ 工 ,, 器 ,), 入 ED 的 (关于 投影 族 {P;, 和 Ed 的 ) 
抽 影 极限 . 


5 二 PIN)=T;, 


Pr P,P, / (1.3:2) 
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我 们 注意 , 当 和 -入 时 对 己 %， 及 对 每 个 和 EA， 对 是 一 个 
r- 环 ， 用 是 易 知 加 是 环 ,但 和 8 不 一 定 是 o- 环 ， 
定义 1.3.2 设 应 是 和 0 上 的 非 员 和 集 责 数 , 而 且 对 每 个 入 EZ， 
当 我 们 把 名 限制 在 时 ; 上 时 , 它 是 测 诺 ， 那 未 称 jw 是 (六 , 86) 上 的 
柱 测度 
显然 , mo 在。 上 是 有 限 可 加 而 不 一 定 是 可 别 可 加 的 . 
定义 1.8.3 讼 人 ,名 ma) Cd 是 一 族 测 度 空间 , Px， 
-0 和 和 E 4 人 是 一 族 投影 竹子 .如 果 当 和 -AN 时 ,对 一切 4 二 区 ,， 
Ri 有) 一 Ai 人 (下拉 (1.3.3) 
那 末 称 这 族 测度 jn 和 EL 或 测 讼 空间 族 (了 好 ,，jo) ;入 所 4) 关 
于 执 影 算 子 族 {P*} 是 相 容 的 ， 
是 多 1.83.4 访 ( 工 , 好) 是 可 测 空间 族 ( 关 ， 册 ,Ed 的 找 
影 极 隧 , 设 uw 为 ,和 0} 上 的 柱 测 度 , 记 wy 为 (CT, 轩 ,) 王 如 下 的 
测度 : 当 4E8; 时， 
Maat) = wo Pr (4)), (1L.3.4) 
称 { 荆 , 中 o，) 为 测度 空间 族 ( 芽 ,, 加 ,py), Ed, 的 投影 极限 . 
日 | 理 1.38.41 设 (T, 330) 是 可 测 空 间 族 (TT 多， 入 EL, 的 投 
影 航 限 ,mx 是 (了,, 好 上 的 测度 、 那 未 在 (三 ， 出 0) 上 存在 柱 测度 
joo; 使 ( 荆 ， 0，to) 为 入 了 轩 ,，W) ,入 毛 二 的 投影 极限 的 充 要 杀 
件 是 {{ 工 ,, 由， AE4 生 成 为 相 容 的 测 庭 族 ， 
【 诈 ] 坑 { 人 ,如 ，H， E4 是 相 容 的 . 作 冰 上 集 亢 歼 mm 
如 下 : 若 闷 6 由， 局 后 贡 :， 规 定 
Hot xd = {4), (1.8.5) 
分 证 ro 有 确定 的 音义 . 妈 苦 AE 叶 , ,A'EB,: H Pi 人 4)= P(A), 
则 
ww A’) = pd). (1.83.868) 
事实 上 ,这 时 有 和 "EA 入 < 和， 和 NAA" ， 程 据 民 .8:1) 和 {13.2)， 
我 个 有 (PX) A'= PitPod =P Pr 4) 二 (DX) “4, 因此 从 


这 融 度 矢 的 某 些 补充 知 坑 [第 一 窑 
‘1 .3.3) 得 着 / 

Ma AD) pa Ph) TAD pe PH) TTA) = po, (4d), 
这 就 是 入 -8.6)， 这 就 得 到 ( 荆 , 凤 o) 上 的 柱 测度 wo ( 它 在 CT， 轩 %) 
上 的 可 出 可 加 性 容易 由 wa 的 可 列 可 奸 性 导出 ) ， 

反之 ， 识 (了, Bo, jo) 是 D4, 风 ，pa hkE4 的 投影 极 
限 . 莉 末 和 性 取 EE,， 当 NN 时 ， 由 过 :3.:2) 得 到 Px'(A4) 
一 Po) 4， 因此 和 由 和 :3.4) 得 到 

tor dd) = ot Pr (tA)) = po Pi (PX) TA} = Ey (PY 4d4)。 

这 就 得 到 了 测度 族 {uxy,AE -人 的 硼 容 性 ， 

下 面 栓 出 --- 个 重要 的 例 ， 

[全 4:3.11 访 (7a, 为 ,), a EN, 是 一 族 可 测 室 间 ， 攻 为 如 的 
非 空 有 限于 和 集 全 体 ， 在 全 中 规定 年 序 ( 称 之 为 自然 上 时序) 如下; 藻 
入 ,和 CE 且 和 CN; 则 全 入 NN 显然 是 向 上 年 序 集 . 对 每 个 
和 Ed, 作 乘积 可 测 襟 间 (T,, 3;) 一 《XX 了 a, X 虽 特别 当 ， 只 合 
有 一 个 & 村, 我们 拒 荆 , 与 Ts 一 长 起 来 . 当 和 = {02,…' ,9x} 圭 ， 记 
7 中 的 点 流 os 一 (om pp 0) ,其 中 ao,ETo,， 荐 入 -4%'， 不 她 
记 入 一 ar Gm} 这 加 作 芽 ww 漠 芽 ,的 映照 PY 如 下 : 

: Pr la oe, Oam) 下 《olay ,Wan), 

容易 看 出 这 族 映 有 {PY} 满足 相 容 条 件 (i4 :8: 1)， 称 {P44} 为 自然 
投影 算 子 族 ， 

会 工 为 乘积 空间 XX 了 。 对 每 个 wET ,用 wa 裘 示 目的 a- 些 
标 , 对 于 每 个 入 EA4, 》 一 fo， …， ow} , 记 P 为 映照 

但 一 一 【io a,), 

称 之 为 了 到了, 上 的 自然 投影 , 特 电 当 和 只 食 有 单元 素 上 时 ,就 训 
人 为 让 a， 容易 看 出 1P,} 与 1P4} 适合 美和 邓 ('8':2), 分 咏 为 芽 
中 Borel 柱 公 体 . 产 未 称 ( 厂 , 30) 为 可 测 空间 族 (T, 轩 ,) ,和 EA， 
的 典 划 投影 和 极限， 这 时 ，( 工 , 轩 ) 就 是 可 测 空 间 族 (To, 346)，a 并 
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的 乘积 . 
设 pow 是 (TT, 加 .上 的 概率 测度 . 对 每 个 EA, 和 = {qa}， 


我 们 合 po 是 (T，3,) 上 的 乘积 测度 X ww。 那 末 测 度 空间 族 


(是 相 容 的 .根据 Halmoa[1] ;在 (i ,出 ) 上 存在 上 消 滁 积 
测度 所 使 (加 ， 妈 ) 为 《XIe, X98s， Xpo) ,我 们 把 p 限制 在 


对 。 上 得 到 一 个 福 测度 jwo, 而 《 荆 ， 由 。，Ho) 就 是 测度 空间 族 的 投影 
极限 .这 时 jw 在 B06。 上 是 可 列 可 加 的 . 

一 般 邢 说, 对 于 一 族 相 和 窖 测 度 空 间 族 ( 工 ,, 各,，p,) ,入 EEA， 的 
投影 极限 《 荆 ， 6，po) ,我 个 最 感 兴趣 的 问题 是 福 测 度 uw 的 可 列 
可 加 性 . 当 jo 是 可 列 可 加 测度 时 , jro 可 以 延 拓 咸 o- 环 入 上 测度 
所 ， 上面 已 奔 举 出 了 一 个 最 简单 的 情况 , 在 上 述 例 中 ro 为 可 列 可 
加 的 .。 

下 面 我 们 在 , 为 拓扑 空间 情 疯 下 来 研 完 jw 的 可 列 可 加 性 

定 包 二 .3 设 ( 了 i, 芝 ) ;A 人 二， 是 一 族 拓 扑 空 间 , 二 是 向 上 
定 序 指标 策 . 取 设 当 和 %*, 和 EA, 和 < 时 存在 了 到 ,上 的 连 业 
跨 限 PY, 它们 满足 相 容 条 件 坊 :8:1)， 则 称 {PX 是 拓扑 室 了 疝 族 
{CT 守 ,) ;入 所 二 的 ( 相 容 ) 摧 影 算 子 族 . 

发 六 是 一 集 ,存在 着 本 到 本 , 上 的 映照 P、， 它们 适合 如 下 的 
人 条件: 妆 和 ,入 Ed Xi 时 己 :3.2) 成 立 . 

再 规定 工 中 的 拓 提 如 下 :对 每 个 入 EA, 让 

SY 一 Px (4) | 有 4 七 入,}， 
记 一 (如 ?全 先是 包含 各 的 最 弱 拓 扑 . 那 末 称 (了, 完 ) 是 拓 
扑 襟 间 族 {(T, 全, 和 ED 的 (关于 投影 算 子 族 {P,, AE 的 ) 
投影 极限 ， 

这 时 ,如 果 对 于 任何 一 列 信 :} 己 4， 

Pn .3.7) 
天 
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以 及 接 拓 扑 训 %, 的 阴 紧 集 五 ， 

B,D B,D oO., (1.8.8) 
只 要 每 个 功 ,不 空 , [| 妈 , 就 不 安 , 屠 末 称 投影 极限 (7 有 ) 为 投影 
完全 的 . 


引 理 1.3.2 忍 (7 冤 ) 是 拓扑 空间 族 { 人 Fw 完 ,) ,hE 作 的 投 
影 括 限 ,如果 对 任何 适 台 条 件 代 :3 人 的 一 到 人 0s} 忆 A 以 及 枉 何 一 
列 适 全 条件 (1.3.9) 的 元 素 弄 世 。 % 一 1，2, …}， 
ET 当 m>n 时 Piné,— 5, (1:8.9) 
必 有 《ET 使 得 对 一 切 %， 
: PE =— Er,, 
于 未 (7 区 ) 是 投影 完全 的 、 
tL 证】 性 训 满足 条 征 江 :3: 站 的 人 ,} 广 本 ,及 满足 条 件 (1 3.8) 
的 按 拓 扑 台 , 于 紧 的 一 列 非 空 集 如 个 证 门 BB, 不 空 、 
因为 Pa,Bm 是 (Tas 和 ) 中 的 表 紧 集 而 且 当 %n 时 了 P 知 是 
束 炉 映照 ,所 以 Pa 一 PwP ,Bs 是 CT,, 完 ,中 的 开 紧 集 .因此 ， 
(7 完 ,) 中 的 音 请 非 空 闪 紧 子 集 列 {Pi,Bs, 和 一 二 3，… 必 有 有 公 
浴 虚 给 
由 于 包 EPRs m=l1 2, 所 以 Pi 站 Bs 不 空 ， 由 于 
设 CT, 时 满足 和 0 公理 ,由 于 Pi == 了 Pit(Pi) 1, 所 以 Pi 
按 对 .为 于 集 ， 因 此 Pi Bs 是 区 中 的 非 空间 紧 集 ， 把 前 面 
的 诗 论 施 之 于 集 列 
/ PoaéiN BaD DO PaéN Brno, 
那 末 {PP 人 用) ,mm 一 2, 8,…} 有 公共 点 53， 因 雍 
/ Préts—é1, Ea EP Bs,, m=2,*. 
如 是 继 炉 讨论 下 去 ,我 们 得 到 一 别 元 素 长 ,, n= 二 4, 2,…}, 它们 具 
有 如 下 性 质 : 
当 wz 区 %% 时 pis £,€ Pl, (1.8:10) 


1:3] R60INMOTOPOR 至 再 3 
由 媒 :3:10) 知 遵 长 适合 条 件 代 3: 外， 因此 有 #E 六 使 得 对 一 
全 mm PE 一 5 ， 因 此 再 电 民 '3: 了 人 0) 得 到 
Ps EP EB,, n=1, 2, 1"" 

但 再 , 是 按 又, 的 阴 集 ,因此 EB, n 一 1, 2,…, 朗 站 ,不 窑 
证 此 . : 

[ 例 1.3-.2| 设 (7's， 屿 二 )， El 是 一 族 拓 提 空 间 , 他 4 为 4 
的 有 有 限 子 集 对 体 所 夏 的 和 集 族 .， 按 例 1.38.1 的 办 法 规定 和 的 定 序 ， 


霸 对 每 个 人 E 4, 作 和 柔 积 拓扑 空间 CC 多) 一 CXTa， Xs) . 特别， 


当 和 只 合 有 一 个 & 时 , 我 们 拒 入 和 a 一 和 致 起 玉 ， 双 程 据 例 1.3.1.， 
#1 进 投影 算 于 族 {P 闪 , 作 拓 扩 空 间 族 {To 定 o) ,aE 中 的 乘积 所 
提 之 间 (六 , 入 )， 肥 搂 例 1:3.1 引进 算 子 {P,}， 容 易 沿 出 (1, 区 ) 
也 就 是 拓扑 空间 族 共计 ,人 盛 的 投影 极限 , 称 这 种 投 束 要 
陶 疙 典型 摧 影 极限 . 
引 理 1.3.8 典型 投影 极限 必 是 投影 完全 的 . 

” 【站 】 只 要 验 装 引进 14.8.2 中 的 条 件 好 了 ， 任 取 满 足 条 件 
《1.8 站 的 序列 信 s} 生 和 4， 不 妨 识 


hn = {01, Ny, "**) oz 过 对 ， 


-著作 } 是 满足 条 任 代 -3.8) 的 元 过 列 , 则 必 有 usET 使 


上 一 fa, 机 Tow. 


作 #€ XT 寻 下 :的 第 an 坐标 为 me， 人 各 二 1, 2,… 而 二 的 别 


的 坐标 可 以 尾音 选 定 。， 量 然 满足 条 件 ( 工 .3.9)， 因此 典型 投影 
楼 限 满足 引 | 理 二 :3.3 中 的 条 件 ， 由 引 理 .8.3, (了 7, 立 ) 是 接 影 千 
至 的 ， 衣 毕 ， 

在 $4.8 中 还 要 举 出 满足 引 理 1.8.2 中 条 件 的 另 一 例 . 


22 枉 拓 了 度 购 可 列 可 如 性 
我 们 先 就 一 般 人 情况 写 出 下 面 结 果 ， 这 是 在 无 限 维 央 半 上 构造 


-~-,. -一 .. 一 .一 一 一 一 -er 
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测度 的 基本 定理 . 

”定理 1.3.4 六 (2&) 是 拓扑 空间 ,， (有 入 ,oy) 是 正则 概 
潍 测 度 空间 , EA， 裔 {P 汪 是 到 了 ,上 的 丰 容 的 投影 算 子 族 ， 
家 们 永 是 可 名 的 又 是 可 测 的 . {Pi} 是 症 到 并 ,的 相 容 的 投影 算 子 
族 . 讼 ( 工 , 区 ) 为 拓扑 空间 族 (T,, 时,), 和 EA, 的 投影 极限 , 而且 
”是 投影 完全 的 ，( 荆 , Bo，jo) 为 相 容 的 测度 空间 族 (TT, 轩 ,， 1)， 
和 EA, 的 投影 极限 . 那 采 社 测 诬 wo 必 是 可 列 可 加 的 .， 

【证 】 根据 Halmos[11]89 定理 下 , 只 要 诈 明 对 于 妈 。 中 任何 
一 列 柱 : 
BOBsO B,D, 
vy z 
Hm pol Bs) =L>0 (1:3.11) 
时 ,有 站 B, 关 0. 
这 时 必 有 Mn E44, 使 B,EWB*， 不 妨 民 z 
NAT SANs 4- {1.8.12) 
事实 上 ， 由 了 于 4 是 向 上 年 序 集 ， 对 于 各， 和， 必 有 入 使 ja 二 和， 
和 和， 这 时 BE98%CB%, 因此 只 要 易 %s 为 他 好 了 .对 m==8， 
4, … 也 一 直 如 此 和 处理, 因此 有 4,EW3,, 使 忆 , 一 Pili(4,)， 由 于 测 
度 pa 的 正 划 性 ,有 工 ,, 中 的 周 紧 集 CQ， ED 使 COs 导 4, 且 


in (A Or) < 
因此 由 (I -3.4) 得 到 


Mot Ba \ (CPRa On)) < (1.8.13) 


Sr. 


轩 召 ~- nn (Pi104)， 由 于 Pa 如 和 
BN\E,= (BNP 天 (Bo\ PA! On ， 


县 及 入 :8: 和 48) ,我 们 得 到 mo 八 卫 ) < 地 骨 幅 -8.41) 得 到 


Dw i ep 
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to (Bn) = ot Bn) 一 jo Br NEB,) > 二 >0. 
由 此 且 ， 不 是 室 集 ,然而 也 是 倪 % 中 的 闭 紫 集 , 且 


Fob en Fm Re (1.3.14) 
根据 拓 守 空间 Cn, 史 ) 的 投影 完全 性 ， 从 侍 .3. .42) 和 (1: '83: 14) 得 知 
后 也 


不 是 空 集 .由 是 门 B. 汪 [BB, 更 不 是 宏 集 了 ， 定 理 证 毕 . 
我 们 最 有 兴趣 的 是 如 下 的 (Koxzmoropos 的 ) 随 机 变量 存在 定理 ， 
系 芽 3 中， 悦 世 是 一 指标 入， 寻 是 的 有 限 子 集 全 体 按 自 


然 顺 序 所 成 的 向 上 集 . 对 每 个 X 一 {oa， py Go} Ed 合 甩 为 如 杂 


获 几 里 得 空间 ， Ai 为 二 中 的 Borel 集 全 体 所 成 的 c- 人 代数， 如 
Be; 中 的 点 为 2; 一 {2 "° ,a , 说 wi 是 (B,， 由 ,) 上 的 概率 测度 ， 
而 且 {pe EA 是 按 如 下 的 意义 和 容 ; 避 大 一 81， G9， Gn} 区 
{B81,， Bn 一 Ah， 和 任 取 及 人 姑 ;, 加 

pal {pa es ,Ta EE}) = p(BE). z ‘(1:8.1D} 
从 t= Xs, 人 那 末 必 有 (号 上 唯一 的 概 棕 测 庶 HA， 
满足 如 下 的 条 件 : 当 和 = fan ,nj A 和 了 一 起 co， 区 后 时 ， 

人 人] {a,, ,on} EB}) = (BE), (1.3.16) 

通常 称 ;或 由 ja 所 雇 定 的 ,上 的 分 布 囊 数 为 徇 有 限 奴 
概率 分 布 . 

【 评 】 由 于 jt; 是 Boral 测 庶 ， 所 以 心 是 正则 药 ， 又 挡 例 
3 工作 出 授 影 算 子 族 {了 Pj， {4P]} 党 , 而 民 '3:16) 谣 明了 了 {jx, 
全 裕 定义 1.3.3 是 祖 容 和 的。 利用 引 理 二 83， 工作 为 二 ， 山 o) 王 村 
油 帮 jo， 这 个 柱 测度 满足 条 件 (1.3.416) 而 且 直 {二 .3-46) 唯一 决 
定 ， 和 三 xz 工 皮 欧 区 生得 拓扑 区 ,在 二 上 上 取 乘 积 拓 失 傍 ,于 末 
3 这 里 的 一 些 术 蒜 见 例 1.8-I， 
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(TT, 牢 ) 是 {CT 完 ), ED 的 典型 投影 极限 ( 见 便 1.3.2)。 根据 
引 理 1.3.3, (了 , 完 ) 是 投影 完全 的 。 由 定理 1.3.4 知道 wo 是 可 列 
可 加 的 ,然而 易 知 四 是 包含 go 的 最 小 0- 代 数 , 因此 pzm 可 以 扩 绰 
成 (TT 吧 ) 上 的 概 率 测 谋 pp. 及 jp 的 唯一 性 立即 下 -pm 的 唯一 性 推 
出 : 苞 毕 .， 
我 们 还 可 以 把 系 1.3.5 用 另外 的 形式 叙述 ， 下 面 我们 篇 称 有 
限 蕉 欧 几 星 得 空间 上 概率 分 布 的 特征 画 数 2 为 特征 画 数 . 
村 焉 35 贡 虹 是 一 指标 集 , 任 取 久 中 有 限 个 元 素 上，… ;an， 
作 有 序 租 上 一 (ar,…,， an)2; 会 吕 是 这 种 的 多 体 , 全 {Fi; ES} 
是 一 覆 特 征 画 数 , 具 有 如 下 的 性 质 : (i) 营 如 = (of 地 ……, 中 ) 是 
gE 一 (qa) 的 一 个 仁 换 , 草 “ 
/ 机 ra 1, tas) = Preto 1 to,). (1.8.18) 
fi 当 mn 时， | 站 
0 
| (1.8.19) 
配 忆 为 1 稚 欧 儿 里 得 空间 , 3。 是 Rs 中 Borel 集 全 体 ， T -XR, 
3 一 XX 8a, 写 荆 中 点 4 为 {ra, qaE 浊 . 则 必 有 ( 工 , 员 ) 上 唯一 的 概 
天 测度 尼 ， 它 适合 如 下 的 条 件 : 当世 一 (ma …, om) E 召 时 , 成立 着 
Felta,, ***, tan) = | et ttm). (1.8-20) 


[证 】 谣 入 为 下 的 有 限于 和 集 ， 将 入 中 元 素 任 意 排 成 一 租 
到 一 (aa， Has "*") Gn) 根据 Fa 作出 Rox Ro Xe XB 上 时 
' Borel 测度 Fe 如 下 : | 


二 祖 据 Bochner- 昌林 再 可 机 本 定理 ， nh 个 璧 元 由 二 [T1092n) 的 国 数 郊区 洛 革 个 
和 (0 p(t 巧 连 炉 的 ;0 (有一 丰富 克 是 
正定 的 让 对 任何 一 租 点 Tl ey BT 和 复数 19 "sm 有 

> Ps — 一 了 GD) 和 {1 8. 17) 


a) 这 里 当 交 1 -- #4 如 手 反问 犀 戎 湖 ， 例如 辟 戌 ray ls Gas "ry ny UL a cn 
is, ly ay 看 记 不 同 的 两 租 。 


全 
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pelt ao os mo). 

| | (L7821) 

利用 条 忻 (1.3.18) 夏 知 当 喜 中 元 素 次 序 调 换 时 ， 只 要 调动 相应 的 

坐标 轴 仍 然 得 到 相同 的 测度 ， 了 又 由 (1.3.19) 可 以 推出 人 1-3.15) ， 

事实 上 ,车 一 {a or 二 to …， ol ， 则 作 涡 度 

WB) = pr{ (wm ~ bam) | (es oo) ER}, 

着 

= | ee di ves ae (L822) 


外 以 .3.19), 《1.8.21) , (I.8.22) 和 由 特征 画 数 类 定 的 测 府 的 唯一 
性 知道 : 
We™ ee, 
因此 (1.8.15) 成 立 , 利用 系 1.3.4 我 们 得 到 ( 工 ， 3) 上 唯一 的 测 座 

， 它 满足 条 人 忻 (3-16). : 
因为 Po 和 = {au, …， oj ,为 可 测 变 换 , 查 据 (1.3.18) , 《1:3 
21) 立 序 扒 出芽 '8-20)， 证 毕 . 


8。 样 本 测度 空间 
定义 1.3.6 发 名 = (9, $8, 1) 是 概率 测度 空间 ，fee( )， 


aEA} 是 宅 上 一 族 ( 实 ) 随 机 变量 一 一 , 我 们 也 称 {sat )， «EY 


为 人 上 的 随机 过 程 , 又 设 {vol ); 2E 叶 成 为 (全 ,同上 的 决定 
族 ， 对 每 个 aE 外, 作 实 数 直 入 Ra 和 其 上 的 Borel 集 全 体 汉 ,个 
4'C 2 Pe 站 为 X Ba 在 了 上 的 限制 .v4 一 wu(#w) 表 示 ZE 的 玫 


i 坐标 ， 加 黑 民 , 昌 ) 上 有 检举 测 论 点 使 得 对 性 何 有 限 个 Nl en 
入 及 半 维 空间 Borel 集 回 成 立 浓 


mp FE TE 
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(za 1 wo,) EE}) 
z = Pr{o| oo， Yo EB}), (1.8.23) 
那 末 称 人, 由, 由 是 (种 的 ) 相应 于 随机 过 程 frs C0), a E(w E09) 
的 祥 本 概 李 测度 空间 .也 称 fu(o)， a E09} (xE 丁 ) 为 随机 过 程 的 
样本 . 

引 理 二 .8.6 样本 概率 测度 空间 必然 存在 . 

【证 】 对 任意 有 限 个 {m,，…，o CC 秆 , 作 nw 条 安 间 上 的 测度 : 

pa sa BY =P({w) (va 0), «°°, asm)) EB}). (1:3.24) 
容易 翰 证 滑 讼 访 {fives ta Gn 过} 是 相 容 的 . 到 上 
= X ,根据 条 1-8.5, 有 ( 工 , 罗 ) 上 的 概率 测 麻 使 ("3.46) 成 立 ， 
而 (I-83.16) 与 (41.8.24) 合 提起 来 推出 (1.8.28)， 讨 毕 ， 

现在 顺便 答 出 后 面 要 用 到 的 ， 由 样本 空间 测度 的 等 价 人 性 或 亲 
异性 刊 别 原来 测度 的 等 价 性 ,奇异 性 的 绰 理 . 

引 理 1.3.7 识 (T, 购 ，i)， 天 = 工 2, 分 别 是 格 率 测度 空间 
,一 (00, 窜 ， PR) ，5 二 1, 2 的 样本 概率 测度 空间 ， 那 末 jwr<&pvs 的 
充 要 条 件 是 PiP 忆 而 wa ps 的 充 要 条 件 是 PL Ps. z 

了 【证 】 我 们 作品 少 荆 上 的 映 腿 pg:0 34 一 {va(w),a E20 ET 
那 未 gg 是 (0, 加 到 人工, 另 ) 的 可 测 上 映照 . 由 侍 .8， 容易 征明 ， 当 
BE 时 ， 

pn(B)= Pp-1(B)), EF=1,9. (1.8.25) 

由 于 {zalw), a € 名 0 是 决定 第 , 而 {fg 了 了 (B)|1B EE 姑 } 是 昌 上 使 
{wal 中 )，a 世 A} 为 可 油 的 最 小 o- 人 代数， 对 每 个 且 E 团 必 有 BE 妈 
pe / z 
PA((ENpTABDU (gHNE))=0, 1=1, 2, (1'8.26) 
车 ju 所 js， Pa( 加 ) 一 0, 仿 放 P(E) 一 0. 裔 BE 使 (1.3.26) 


成 立 则 由 (1'8.26) 和 (4.3.25)， 


Mat B)= P(tB)=0. 
王 此 ja 二) 一 0， 再 由 广 :8.36) 和 入 :3:26) 得 到 


1,4] ”Kakntani 下 离 dl 
PE)= HB)=0, 
所 以 万 Ps， 其 余 鸣 部 分 人 留 芥 读 渔 证明. 
1: 和 十 akutani 耶 次 


1°” Kakutani 话 离 的 坷 短 性 质 


我 们 引入 有 限 调 度 罕 疼 的 一 种 有 用 的 忠 催 ， 

定 艾 1.4-1 谱 荆 为 一 集 ,， 加 是 荆 的 基 些 子 和 集 所 成 的 5- 代 
数 , (了, 团 ) 是 可 测 空 间 人, 名 ) 上 有 限 测度 公休 , 任 取 "9, nn EE 
3( 了 ,向 )， 及 了 到 一 测度 ?EE 员 ( 了 , 加) 使 mw 对 于 "为 季 间 回程 


的 “， 计 
[Em(w) Go .4. 
pm 和) 一 | 9 drt drewy do) (二 -和 -1) 


此 地 -9 Sm 分 别 末 示 mm 和 有 % 关 于 7 的 Radon-N 让 odymm 导 画 


数 称 ptm, 1) 为 宫 与 和 的 Kakutani 内 积 ， 双 读 


dm (| SY Pe ) ar(e)) ， 


称 之 为 m 与 % 的 Kakutani 叶 前. 
我 们 首先 注意 ， pm, mi 和 和 90m, 和 0 实质 上 与 7 的 选 到 无 天 . 
事实 上 ,对 如 , 轩 ) 上 的 任何 可 测 丽 数 站 (ww) ， 只 要 积分 


ET 
存在 , 那 示 这 个 积分 的 利 与 了 无 美 , 因为 如 采 另 有 7 使 
VB Yan) 48) 
存在 , 取 和 一 7 十 和 ， 那 末 容 易 算出 由 42 人 .43 都 和 
Tm ew) dn) nr 
| WW Se Tr (0w) dr (oj 


这 种 7? 总 是 存 在 的 ;例如 取 7 一生 十 着 。 


42 测 许 殊 徇 茶 感 守 充 知识 -第 一 党 
相等 .所 以 民 4.2) 实质 上 与 7 无关 ,今后 就 记 民 "4. 加 为 
{f (ov dm teante). 


此 和 外 容易 看 出 8 与 p 之 癌 具 有 关 率 : 
dfm, nm) Fn 200m, WW. (1 .和 .4) 
办 别 当 1 为 虹 率 测度 时 ， 过 有 化 成 
dm, W204— ptm, 1)). 

双 (Com %) 确 为 集 怖 ( 卫 , 由 ) 上 的 班 离 . 

引 理 1.4-1 对 (7 男 ) 上 两 个 测度 m,n 相互 奇异 的 充 要 条 
入 人 ,的 akutani 四 程 为 看 . 

【证 】 我 们 知道 ， 洲 ok 2) =0, 央 对 几乎 所 有 ( 控 测 度 7) 
的 习 ， 


oo adn) a 
dr to) drtmy (4°48) 


记 4~| | 2 -0}， 那 未 m( 人 一 | Se 办 (aoJ 一 9, 然 


而 在 FTN\4 上 各 的 #40, 由 代 ,4. 辐 得 知 在 T\4 上 全 人 几 


乎 处 外 为 等 ， 同样 地 得 到 mt 改 d 一 0， 所 以 mm 与 % 亲 型 、 引 1 理 
中 条 件 的 必 妆 性 也 类 似 地 其 明 . 证 些 . 


2° Kakutani 内 答 玄 转 一 种 下 示 冉 


我 们 现在 要 避 名 利用 Radon-Nikodym 导数 来 帮 了 未 Kakutani 
距离 . 这 在 后 面 第 三 ,四 章 有 用 处 ， 
”证 于 1.4.2 设 ,vz 是 可 测 空 间 (3, 3) 上 的 两 个 概率 测度 ， 
激 千 是 她 的 一 切 可 列 训 分 0 , 那 未 KY 的 上 akuiani 内 积 


PH 区 一 i VE)» Bs). (1-4.6) 


古里 扩 ， 


D 郎 窜 中 元 素 是 路 中 的 一 列 互 不 相交 的 入 [Bj 而 述 G— Ekg 接 测 谋 上 由 都 


8 1 Eakutani 申 帘 得 
蔡 如 是 拓扑 衬 间 ，K, vz 双 是 正则 测度 ， 划 中 :4 全 中 的 全 可 换 成 
io， go 是 由 员 中 并 紧 和 集 租 成 的 一 切 可 刊 剂 分 . 
【十 】 . 任 取 可 列 谢 分 {Br} E 窑 , 由 Behwarsz 不 等 式 
| ,VOY < VBR) 


立 邮 可 知 : 
PR 9) SPN pr (EW. ‘1-4 了 7) 


再 作 (G, 3) 上 的 构 率 测度 ?一 部 (k 十 小， 自 于 全 多， 
9 是 非 蓉 可 测 画 数 , 对 任 一 数 a>1, 作 可 测 集 


dr ig) 
] 一 1 dt ) 一 二 dv (0) 
Brg a <Y ES < oy 条 g <e|， 


| \ 9 V Pdr (9) aera (Ey 中 (1 .4. 8) 


然而 


Ww Er, = | Ear (的 avr(Bir), (1.4.:9) 


p(B) Ear (Hy, 1). (4.10) 
由 (f"4.8) ~ (1.4-10) 我 们 得 济 
IO 
然而 {有 ,十 E 竺 ， 因 此 由 以 "4.11) 得 到 
plp D> SEV inf DVP). 


tEx} Em k 
在 上 式 中 合 go->1, 提 利 用 红 *4"7) 立即 得 到 (1.4.6). 
”我 们 注意 , 车 9 是 拓扑 空间 ,An, > 为 正则 测度 ， 那 末 对 任 
何 吾 E 见 ， 几 有 一 列 互 不 相 袍 的 玉 紧 集 人 BT 一 1,2…, 使 万 
而 了 o~~ 胃 一 人 了 按 测 讼 pv 与 v 都 是 车 集 ， 由 Scbwars 不 等 式 有 


44 光度 腕 的 某 志 补 充 知 本 [第 一 窑 

= EB) (EE). (1.4.12) 

因此 替 {二 亿 六 , 性 有 wm} Ei 使 Fan 忆 译 ;， 而 由 "4.12) 得 到 
SNEDv EB) > PV p(BPur Fa). 


四 比 
人 > WE Y (Ey) > inf ~ WF)v OBR), (1.4.13) 


但 是 各 所 车 所 原 导 4.3) 中“ 关 ”可 以 易 为 “一 。 引 理 就 毕 ， 


ge 乘积 训 记 的 Kakutani 内 积 


井 在 几 考察 有 际 个 有 限 测 讼 空 各 的 乘积 空间 ， 

引 理 1.4.8 认 ,=1, 2,，…, 1 是 1 个 俩 ， 和 9; 是 [i 中 子 
集 租 成 的 o- 人 代数 ， wy FO vy 分 别 是 (#3) 土 的 有 限 测 诬 . 读 
: A 0) 为 浅 积 可 测 空 间 ( x fk XB); kr 本 入 分 别 是 邓 积 测 


度 Xj Xu 于 未 


pi 7) = I pp, 四。 (1.4.14) 
“〖 送 ] 可 rm 是 (DD 35) .上 的 有 限 测度 ， Pa Ver 作 (人 ， 凤 ) 
上 的 羔 积 测度 7 一 X mw， 由 于 pa 萎 m%， 所 以 所 雪 避 ， 同 样 地 
蛋 < 人， 这 时 ,车 配 f= (oo …， 0)， wowETh, wEI, 那 末 


a ; 【coD3 忆 | 3 d ;003) 
dr dr dr (L415) 


对 六 也 有 类 伺 于 导 ' 生 二 的 等 式 ， 由 此 立即 算出 让 414) . 
定理 工 .4.4 设 (ME, DE) ， =1， 2， sy 是 一 型 可 测 空 闻 ， 


po v4 都 是 (Th, 3x) 上 的 业 率 测度 ， 记 (7, 28) 一 ( X Ts, XB 
一 XX jw Dv 一 X pw， 又 肯 对 一 切 jz 与 洲 等 价 ， 逆 末 记 与 
吕 是 相 耳 等 价 的 , 职 是 相互 奇异 的 ,pp 与 + 等 价 ( 奇 异 ) 的 充 疤 条 件 


= a A HY 


#1.41 Kakutani 中 次 46 


是 了 pli pw) 汪 0( 一 0)， 而 且 一 般 地 有 


p(y, ») = I plim, by) ， (1 -4.16) 

【证 】 利用 5[ 理 十 :4.8 中 的 可 测 空 间 (7 入 站 与 其 上 的 测度 
Mi， pt, 我 们 首先 和 福 意 ， 由 {1 .4.8) 本 中 P(E, va) < pr, pi) ， 
1 一 J，2,…, 是 单调 减少 数列 ， 因 此 无 限 乘 积 

I p li, v2) — lim p (pt, 1) (1.4.17) 
或 是 收 合 于 正 数 或 是 发 散 于 0。 因此 共 分 两 种 情况 : 、 

(1) tmp »v?) =0, 

这 时 ,对 性 何 正 数 8， 必 省 日 然 数 1 使 


PK 有) 8, 


i 。 | Gur Cer) Apr (eor) 
取 站 中 尝 A4; 一 {or dr Con = Gr Cas ] , 那 林 


人 bh dy (Ceor ) 性 虽 
Fl (A ， AF Or (cor) dr (er ) 


/CGO vr {or) Tri 
<], do dreary dt (ei) 
SpA pH) <e, {1.4.18) 


dp (of) dy? (to)) 闪光 让 
> |， 我 们 得 荐 类 似 于 


又 由 于 了 N44 一 | ' 


(4.18) 的 公式 | 
导 新 川内 ci (er ovr Cor ) 症 py : 
vi (Li 下) <| 4 dritory dr (or) Co <8. 


z (1:44:19) 
仿 作 并 中 列 测 为 基 的 杜 出 一 {1o| {or 一， on) 所 4 人员 ， 
其 中 us 表示 上 中 的 第 如 个 坐标 根据 乘积 测度 的 定义 ，A(4) 
一 (CA) ,vy(4) 一 (df)， 由 民 -4-18) 和 (1.4.19) 得 着 
lAD<s, vi\AD <s, 


4 和 屠 麻 卓 的 沫 些 补 充 知 吉 [第 一 间 
要 所 81 的 第 383 契 ， 此 轩 岂 与 v 互相 可 天， 再 由 引进 二.4:2， 
Pa mw 所 所 信 :和 :16) 成 让 ， 

(Ci) lmplpn, W)>0, 

由 于 vs 与 Vx 等 价 ， 不妨 在 引 i 理工 :4:4 中 取 一 我们 注 
总 ,对 于 每 个 及 Ge 可 以 看 成 w 的 画 教 。 而且， 车 可 


PE 


_ oY Coy 
a 一 W 页， 
若 图 数 炎 EL， 加 ,yp)， 容 易 算 出 , 当 < 匀 时 ， 相关 
于 汶 ; 可 测 ， 


hb) 一 和 (op [dr (60) 


=2(1- | yn Gen won ). (1:4.20) 


月 根 据 (4-14) 即 知 


全 了 I ey Kh ty, 生 六 
人 do 


a (Op) 了 tp (Co) 条 天 
-j。 由 dpa MN da (wor) 


= I PCp v2). (1 ,4.21) 


P=*+1 


由 于 (14-9) 是 正 数 ，Hm IT p ligy wp) 一 1， 因 此 由 (1-4-20) 


=o 站 二 左 填 工 


和 引 : 和 -21) 得 知 hl 一 3 为 (了 赂 , 5) 中 的 基本 点 
烈 ,下 在 刀 人 区, yy) 中 收 襄 于 丽 数 于， 高 AnEBn, 当 1m 时 
衣 和 二 i 六 世 用 一 {o| (oz ， 
im) 所 4 由， 那 未 


ACA) 一 lim im CD -la umf, 交付 dvr (er) 


# 1.4] | Kakmntani 距离 47 


由 此 容易 职 证 ,对 一 切 4E 入 , pC4) 一 | 她 (w)dv (wm), 因此 如 闫 


于 + 十 全 连 精 的 , 而且 9 一 虹 (0)， 类 似 地 + 关于 h, 是 全 这 


炉 的 ， 即 点 与 2 是 等 价 的 ,而且 


PIM, 2) -| lw dv om) 


-lm| V I dy (ew) -lim | a SE dvr ) 
= lim pa, pi), 


因此 民 .4.16) 成 立 ， 证 些 . 


第 二 章 ” 正 泛 画 与 个子 环 的 表示 


如 所 周知 ， 赋 范 代 数 上 正 证 面 的 积分 表示 理 脸 是 局 部 紧 群 上 
课 和 分 析 的 基本 工具 .事实 上 , 正 诈 夯 的 积分 表示 本 身 就 是 抽象 
调和 分 析 基 本 问题 之 --， 在 本 章 中 用 无 限 亲 乘 积 空间 测度 的 方法 
栓 出 较 广 泛 的 一 类 变换 和 缕 性 拓扑 代数 上 正 诈 而 的 表示 定理 ， 揭 示 
出 正 证 画 积 分 者 示 癌 题 与 无 限 扒 乘积 空间 测度 的 联系 ， 

由 于 我 们 后 面 要 计 论 非 局 部 紧 群 ， 这 种 群 上 缺少 一 个 能 作为 
翻 和 分 析 工 具 的 群 代数 ， 因 而 通常 和 梧 究 局 部 紧 群 的 赋 范 代数 方法 
就 失效 了 .只 能 用 Hilbert 空间 上 交换 弱 了 于 算 子 代数 的 方法 ， 在 
$ 2.4 中 介 恕 这 种 代数 与 可 局 部 化 测度 空间 .上 乘法 代数 的 联系 ,更 
进一步 研究 可 局 部 化 测度 空间 的 性 质 ， 其 中 的 业 果 主要 是 作为 后 
面 应 用 的 工具 . 


§ 之 :1 具有 对 合 的 生性 拓扑 代数 的 一 些 基 本 概念 
1” 上 贼 半 范 代数 的 鬼 念 


我 全 上 先 复述 一 下 代数 的 概念 . 
定 区 323. 证 吕 是 一 拒 ,其 中 的 元 过 用 Ey 米 事 示 ， 
如 所 在 总 中 定 浆 了 糙 选 运算 及 元 素 关 的 溢 法 和 运算， 它们 适合 下 面 


二 ] 具有 对 合 的 粳 性 拓 并 尼 数 的 一 旦 基本 上 概念 Ey 


的 荣 忻 : 

(i) 五 成 为 生性 宏 间 (以 实数 域 或 复数 域 为 系数 域 )， 

(二) 当 和 为数 ,4 yzEBRNH, (PWD 一 (eg 一 2 ， (vy)? 
A 

那 末 称 B 是 一 个 代数 ,我 们 有 时 也 称 它 为 环 ， 如 果 对 任何 x， 
y 忆 呈 恒 有 zy 一 Yr, 则 称 五 是 交换 代数 .如 果 有 eER 使 得 对 一 切 
oR, we 一 Zz， 央 称 。 是 RE 的 单位 元 . 

发 五 是 一 代数 ; |z|, wER, 是 吾 上 的 夯 煞 (不 便 为 0) , 适合 
下 面 的 条 件 : 当 ) 是 数 , x, yEER 时 ， 

(1) 17| 关 0， GD |z+y| <|s|+ yl), 
Gii) lhe| 一 | zl， (iv) |zy| < is| ly|, 
那 来 称 |z| 是 R 上 的 一 个 秆 范 ， / 

设 卫 是 代数 , {jz1。, aaE 吕 ( 氏 是 指标 集 ) 是 瑟 上 的 一 族人 定 范 ， 
而 昌 对 和 钾 个 2ER, zz 于 0, 必 有 aE 和 时 使 12 >0, 那 未 称 R 按 和 半 范 
族 {|z|。, a€ 0 成 为 赋 趾 范 代数 (有些 文 献上 也 称 这 是 局 部 可 尼 
， 上 代数 )， 

特别 当 委 中 只 有 一 个 指标 时 , 这 就 是 赋 范 代数 . 双 当 五 中 内 
有 可 列 个 指标 时 ,例如 所 是 自然 数 全 体 ,我 们 称 五 按 {|2|s, wm 一 | 
2,…} 成 为 岐 可 列 年 范 代 数 . 又 当 BR 具有 单位 元 e 时 我 们 常 假设 
对 一 切 xi， |e|。 一 荆 ， 

我 全 注意 咎 范 也 是 吾 上 的 一 种 拟 范 数 ， 因 此 吾 按 拟 范 族 
{za gE 成 为 起 性 拓扑 空间 ; 再 这 个 空间 中 元 素 的 乘法 运算 
是 过 苇 运 算 ， 我 们 不 去 详细 地 剂 旭 这 个 拓扑 , 这 里 只 用 到 吾 中 元 
素 列 收 短 的 概念 . 

定义 2:1.2 座 旦 按 半 范 族 {xz|a, aE 名} 是 荆 竺 范 代数 , {Tw} 
是 中 的 元 素 列 , wR, 如 果 对 每 个 a€ 虹 都 有 


lim | 地 nm 一 光一 间 ， 
es 


0 : 正 泛 画 与 党 也 环 的 改 示 [第 二 章 
球 未 称 {wwj} 收 促 于 42, 记 为 tw 一 %， 设 {wj 是 五 申 的 一 点 列 , 而且 
lim [a —Zm|a=0, 

屠 末 称 {fz} 是 中 的 基本 点 烈 , 当 忆 中 的 每 个 基本 点 列 必 收 伏 于 

瑟 中 某 个 元 素 了 时 , 称 卫 是 完备 的 "， 称 完备 荆 范 代数 是 Banach 代 

py z 
发 了 大 Fa 上 的 枪 人 性 永国 ， 如 上 困 存 在 有 限 个 指标 Rl 人 它 刀 

及 正 数 型, 使 得 对 一 切 ywE 五 , 艳 立 着 | 


z [fF (8) | <NM max(|wl,,, ， [vw |e,), 
法 未 称 了 是 RR 上 的 多 性 巡 灯 活 画 . 


当天 是 虐 可 列 牛 范阳 2|,, % 一 1,2,…]} 时 ,我 倘 作 新 的 牛 范 序 
列 划 8| 导 如 下 : 
[sls=max( les), **, |¢|»). 
那 来 |z [1 所 |2]3 专 …, 和 而且 这 两 个 征 范 序列 荚 出 相同 的 拓扑， 因 
此 塘 其 对 于 荆 可 列 咎 范 代数 ， 锦 们 总 是 假定 它 的 伯 范 序列 {2|，， 
% 一， 2，-- 小 适合 条 件 

EA ES 

此 外 容易 苗 明 ,了 赋 守 范 代 教 及 上 米 性 活 画 了 成 为 连 粳 的 充 相 

条 件 十 :对 于 咏 中 任何 收 合 元 来 列 {y,)}, sw->2 恒 有 站 (6s)->F(0). 


2” 对 他 和 正 妈 盏 的 格 念 
定义 2-1.3 起 及 是 代数 , 2->w' 是 由 王 到 吾 上 的 一 一 映照 ， 
宅 适 合 下 面 的 条 件 :" 当 入, jv 是 数 , ze, YEERR 时 ， 
(DD) (hw TE py) = oa, (i) (wy) Ye, (i) (wg) =%, 
那 未 称 上 映照 >2* 是 也 上 的 一 个 对 合 . 这 时 称 人 "是 s 的 共 辆 元 素 ， 
当 z= 崇 了 时, 称 是 自 浊 屯 的 . 


1 在 区 性 托 扑 兰 间 理 上 腕 中 称 这 各 五 为 序列 完 告 的 ， 


lo oe oe In Ia me 


各 3 具有 于 合 前 粮 性 本 知已 数 的 一 些 共 本 慨 念 : B1 

对 于 每 个 ER, ws 是 自 共 井 的 . 当 忆 具有 单位 元 6 时,。 几 
是 自 共 二 的 ,事实 上 ,因为 =e' 是 自 共 志 的 , 克 6 二 (6)" ==6, 即 
8 也是 自 共 顽 的 .对 每 个 XEBR, 作 自 共 畦 元 习 


全 十 出 ” 一 化 ” 
VT MD ? 


则 2 可 以 写 成 卫 个 自 共 辐 元 素 wz， zs 的 入 性 租 合 
: t= 
定义 2-1.:4 发 吾 是 县 有 对 合 的 代数 ，j 是 六 上 的 糖 性 证 面 ， 
如 果 对 一 茹 2 人 ,有 砍 了 并 辱 


| Ff (ew") 7， ~ (2.1.1) 
旧称 了 是 对 称 和 的 ， 识 了 是 量 上 的 粮 性 活 副 ,家 适合 条 件 
fv) 0, wER, (2:1.2) 


那 末 称 了 是 正 泛 画 ， 
设 了 是 具有 对 合 的 代数 RR 上 的 正 活 而 ， 任 取 2， 4E 芋 及 复数 
和 ,由 于 (2.1:2)， 
Fm) EA wy) FAYE) 十 和 Fo 
—f {hy (t+ hy)) > 0. (2-1.8) 
又 因为 了 0 9) 宕 0, 所 以 和 C2) 十 f(r8) 是 实数 , 因 
出 适当 选取 束 知 道 


fry) =f (yw). (3-1-4) 
又 直人， 1: 了 让 即 可 知 , 痊 ,#1 全 尼 时 ， 
flv) | SV (we) MY). (2.1.5) 


这 个 不 等 式 称 为 正 证 夯 的 Bebhwarz 不 等 式 . 
当 忆 具有 单位 元 6 时 ,在 (3:1.4) 中 到 ye 得 到 (2 1-IT). 扩 
各 语 襄 , 在 具有 单位 元 和 对 全 的 代数 上 ,一切 正 证 男 和 者 是 对 称 的 . 
定义 2.1.5 叙 吾 是 上 共有 对 合 的 且 咎 范 代 数 ,{lzjeaE 归 是 
它 的 全 范 族 . 如 有 过 对 一 切 aE, wR， 
lole=loe (2.1'0 


£3 正 芒 夯 与 算 子 和 环 的 状 孙 [能 二 伏 
那 未 称 如是 对 称 的 虐 牢 范 代数 . 
我 们 注意 这 里 的 条 件 (2.1.6) ， 实 质 上 只 是 限定 了 对 合 oo 
的 过 炽 性 .因为 当 条 件 (23.1.6) 满 足 时 war 显然 是 过 车 的 , 反之 ， 
车 对 合 x 一 w* 是 连 炳 的 ,我 们 把 |4|。 的 成 : 
[zla=marxtlzs|a, 2 |a), 
这 样 得 到 新 的 站 范 族 {|z|;, aE 名 } 并 不 改变 且 的 拓扑 , 然而 |z"|!5 


一 | 分 jn。 


3"” 可 乘 线 性 区 再 

定义 2.1:6 起 是 具有 单位 元 6 的 代数 ，f 是 访 上 的 如 性 
泛 图 ,适合 条 忻 / 

Ci) 当 2 yEBRY, fvy) 二 了 人) 了 (9 ， 

Gi) fle) =1, 

那 未 称 了 是 号 上 的 可 乘 导 性 活 画 . 

可 乘 秦 性 泛 画 了 也 就 是 代数 RR 到 复数 体 的 辣 礼 映照 . 

在 本 书 中 ， 我 们 感 兴 趣 的 是 具有 对 合 的 代数 上 的 对 称 的 可 乘 
线性 证 画 ， 车 了 是 具有 对 合 的 代数 吾 上 的 对 称 可 乘 龙 性 证 丁 , 那 
末 当 和 五 时， 

f (ww) fF (0) = 2) F (1) 0. 
所 以 在 具有 对 合 的 代数 于, 一切 对 称 可 梁 粮 性 证 醋 是 正 泛 画 , 后 面 
我 们 要 在 某 种 虐 可 烈 件 范 代数 上 用 对 称 可 乘 线 人 性 泛 画 来 表示 正 活 
轴 ， 

我 鲁 把 对 称 可 乘 线 往 活 画 全 体 导 做 骂 . 

- 下面 要 用 无 限 检 滋 积 空间 中 的 点 来 霄 示 对 称 可 梁 龙 性 活 
泵 . 首先 用 无 隧 和 相 乘积 空间 中 的 点 来 表示 实 芋 性 证 夯 . 
” 裔 是 米 性 空间 ,， {wp, BE 有 是 人 中 一 族 秋 性 无 关 向 量 , 而 
且 久 中 任 一 向 量 必 是 {s,BE Bj} 中 有 限 个 向 量 的 炉 性 姐 合 。 这 种 
向 量 集 {ws, BE BB} 是 存在 的 (尽管 不 是 唯一 的 ) ， 事 实 上 , 合 属 是 


"ra 


§2*14] 且 有 对 合 的 业 性 拓扑 代数 的 一 些 基 本 溉 爹 E53 


中 炉 性 无 关 向 量 集 # 合体 所 成 的 集 族 ,在 浊 中 规定 牢 序 如 下 : 当 
£, PEC ESC HH, 记 志 -=m， 利 用 Zorn 5| 理 可 以 证 阴 窜 中 有 极 
大 元 ， 而 这 个 极 大 元 就 是 我 们 舌 要 的 向 量 集 . 这 个 问 量 集 tzs， 
BE Bi 称 做 台中 的 枇 人 性 基 . 

当 入 性 空间 下 选 定 粮 性 基 {zs，8E 寻 后 ,对 盏 上 的 每 个 副 性 
泛 画 也 我 们 得 到 一 底数 1 3a), BEB}; 反之 ， 尾 意 答 定 一 族 娄 
fp 记 记 BB}， 副 有 有 呈 上 唯一 的 炎 性 泛 图 使 wg) 二 Up， 户 EB, 这 
个 证 画 了 的 形式 是 

Ba 十 二 一 (2:1.7) 

因此 得 到 娃 性 证 图 双人 性 与 数 往 {us， 有 GE 全 居 之 问 的 一 一 对 应 . 

特别 , 座 呈 是 有 具有 对 合 拓 有 具有 单位 元 2 的 代数 ,名 是 五 中 加 
共 转 元素 全 体 , 那 末 二 是 实 黎 性 空间 而 且 e ET， 这 时 对 玉 上 的 每 
个 对 称 克 性 泛 画 限制 在 更 .上 时 得 到 雪上 的 实 太 性 活 酷 。 反之, 儿 
上 的 每 个 实 米 性 活 丽 了 可 以 唯一 地 延 拓 成 上 的 对 称 儿 性 活 图 ， 
只 要 定义 / 


Fo) ) + ), +ER 
就 好 了 . 
作 沁 的 粮 性 基 {xa, BE B} ,不 妨 设 其 中 0EB,zoe( 单 位 元 ) ， 
合 4 一 一 {0} . 对 每 个 指标 8E4, 作 一 个 实数 空间 Bs， 及 会 


是 只 含有 实数 工 的 单元 素 集 ， 作 空间 族 { 辐 。 BE 对 的 乘 各 
E= x ka, {22.1.8) 


其 中 的 点 本 做 区 一 {osy BEBI, ws 大 以 的 B- 坐 标 , Wa EBa， 要 据 
2-1.7), 作出 卫 上 满足 条 人 忻 f(e) 一 1 的 对 称 入 性 泛 落 了 与 EB 
之 名 的 一 一 对 应 ， 我 们 把 相应 的 了 与 丸 一 臻 化, 那 林 对 称 可 乘 炎 
性 泛 画 合体 针 就 可 看 成 召 的 一 个 子 集 ， 

取 wo, Bm, B, B' EB, HT sa, te CER, stare 形 如 y+ oy, 
¢ 忆 多 ， 因此 有 复数 族 {66 EB 一 一 其 中 只 有 有 限 个 不 是 


54 正 共 醒 与 算 子 环 的 坊 未 [第 二 于 
人 0 一 一 使 

Hi 之 CE ern (2-1.9) 
相应 了 于 关系 式 2.1-9) ,我 们 作 召 的 生 集 九 。 er， 它 是 耳 中 适合 条 
件 

Uplig’— 2 Cigrup z {2.1.10) 
的 点 w% 一 fs, 有 和 大 的 全 体 {( 例 如 和 0,6 一 如 ). 
引 理 2:1.1 钢 一 [| 和 Ns,er, 

3 心 &E 人 吏 s.e， 识 了 是 相应 于 4 的 区 性 活 丙 (由 
《3271)， 和 车 zz， 1EE， 必 有 了 机 族 数 仪 se， BB}， 括 ga, BEB} {其 
中 下 有 有 限 个 不 是 沁 ) 使 得 

T™ DL Nata, y= Dear 
则 利用 (2 工分 得 到 
中 一 名 chs iat STE, 
由 于 此 时 对 于 一 切 8, B8', 4 满足 2:1.10) ,所 以 由 人:1.7) 得 到 
f (oy) ~ Dovid ole — Dsante ~f (oF (Wy). 

所 以 了 是 满足 条 件 了 ke) 一 1 的 对 称 可 乘 线 性 泛 醒 ,部 wE 呐 . 

反之 , 尽 %E 镍 ， 则 相应 的 活 面 了 具有 可 乘 性 ,在 人 2.1. 分 两边 
用 了 作 有 几 之 ,我 们 就 得 到 (2.1.10). 这 梯 一 求 世 Eg 8， 后 人 
B.， 妇 镍 忆 从 只 s,s， 证 毕 . 

我 们 在 每 个 Bs 中 取 欧 儿 里 得 拓扑 ( 朗 欧 几 里 得 距 售 导出 的 拓 
着 ) ,在 互 中 取 洪 积 朱 盾 , 比 末 | 

馆 基 二 的 阴 子 宏 间 . (2-1:11) 

事实 上 ,这 时 对 每 个 BEB, 上 映 腿 wxws 是 吾 上 的 过 和 鞭 画 数 ， 
因此 xdstie' 一 也 chornir 也 是 连 秆 画 教 ， 它 的 零 空 间 骂 s,& 是 天 
沫 .由 引 理 2:1.I 立 训 得 到 {2-1-11)， .~ 
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如 在 如 上 导出 的 相对 拓 打 称 鸭 关上 的 驶 拓 扩 ,今后 寻 玉 瀑 


“有 特别 声明 , 吕 上 都 是 取 这 个 能 拓 打 . 跟 炉 这 个 拓扑 是 Hausdorff 


至 间 . 

下 面 我 们 再 仿照 把 粮 福 空间 嵌 大 第 二 共 邦 空间 的 想法 ， 把 了 
中 的 元 素 看 成 多 上 的 国 数 。 详 于 之 , 对 每 个 2 作 归 上 的 画 
数 人 六 ,7E 对 如 下 ; 

下 有一 了 0) 。 
分 声 是 上 这 的 这 些 面 数 怪 体 ， 按 通常 的 奈 性 运算 及 膝 法 ,入 成 为 
代数 .我 们 又 在 其 上 引进 对 合 全 > 全 如 下 
(Pf =, feEM. 
那 末 映照 z 一 全 成 为 吾 到 总 的 同 态 喘 照 而且 保持 对 合 关系 : 
(+ 

我 们 为 了 方便 起 见 以 后 就 改 (7) 为 2( 了 ). 

当 姥 上 赋 扩 能 拓扑 时 ， 对 每 个 了 E 瑟 , 五 中 的 元 素 eff) ,和 E 
渤 , 是 多 上 的 连 奈 画 数 .事实 上 ,这 时 有 复数 棚 66,,…, oa 一 
n 是 一 有 限 数 ,BB1,…，。 一 也 csvp,, 因此 


vf)— ome,, we 一 (ee 


七 是 we Wa …，twen 的 连 芒 匣 数 。 因此 2 力 ， 了 人 六， 按 弱 拓 插 


是 连 征 的 . 


我 什 骨 答 出 后 面 用 到 的 一 些 例 . 

[ 例 2.1:1] 裔 4 基 ? 个 复 变 数 z 一 (er …'; %4) 的 整 面 数 
(2) 全 人体. 接 照 通常 图 数 的 各 性 运算 及 乘法 , 吾 成 为 具有 单位 元 
1 的 交换 代数 . 当 w 世 4 时 我 们 规定 2 为 如 下 的 皮 画 数 : 


1 部 在 整个 ” 厅 复 空间 上 解析 的 丁当 . 
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(1 oy Bn) B21 Zr). 


显然 #2->w" 成 为 4, 王 的 对 合 ， 我 们 更 在 来 求 出 4, 万 的 对 称 可 和 款 


邦 性 证 本 全 性 ， 
对 于 征 窟 固定 的 一 租 实数 ** 二 {27,，…, 25)， 信和 上 的 活 图 
fa: S22), z 
容易 滞 出 fo 是 4 上 的 对 称 可 乘 大 性 旗 国 ， 反 过 来 , 设 了 是 4 上 
的 对 称 可 浅 炎 性 泛 丙 ,由 于 融 数 %.€ 4,, > 一 1 2，…， 名 2 一 zu 各 


Zp =f (2,) ， 
则 因 ， 2 一 4，2,…, %, 是 一 租 实数 . 和 将 4, 中 每 个 画 数 ?tt) 展 开 成 
短 般 数 
世人 区) 之 pi pp (21—21) 1 “(gn 一 中) 
则 . 
we -2 十 站 人 一 区， 
其 中 罗 


gs-~ ee 
所 一下， 
者 是 整 加 数 ， 即 gx 二 4,。 因 叱 当 了 E 岗 时 ,由 f(%) 一 难得 到 
fl) -2 站 107G 用- 由， 
这 里 加 = ( 难 ，…, 动 ， 央 此 
fo 
实现 了 2 检 实 空间 BB, 到 姥 的 一 一 哆 照 ,如 果 我 们 把 如 和 fo 一 到 
化 , 那 末 马 与 哮 一 臻 化 , 即 当 = 广 时 ， 
zf) ws). 
我 们 叉 可 以 在 R, 上 规定 一 列 守 范 D1z|s, zx 一 2 … 如 下 : 
3 这 里 的 中 范 |s| 实际 上 是 范 数 ， : 


2.1] 上 其 有 洁 合 拟 粮 性 拓 站 代数 的 一 摆 革 本 概念 EB7 


wi = MAX [we) 1 
|] 二 


这 样 ，4, 按 {lis a 一 1，2,…} 成 为 肛 可 列 牛 范 代 数 . 这 时 , 4， 
中 元 来 列 {04} 收 铝 于 4 的 充 要 条 件 就 是 {zs 人 z 站 内 了 地 均 与 收 笋 于 
x{z)}， 还 可 以 证 明 4; 是 对 称 的 ,完备 的 . 
我 们 于 叔 , 二。 是 一 个 上 典型 的 交接 对 称 赋 半 范 代数 .理由 如 下 : 
潜 上 二 是 任 客 一 个 完备 的 . 对称 的 、 具 有 单位 元 的 号 秆 范 代 数 ， 人 性 
联 十 人 当 g Ed 时 ,将 gq 展开 成 舌 般 数 
pC) 一 之 Cy 


这 时 ,由 于 9 是 整 画 数 , 容 易 证 明 对 任何 一 粗 证 数 01,…, 6s, 有 
,DB lame hehe 00, / 

因此 对 于 任 一 aE 站 

,B® ems gl yl 0. 
再 利用 代数 六 的 完备 性 ,和 作 数 

,2 oad 2 

收 伍 于 召 中 的 元 素 , 到 它们 为 
PY Wa), 
这 时 有 : 

PY dn) = pr), 
特别 当 护 , …, gy 是 玉 中 自 共 王 元 素 时 ，g->p (gy, …, gn) 碳 为 
4; 到 吾 中 保持 对 合 的 出 态 映 照 ， 这 个 映照 的 象 有 做 .0 

[ 例 2.1.2] 设 是 内 积 空间 , 轴 ( 豆 ) 是 五 上 糙 性 有 屏 算 子 

全 传 . 按 算 子 的 运算 , 蜀 ( 吾 ) 成 为 代数 , 它 应 但 等 算 子 工 为 单位 元 ， 


当 本 E38 二 ) 时 ， 我们 把 4 的 共生 算 子 记 做 4*， 沸 未 4 一 4* 是 - 


妈 ( 吾 ) 上 的 对 合 ， 双 见 ( 五 ) 挡 算 子 范 数 及 上 述 对 合成 为 对 称 虐 范 
代数 ,对 每 个 te 五 , 作 轴 (万 ) 上 的 话 画 
F(A) = (AE, €), AEN(H). 
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这 芷 出 (五 ) 上 的 连 稼 正 琵 画 . 

我 们 称 汰 ( 吾 ) 必 及 宇 的 子 代 数 为 空间 下 上 的 算 子 代数 ,有 冉 
也 称 报 算 子 环 ， 其 中 的 范 数 及 对 合 部 是 按 合 21 中 的 规定 ， 

在 本 书 中 最 重要 的 -一 类 正 证 面 是 下 面 的 例 。， 

[全 23:1.83] 裔 总 是 一 紧 的 拓扑 空间 ， C9) 是 六 上 过 种 副 数 
全 性 , 按 和 通常 的 图 数 运 算 , 范 数 

| ~maxizts)|, ECW), 


及 对 合作 32 (9) 一 zw(8),， C09) 夏 为 具有 单位 元 1 的 、 交换、 对 
称 Banach 代数 、 设 出 基文 的 阴 子 集 全 体 胆 成 的 9- 人 代数,， 记 二 
,好 ) 下 的 { 非 受 ) 有 烽 测 嵌 , 那 未 


f(s) =—| zls)dpls), wvEOS) 
是 CS) 上 正 连 炉 证 画 ， 事 实 上 ,这 也 是 0(S) 上 正 证 押 的 一 般 形 
式 . 
[ 例 2-1: 筷 届 加 是 具有 单位 元 和 对 合 的 代数 ,对 是 它 的 对 
称 可 姜 粮 性 活 图 全 体 裕 弱 拓 扑 所 成 的 拓扑 空间 ， 信 是 加 的 紧 子 
和 集 ， 器 是 由 爷 的 六子 集 张 成 的 多 中 的 0- 代数 ，& 是 { 罗 , 由 ) 上 的 
( 非 贰 ) 有 限 测 度 。 那 末 活 画 


fO=| snM), wER (2.1.19) 


有 稀 定 的 意义 .事实 上 ,由 于 4%ER 时 , wx() 是 沈 上 的 连 糖 画 数 ， 
也 是 包 王 的 连 桔 画 数 ,因而 是 有 界 的 ,又 限 制 在 江上 时 , 它 是 [人 ， 
区) 上 的 可 调配 数 ， 所 以 (2 和 12) 右边 积分 征 在 . 容 历 验 且 


fora) =| lo) du) >0， weER 


所 太子 是 世上 的 正 诈 范 . 下 一 和 在 其 些 情 沈 下 , 证 明 (2:1-12) 是 


R 上 正 活 桓 的 一 般 形式 ， 
[全 21. 辐 散人 旨 一 (G8, 由 是 测度 空间 ,Zr (9) 是 马上 本 


得当 .1 县 有 刘 全 的 约 性 拓扑 长 数 的 一 些 基 本 和 俐 念 DY 
性 有 异 芍 可 请 画 数 人 全体， 按 通 党 的 如 性 运算 及 乘法 成 为 代数 ， 观 
规定 当 YE 时， 

zi 一 本 性 上 界 |x(g) |; sg) =£(9), EG 
那 示 工 ” (@) 成 为 只 有 单位 元 的 完备 的 对 称 Banach 代数 ， 


| 5” 速 续 画 数 代数 
我 们 江 引 壕 一 个 记号 。 识 了 和 gg 是 辆 个 男儿 ， 训 
Fvo—maxtf, 9, fAg—mintf, g)., 
下 面 是 巡 种 面 数 定 间 中 的 一 个 一 般 副 近 定 理 . 
定理 宁 .1.2'Stone-Weiergtrasg) 设 训 是 一 紧 空 阳 ， 呈 (二 
是 器 上 的 实 连 种 了 画 数 合体 ， 按 范 数 |ol = max| gt{ 媒 )| 所 成 的 
Banach 代数 . 设 量 是 了 (0) 的 阴 子 代数 ,满足 如 下 和 荣 忻 *: 对 于 
吕 中 任何 两 个 不 同 点 于， 不, 必 有 pg EQ 使 9g (0D) 一 0,9(N) 一 1. 
那 示 倒序 是 EB(R). 
【3 人 先 证 当 0 EQ 时 |w| E 旬 ， 于 实 上 ， 对 任何 正 数 3， 
必 有 多项式 了 使 得 当 |t| 专 上 wl 时 ， 
-PO | < (2.1.18) 


合 Po 从 一 五 (有 一己 (0) , 则 Po 是 没有 常数 项 的 多 项 式 、 因 为 人 @ 是 
代数 ， 因 此 Po(gp) SQ， 又 由 2.1.18),，max ||t| 一 Po 人 | < 于 
十 |PO0) | < 过， 因此 对 一 切 肝 EE 驶 , 由 |p (| 蔚 [w 上 得 知 
| ig MH) — Polp) (MY) | <8. 
郎 让 Lo 一 Pofp < 和 s， 然 而 总 是 于 的 因此 1p| EQ 
申 是 , 当 g; 由 EQ 时 ,pV 一 -了 2 二 站 19 一 和 EQ， 同 焙 地 
pvLEN. 


0 可 以 证 昭 这 个 条 件 等 价 于 对 钢 中 任何 两 个 不 同 点 下 ,加 ，、 有 四 E 各 使 罗 14) 六 
9(N) , 冯 峙 任何 放 E 吸 有 冰 EQ 司 (OM) 0. 
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(2) 我 们 注意 ,对 并 中 任何 丁点 于 , 和 ,有 ER 使 wp 于)=0， 
PN) 一 1， 调 欣 训 ,天 的 位 什 即 徊 有 当 全 @ 使 灿 (N) 一 0, 业 ( 拉 ) 
一 ]， 因 此 对 任何 数 &, 8, 责 数 ep 十 地 E 间 而 《ip 十 by} (到 ) 
—b, (pt+op) tN) =a, 
对 和 任 全 (再) EOC)， 和 伍 取 于, NE 观 ,由 上 所 述 有 图 数 
XYy,NCR@ 全 wy,w tM) =wM), wn (RN ) ~—z(N). 因此 开 集 
Usr,s= (ue, x CW) wy) TF 28}, 
Vy w= {| vr) 2} 
都 包 合 型 , 入 ， 然而 世 wy| 到 E 咖 是 对 的 开 复 盖 族 ， 因 此 有 
Ji 使 ax 十 … 十 忆 wxr 二 理 ， 直 () , 夯 数 


Ny 人 
苛 未 对 一 切 E 红 ,wi (ww) < 之 vw(w) 十 8， 计 w= 人 yw, 那 未 Vs 
也 是 站 的 环境 , 而 且 当 WEVsw 时 wyl2) zw(W) 一 8， 类 怖 地 丸 存 
在 有 限 个 Vay, Uy Vx 司 Vy.U "2 UFw,DD 再 册 (1) ; [到 异 
=r PV Vy EQ. 
但 这 时 就 有 z 
TOA) 一 Bf 十 和 对 
邹 入 一 二 一 se， 然而 @ 是 队 集 ,所 以 wEQ， 证 些 . 
系 3.1.3 设 0O( 狼 ) 是 紧 空间 屠 上 复 值 连 秆 丽 数 至 体 所 雇 的 
对 称 带 范 代数 ( 屁 例 2.1-9， 设 5 是 QO( 钢 ) 的 对 称 骨 子 代数 ， 如 
果 对 层 中 任何 两 个 永 同 点 模 , 站 , 必 有 EN 使 pC(M) 一 0,p(N) 
[ 款 】 合 @ 是 S 中 的 实 丽 数 合体 ,者 未 @ 是 尼 (22) 的 并 于 代 
狠 ， 对 任何 姥 , 不 E 用 ,下 关 下， 出 假 识 有 ww E55 便 pp(M) =0， 
”9 《NW) 一 二 因为 如 是 对 称 的 , 5E5, 因此 由 ~ 了 全 p+ EQ， 这 时 
仍 有 由 (2M) ~0， 让 (CN) 一 人 因此 恕 满足 定理 3.1. 条 作 因 


各 了 ,二 ] 峙 上 尘 范 忙 数 上 正 泛 图 的 阶 示 1 


和 i Q 一 RMR)， 对 于 任何 <ECG) ,ma 一 全 2 一 2 都 在 


鼠 ( 下 1 站 中 国 而 在 急 中 由 是 开 一 2 于 isE 避 ,部 故 一 如 人 昌 。 站 人 毕 ， 


§ 号 ' 马 届 定 范 代数 上 正 泛 贾 的 表示 


我 们 首 续 证 明 具 有 单位 元 的 、 对 称 、 完备 , 赋 可 询 第 范 代数 总 
上 下 泛 图 的 连 炽 性 ， 这 里 入 性 泛 瑟 的 连 炽 性 和 通常 的 意义 一 
样 , 即 是 识 对 于 世 中 收 铝 于 只 的 任何 一 到 元 率 { 人 2,} 全 有 了 (w) 一 0. 

引 惠 2.:2:1 识 呈 是 具有 单位 元 6 的、 对称, 和 完 省 、 贼 可 列 生 
光 代 煌 。 妈 避 了 荐 此 上 的 正 泛 图 ,于 末 了 基 连 秆 的 ， 

[证 】 不 妨 设 了 (e) = 过， 车 /不 是 连 秆 的 , 则 必 有 一 列 {2 
CR, wa>0, 但 zs) 90， 不 妨 沿 (必要 时 选 出 {rn} 的 子 别 ) 

8 一 ii |f (tn) |>0, ‘2.2:1) 

在 Rchwars 不 等 式 (2:1:B) 中 苔 2 一 2, yy 二 2， 央 


fn) | SN arn) . 
因此 由 2:2.1) 得 到 了 (wel 守 g23， 汉 因 zw-30, 所 以 中 -0， 旺 山 


Fy 
yay; YO, Fn) =—1. 
当 wERNH, 记 入 (2) 一 max(|w|x, 1)?， 有 四 于 好 0, 于 可 以 
取出 人 小 的 子 斋 {2,} 使 
,= N81) + CN Eo) ENS, a) + Ct CN a) + [2 |) 
— {Nl%1) TF CN ga) 十 【人 za) + Ce CN (Zn) 


< (2.2.2) 


事实 上 , 汪 包 ,名 -1 部 已 取 好 ,及 一 Vw, 而且 司 (2:23.2) 当 %==4， 
2; …' ,2 一 1 时 成 要， 只 要 取 译 记 主 1 使 [gw|; 沦 分 小 , 则 当 关 一 纺 ， 
D 这 里 few 4 一 1 3, …j 雯 示 王 的 中 范 数 、 


83 正 泛 瑞 与 第 子 环 的 表示 [第 二 党 
时 (2.2, 细 对 ma 一 地 成 立 ( 肌 于 lim |ysj1=0， 这 样 的 加 总 可 以 取 
到 ) ， 于 是 子 序 删 {4 已 取 好 .， 
作 召 中 的 元 素 
和 一 2 十 (十 《2 十 【十 呈 9 (2.2.3) 
这 是 名， za， 的 下 系数 和 多项式， 在 (3.2.8) 中 将 名 以 复数 二 
代 及 时 所 得 的 正 系数 过 项 式 衣 为 Pt，…， nj。 容易 看 出 ，Wh 一 
-1 也 是 和 ,1h 的 下 柔 数 多 项 式 , 这 个 多 项 式 中 以 复数 后 代 %% 
时 所 得 的 正和 邓 数 多 项 式 记 为 访 ,(H,，…, 村)， 那 末 易 知 
[一 和 | (| 和 | 
HN), Nn) [35 | sn) 
= P(Nnt?1), 人 EA 
PlN (1), 1 Nl2n1)) 


= On. (2.2.,41 


由 此 可 见 信 沾 成 为 电 中 的 基本 点 列 , 它 必 收 钙 于 五 中 的 一 个 元 素 ， 
认 沥 Xi， 出 于 各 = 加， Mm 二 和 打 此 和 一 对 
证 和 hx 一 22 十 ( 知 十 124 十 人 十 ( 因 -2 十 而 jj3。 那 款 和 (2.2.44) 
娄 伺 地 可 以 诞 明 
Mn An-1ln SS) 十 (a) 二 二 CN (na 二 | 
— {Nntza) TT CNnt2a) TF (rT Nalen-a) 
Nae 1) 3) a )) 
= Nn Ea) + (Nr 2a) TF (ee 

+t Nl + | 

+ Nr) + (Ns (Za) TF 

+ nt) TAS 


] 
a" 


上 式 中 最 后 一 步 是 由 于 Ni.(w) 字 1. 因此 有 xs 使 加 一 xs, 而 且 
Xa 一 2, 及 由 于 和 一 毁 十 和 n， 地 过 


< 


其 他 范 民 数 上 正法 国 的 素 示 03 


Ma = 21. 


”一 让 继 积 下 去 ,就 得 到 环 忆 中 的 一 列 元 素 {x,} 适 合 


一] (2.2.:B) 

由 Schwars 不 等 式 {2.'1.B), 插 六 意 到 各 一 入 8) 二 1，。 我 们 得 
到 z 

| fF Ca) fr). (2.2.6) 
双 由 了 (%) 一 1 和 (2.2. 本 ) , (2.2.6) 得 到 

fl1+F rn 1+ (+r) vs 

字 ] 寺 (1 十 (I 二: 二 (DY 
对 一 切 久 成立, 但 这 是 不 可 能 的 .因此 是 连 蒜 的， 应 替 ， 

泊 2.2.2 在 引 理 2.2.1 的 假设 下 ,车 请 的 年 范 吝 {|w|。, a 
一 ]， 2, .…} 又 适合 条 件 1z|as |ejs 扫 …， 则 必 有 自然 数 a 和 正 数 
5 使 得 对 一 切 4E 吾 成立 着 
| ez (2.2.7) 

【证 】 如 条 不 然 , sup Lizle 一 so， 因此 对 每 个 呈 有 
mrE 忆 使 Pio) 一 1 jz|。<< 革 ， 但 这 时 显然 有 ar->0。， 这 和 了 的 
连 芒 性 惠 突 ， 家 毕 . 

有 例 避 明 这 个 引 理 示 能 推广 到 赋 不 可 型 个 咎 范 的 代数 上 . 

我 们 注意 ,不 等 式 (2.2.7) 还 可 以 准确 化 ,使 它 成 为 

: FOIEAAOIEE (2-2.8) 
事实 上 ,重复 使 用 Bohwars 不 等 式 (2.1.5)， 排 利用 (2.23.7) 可 以 
得 到 

OESIORICOO EE SO DY 
ON 
SOW 


他 mm->o0 就 得 到 
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fo) fm Vee ls, (2.2.9) 
然而 ] we) | 所 | ze lz 二 zs ， 因此 由 (2.2:9) 立即 推 
出 (2.2.8). 
特别 当 品 是 醋 范 代数 时 , (2:23-8) 郎 为 
fm) Fe) rl, TER, (2:2.10) 
其 中 |z| 为 吾 上 的 范 数 ， 这 时 的 不 等 式 (2.2.10) 可 以 相当 笛 单 地 
诈 明 《 昂 Haliwapx[fj) 加 下 . 
瑟 * 是 自 共 竹 的 而 且 |*| <1. 考察 二 项 式 琢 数 


GL- 人 -1 一 半 一 可 入 一 (2-2.11) 
硬汉 和 一半 了 时 (2.2 二 右边 蚁 六 ， 由 是 容易 看 旧 籽 数 
ye T+ {2.2.12Y 


C2.2.12) 是 指 搂 范 数 收 钱 .由 玫 在 主 中 i#| = |# 六 | 从 5 的 自 共 二 性 导 胆 当 的 


自 共 二 性 ， 易 知 沪 = 二 se 一 5. 忆 由 了 的 正 笑 了 CD 二 WW 字 0 办 此 
fw) fe). 
由 此 可 移 对 于 互 中 任何 自 共 地 元 素 ,(2.2.10) 成 立 ， 再 利用 Behwarz 不 等 
式 和 zz 的 自 共 辆 狂 得 知 对 一 切 <E 民 ; 成 立 靖 
z CE AOTC SE A LOHEN EALOHEL 
这 就 是 (2:2.10). : : 
但 是 这 个 证 靶 显然 不 能 牙 广 到 陕 可 列 中 范 代数 ， 


引 理 2.2.8 诊 4, 是 ” 变 元 整 画 数 的 代数 ( 昂 便 2-1'1) ,如 
识 了 是 4, .上 的 正 泛 丽 ,f(1) 1， 闭 末 必 有 条 实 空间 ,中 的 有 
办 随和 集 也 以 及 也 上 的 概率 测度 上 使 得 当 gp E44, 时， 
| f(g) | Pane). (2.2.18) 

双 表 合 (2.2-18) 的 pu 是 唯一 的 . : 

[证 j 识 | 8 |。， a—1, 2， ys 是 例 并 中 有 规定 的 4， _ 上 1 地 
牢 范 族 . 和 祖 据 例 3.1:1 和 和 和 又 2.2.2, 尺 有 正 数 6c 和 自然 数 w“ 使 得 
不 等 式 人 .3 四 对 一 加 YE4。 成 立 ， 


HH br 人 


总 甩 : 寺 |] 同 中 范 站 数 _ 工 正 蓄 严 的 医 示 人 
对 于 任意 实数 粗 二， 本 é,) 所 攻 。 和 复数 租 2 (2 gr 
记 
二 
作画 数 上 全 一 上 (exp {证 :2) E44,, 由 了 的 连 种 性 得 到 p (四 对 t 的 
连 秆 性 。 及 中 (0) =1， 认 的, 1 二 1 2 大 是 五 ,中 任意 天 个 片 ， 
51，… ,是 任 音 个 复数 , 计 
(2 ) 一 之 Sr1arp{it ds). 
孝 未 
他 DE ESO—=f ww) 0, 
其 中 HD FON) 一 (2 A， 。 + FE) Dl i 开 是 正定 图 数 ，, 出 
Bochner- AHHUUT 定理 , 在 及, 上 存在 哈 一 的 概率 测度 名 使 
| end + (0.2. 14) 
首先 评 明 测度 六 集中 在 上山 的 子 集 五 = 他 | |%| <a 二 1, 2 一 工 2， 
,np 上 . Wa 
yn 一 < 方 P11- 
容易 算出 由 , 中 的 元 素 


in) = engn(i)dia 一 szp| 一 号 -二 ma 人 一 四 


当 
和 二) 一 1 ， 1 一 工 ， 2, "rs 


(2.2.15) 
我 们 注意 (2.2.185) 中 的 积分 接 4 中 拓扑 收 笋 ,因此 在 (2.2.14) 中 
取 t= (0,…, 介 ,着 在 (2.2.]4) 两 边 乘 以 gm(h) 后 再 对 下 进行 
积分 ,左边 利用 上 的 圳 欧 性 ,而 边 交 换 积 分 得 
fm -| nwanlo)>| 0 gdp) 
: (32.23.16) 
由 于 h < 6 在 (2.2-16) 中 合 风 co， 利用 (3.3.7 部 知 


和 正 沦 画 与 算 子 环 的 囊 示 [第 二 章 


(2.2.16) 左 边 有 办 .但 右边 除非 | ，o 了 ap(m) 一 0， 否则 不 可 
能 是 有 界 的 . | 
因此 秆 空间 为 之 a 十 1 的 jp 测度 为 0。 再 进行 类 似 的 科 革 就 
知道 测度 集中 在 了 上 . 
所 以 我 们 此 后 在 从 -2.14) 的 积分 中 把 忆 , 换 万 也. 将 (2-2.14) 
潍 边 作 运 算 


BT" :Ty 
EE 

容易 证 明 这 个 运算 作用 到 (2-2-14) 左边 时 ， 可 以 放 济 了 (*) 的 里 
面 ， 六 这 个 运算 与 (2.2,14) 右边 的 积分 运算 可 变换 . 因此 再 售 
i= (0, …, 0) 郎 得 知 (2.2.48) 对 于 go 人 一 下 机 成 立 ， 因 而 
(2.2.18) 对 任 一 多 项 式 成 立 ， 再 由 于 上 了 的 过 芒 性 和 多 项 式 全 体 在 
4 中 的 稳 密 性 推出 (2.2.18) 对 一 切 gE 4 成立， 至 于 测度 凡 的 
哈 一 性 可 由 Bochner 定理 中 测度 上 的 唯一 性 推出 ， 引 理 王 毕 ， 

利用 $ 2.1 中 关于 对 称 可 乘 芒 性 证 画 的 表示 通过 Koxxoropos 
定理 可 以 将 引 理 2.2.8 推广 到 更 一 般 的 代数 上 , 见 定 理 2.2.4 这 
是 迄今 为 止 ,以 抽象 形式 表述 的 最 一 般 定 理 . 

定理 2.2.4 届 忆 是 具有 单位 元 的 对 称 交 换 完备 赋 牢 范 代数 ， 
叫 是 忆 的 对 称 可 乘 次 性 泛 画 全 体 所 成 的 拓扑 窗 间 、， 取 设 是 且 
上 的 正 活 丽 , 了 (e) 一 1。 那 末 存在 员 的 紧 子 集 时 ,， 和 呐 , 上 唯一 
的 概率 测 虐 使 得 

fo 一 | 2sM) dnlM) (2.2.17) 

对 一 切 2E 忆 成 立 . 

【 壮 】 利用 $2.1 的 方法 , 任意 选取 玉 中 由 自 共 示 元 来 租 成 
的 粮 性 基 {zs, BE B}， 对 B 中 任意 固定 的 B81, …， Bs 及 4 中 任 
意 夯 数 9 (sz, …, z。), 作出 g (va, …, wa,)， 通 过 并 作 4 上 的 泛 
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pF PT 7, Ten) ). (2.2.18) 
用 于 gp (Tn 人 的 意外 兄 $2:1) 的 
避 持 对 合 的 同 术 , 所 以 人 2'2.18) 是 4, 上 的 正 证 画 . 由 引 理 2.2.3， 
存在 名 移 实 空间 鱼 s, XxX… XxX Bs 中 的 有 界 办 集 Ds .sa 及 集中 和 在 其 
上 的 唯一 概 举 测度 Po,ewy 使 得 当 pp E44, 时 ， 


FP We 7, Par) ) 
-|,， 9 (8 sy Wg op Bo Ug, Wg) (2.2.19) 
由 于 当 和 六 中 时， 
| OU et Fem db, pa (WB "Wan) 


_ 下 ( Pitman tr" inend ) —— f (6mer+ EE ) 


Ea dsp ~ Bn Cp "yy Ug) 9 
这 族 有 有 限 猴 空间 上 的 构 率 测度 5g 8; Bi ;Bn 全 是 荐 符合 的 ， 
不 妨 识 已 :2:49) 中 的 守 s( 取 %==1 的 捕 妮 ) 鸭 |s| 于 95,, 由于 宙 度 
族 {ws .sl 的 符合 性 电 知 测度 js. sa 集中 在 有 和 界 集 | | 8 
zy 二 1 上， 出 Kozmorop0B 定理 \ 系 1.3.475， 存在 dD—X os 


上 上班 一 的 概率 测度 &w, 使 得 对 于 性 何 煌 应 于 指标 Bi1,，…', 6。 及 以 
Borel 集 电 为 臣 的 Borel 柱 旬 成立 着 几 全 一 = Mg Bn oe) 。， 因 此 
我 们 大 (2:2:19) 得 到 


fg (ee op 一 | pas ,when) Gt Cu), 


(2.9.20) 
裔 {06sr 是 届 汪 -人 9) 中 的 一 族 数 ， 惠 人 .1:9) 和 和 (2.2.20) 我 们 得 着 


| Gueuw ~ ohorm) rap) =f (var —E cba)’) =0. 
(2.2.21) 
但 可 测 集 轩 NWhan( 吕 $2- 了 ) 是 使 (2.2.21) 中 发 积 分 柄 数 大 于 0 
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的 点 包 全 体 ， 因 址 z 
Ngp) 一 0 {2.2.22) 
我 们 把 湿 看 成 如 = X Es 的 子 梨 .全 证 某 怀 门 痰 的 中 外 调 许 
上 {加 和 为 二 
谣 荆 ~ 了 > 荆 , 是 瑟 中 一 列 开 福 的 和 而 也 适 合 
ToBN Mm. (2.2.28) 
根据 吾 almos[tj， 只 要 证 明 ww( 门 一 1, 那 未 外 测 麻 凡 ( 避 门 怖 ) =1， 
因为 名 一 XX Ds 而 虽 s 为 欧 几 里 得 直线 上 的 紧 集 , 由 TuxonoB 
定理 ( 见 关 秘 看 [1D, 侈 是 再 中 的 紧 集 . 合 怒 为 EN 总 了 ,， 它 是 
如 中 的 闭 柱 。 由 (2.2.28) ,我 们 有 
DN 和 R 全 4,=0. z : (2.2.24) 
售 证 必 有 A 和 有 限 个 观 sat，…, awa 使 
也门 才 ， (Ms,, ss=0, {2.2.25) 
不 然 的 医 , 避 中 随 子 集 族 {人 站 员 s,8,B8,B'E 有 BU {nn 加 ,n=1,2， 
…} 中 任意 有 限 个 集 有 公共 点 。 由 久 的 紧 惧 得 多 门 4 站 于 es.o 
+ 宏 乐 , 而 由 引 理 2.1-1, 这 和 (2.2:24) 子 盾 , 因 此 (3.2.25) 成 立 . 
但 是 南 (2.2.22) 有 p(B NW ) =0. 由 dN DEEN Ma. a 
得 到 : 
w(t ND) =0. 


但 是 jw 区) 于 所 以 Rd = pC, 几 伟 ) 一 0 部 得 坏人) =1, 因 
此 太 《外 站 区) 一 工 . 
再 利用 $1.1 第 一 段 的 方法 ,我 们 把 % 集中 在 紧 集 全 几 观 上 ， 
这 样 由 (2.2.20) 立即 导出 (2.2.17)， 至 于 测度 凡 的 唯一 性 可 由 
,Bs 多 瞧 一 性 立即 得 到 .。， 诅 圭 . 
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利用 (2.2. 才 ) 立 朗 可 知 定理 2-2.4 中 的 正 泛 画 适合 不 等 式 
fw) se gup IstM)|. (2+2.26) 


下 面 我 们 再 利用 2:2:10) 研 究 对 称 Banach 代数 的 对 称 可 尼 
米 性 汇 国 空间 ， 

定理 2.2.5 发 尺 是 具有 单位 元 的 ,对 称 Banach 代数 ,时 是 
它 的 对 称 可 乘 线 性 省 曾 全 迟 按 旺 拓扑 所 成 的 本 扑 室 间 , 那 末 闭 是 
紧 侄 阅 . 

[证 ] 和 肛 肌 82 工 的 万 法 把 包 戏 大 到 窑 间 及 中 , 我们 注音 
$2.1 中 管 说 过 , 眉 中 的 元 素 作 是 召 上 的 正 放 天 ， 利 用 (32:10) 
开 妈 可 知 , 当 BEB 时 ， 

LAEIEAR (2.2.27) 
全 Cs 是 Bs 的 紧 子 集 {wa | | Wa| SE [ze|}. 后 THx080B 定理 ，(t 
-0s 是 拓扑 室 辣 呈 的 颈 子 集 , 由 于 2-2.27), 了 CO， 在 骂 :1 


中 又 说 过 中 是 及 的 阴 子 集 , 因此 好 作为 了 紧 集 的 阴 子 集 , 它 本 身 
翅 是 紧 的 . 站 华 ， 

现在 利用 定理 2.2.4, 2.2.5 稿 出 Hilbert 空间 上 交换 对 称 算 
子 环 的 精 构 : 

定理 2.2.6 发 瓦 是 一 个 Hilbert 空间 , RB 是 瑟 上 某 些 线性 
有 界 算 于 租 成 的 交换 对 称 完备 算 子 代数 ， 生 单位 算 子 TER， 全 
Dt 是 RR 上 的 对 称 可 弱 粮 性 泛 示 侈 体 所 成 的 紧 卫 ausdor 人 f 宏 铝 ， 
-OM) 是 吏 上 复 值 这 种 丁 数 会 体 所 碾 的 画 数 环 , 那 末 映 昭 

A—>A(M), HEN (2.2.28) 
是 卫 到 0Q( 吕 ) 的 对 称 等 焉 同 构 上 映照 . 
.， 【 放 】 当 A4ER 时 , 4M) ,ME 观 是 CO 如) 中 元 秦 , 这 种 元 素 
至 体 记 做 衣 ， 那 来 (2.2.28) 是 BB 到 及 的 对 称 同 坟 映 照 ， 对 于 任 
和 何人 2 万 吾 , 作 嫩 上 的 壕 活 栈 / 
/ fold) 一 (de, $), AER, 


?0 正 花 瑞 上 太 算 子 环 的 尾 示 [第 二 舒 
由 (2.:2.28)， 
托 入 
f(A*A) < max |A(M) IlD), 


因此 


41 = 14"A] 一 加 < max |ACM) I’, 


再 由 (2-2.10) 得 到 14(M)| 专 141, 此 地 下 E 岗 ， 所 以 
Al=maz deaD|， 


因此 (2-2.28) 是 五 到 电 的 等 距 闻 构 上 映照 。 由 于 刁 是 对 称 的 党 备 
的 , 下 也 是 对 称 的 完备 的 , 即 是 C{ 观 ) 对 称 随 子 代数 ， 对 于 器 中 
任何 两 个 不 同上 筷 民 入, 必 有 4AER 全 4M)A(N)， 合 


pA PER, (MU) Es, mv(M) 0, pCN) 


一 ， 程 锯 柔 2:1.8 , 亚 即 是 CMRy 证 
§ 之 :3 ae 
1 ”代数 呈 ( 囊 ) 上 隐 冬 移 括 站 

收 如 是 Hilbert 空间 , 团 ( 吾 ) 是 娄 到 五 的 多 性 有 和 翼 算 子 至 体 
按照 算 半 的 运算 所 成 的 代数 . 及 在 加 (二 ) 上 引进 对 合 : 44->4*, 其 
中 4 基 寺 4 的 共 王 算 了 于. 下面 我 个 在 轩 ( 吾 )} 引 | 进 各 种 丘 半 ; 

IT， 能 拓扑 ， 对 任 -一 4。E 妈 (HY, 任 取 正 数 日 及 五 中 的 元 素 
和 

U Cdo; 方 ，， fr, Pi ***, Pa 6) 
一 这 | (4 — Aft, pe |<e, F=1, ., n} 

为 和 的 及 评 卉 ,以 上 小 类 型 的 和 集 的 合体 作为 环境 基 ， 我 们 得 测 
导 {( 开 ) 上 的 一 个 拓扑 , 穆 它 为 腾 拓 站 :， 一般 订 来 ， 这 全 后 所 并 不 满 
足 第 一 可 列 有 公理 ， 当 必 C 韶 ( 吾 ) 时 , 5 按 驳 拓 丰 的 包 记 为 Si 次 
易 看 出 尖 ( 如 ) 按 紧 拓 扩 成 为 粮 性 拓扑 室 间 ， 当 固定 如 人 见 ( 瑟 ?时 ， 
潍 法 运算 44 一 瑟 4,， 妆 E 轩 (及) (以 及 ->A4B, 4E 贡 ( 末 )) 是 连 积 


TT EE i Ci ”= = 


和 2.3] 昼 阴 算 子 尼 数 的 臣 杯 概 翁 | 
的 ,然而 对 弱 拓 掉 来 谣 , 运算 (4, BB)~> 4B 拓 不 是 对 (H) x8(H) 
到 蓝 ( 玉 ) 的 过 炉 映照 ( 蝎 例 2.8.1)， 因 为 | ((4 一 A0)fx, pw)|= 
fs 一 和) gp) | ,对 合 贞 照 4> 4 关于 由 (万 ) 的 戏 拓 扑 是 如 
种 的 . 

”I. 强 拓扑 ,对 任 一 4oE 罗 (五 ) , 任 取 正 数 6 及 互 中 有 限 个 
向 量 户 , …， fn, 作 集 

Vido; 方 ， 大 ;人 一 人 | 人 一 4 让 | 天 8 B=1, 2, -…, nN}, 
它 是 4 的 强 环境 ， 用 上 过 类 型 的 集 的 全 体 作 为 环境 基 ,我 们 得 
到 风 ( 百 ) 上 一 个 拓 , 称 之 为 强 拓 扑 , 它 一 般 地 不 满足 第 一 可 列 到 
理 ， 当 SC 名 (BH) 时 ,记号 接 强 托 扑 的 包 为 唱 ， 革 (五 ) 按 强 拓 扰 
仍 为 龙 性 拓扑 空 间 。 当 国定 吾 各 由 (五 ) 时 ,乘法 运算 4->4 (以 
及 运算 4->B4) 孝 是 连 秆 的 ,然而 对 强 拓 和 拓 来 这 ,运算 (4, B)>4B 
司 然 不 是 昂 { 五 ) x 器 ( 吾 ) 到 敌 ( 好 ) 上 的 巡 重 映照 ( 见 价 2:8.1)， 
不 但 如 此 ， 搂 强 拓 扑 ， 对 合 映照 4 > 4* 也 并 不 是 连 姜 的 〈 响 例 
2.8.1). 

IIT. 一 臻 拓 盾 ， 在 $2:1 中 我 们 已 释 讨 过 加 ( 五 ) 按 算 子 范 数 
成 为 对 称 Banach 代数 . 电 范 数 导 出 见 ( 妃 ) 上 的 一 个 拓扑， 妆 
4 七 妈 ( 且 ) 时 , 形 如 / 

{dA|1A4—Aol < e} 
的 集 克 体 租 成 在 do 的 环境 基 , 这 个 拓扑 称 为 一 致 拓扑 ， 这 个 拓 拌 
满足 第 一 可 烈 公理 ,而且 按 这 个 折 扑 , 加 法 .乘法 及 对 合 都 是 连续 
的 ， 当 有 灾 由 ( 百 ; 时 , S 搂 一 我 拓 盾 的 包 记 为 S93. z 

品 然 叶 ( 五 ) 的 弱 拓 六 弱 于 强 拓 扑 , 强 拓 盾 弱 于 一 致 拓扑 .一 
般 襄 来 ， 这 三 个 拓 扰 彼此 各 异 ( 见 下 面 的 俩 )。 当 C8( 吾 ) 时 ， 
显然 

SCAHICST 

[全 | 2.3.T 诅 吾 是 可 析 的 Hilbert 空间 , 18,} ,v= 2 

是 互 中 的 洛 备 就 范 直 交 系 。 作 算 子 了 如 下 : 当 wE 五 时 ， 
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Ux= > ( 世 ， Bp 1 By. 
然 ID| 志 1， 鼻 4.==U", 刚 当 EE 时 ， 


Lr =| 
We 之 | {XT, Butn) Bp, 
二 


未 |4zla= 匀 1(z, en) |， 然而 吝 1(v, D1: 一 Jel?<o0, 所 
以 对 每 个 了 H， : 
liml Ael 一 心 ， 


部 {4 小 按 强 拓扑 疏 数 于 需 ， 但 是 容易 算出 44, 的 共 暂 低 子 是 
Es p31| (w, By) Gp 


于 是 1A:zx| 一 上 | 朗 {4%} 按 强 拓扑 不 收获 于 霉 . 这 部 明了 两 点 ; 
fi 映照 4 一 4 搂 强 拓扑 是 不 连 态 的 ，(i 由 (五 ) 上 的 强 拓 扑 与 
弱 拓 站 并 不 一 致 ， 

有 由 于 4,.4 必 一 工 一 一 恒 等 算 子 ,并 且 {4， } 按 弱 拓 盾 也 收 钊 于 
零 . {49 按 腾 拓扑 也 应 收 铬 于 寺 (因为 4 一 4A’ 抄 弱 拓 拉 是 过 车 
的 ) ,然而 {4n4 闪 不 收 钙 于 0, 因此 按 允 拓扑 乘法 (4, BB 一 4B 是 
不 连 鱼 的， 

再 来 说 明 按 强 朱 扑 (4, B)->4B 也 是 不 连 炳 的 ， 任 取 fEHY， 
| 下 于， 正 数 8 二 I， 作 叶 ( 吾 ) 中 堵 的 强 环 境 六 (0;f, 8)， 只 要 证 
对 于 0 的 任何 两 环境 

V0; 方太 0) RVOO; pi, Pa, ss) 

必 可 在 其 中 分 别 取 画 算 子 4 和 吾 ,， 使 得 它 的 积 4BE (0; 了, 8). 


. Sa 上 
了 到 正 数 Omax pol 那 末 164ngz| =6l gr| <sa， 因 此 
0A, EV VO; Pls Wa ga), 名 一 工 ， 2， """ 


对 于 这 个 8, 到 "元 分 类 全 | A fs 


< 上，22, “2p 那 


寺 诗 虎 避 


和 33 = 弱 詹 算 子 长 数 的 菇 本 概念 19 
A EV CO; eh ~ fp B71) 


然而 这 时 了 =( 4 (84%) EV (0; 户 8)， 诈 毕 ， 


2° Yon Neumann 代数 


定义 2:3.1 座 及 是 器 ( 豆 ) 的 子 环 ,而 旦 是 对 称 的 ( 妈 当 本 ER 
时 4*ER), 弱 了 的 , 且 恒 等 算 于 ER, 那 末 称 吕 是 豆 上 的 弱 闭 
算 了 于 环 (代数) 站 . 

设 访 性 各 (本 ), 称 包 合 5 的 最 小 忆 闭 算 于 坏 为 8 张 碾 的 器 团 
算 于 环 , 认 成 (D)， 


外 于 若干 个 弱 阁 算 子 环 的 通 集 仍 是 能 天 算 子 环 ， 吾 (8S) 是 包 


含 号 的 一 切 弩 于 算 子 环 的 通 集 . 

二 SC 妈 ( 五 ),， 记忆 一 {4*:|4 E58})， 合 8S' 是 与 全 US* 中 算 
子 交换 的 一 切 多 性 有 界 算 子 租 成 的 集 、 容易 看 出 S' 是 弱 辕 算 于 
环 ， 丙 正 癌 具有 正面 的 一 些 性 质 : 

(Ci) 阁 SSiCSs 入 oCS1. z 

(i SES : 

我 出 用 点” 表示 名, SB" 坊 示 (让 门 和 ， 那 末 

Gi 一 尽 站 一 让 7 一 并 一 了 一 是 FT 一 … 

事实 上 , 在 山中 全 全 = 访 , 六 3 一 语 ", 各 得 "TMCS' 双 在 ( 训 
中 以 S' 易 8 即 得 S'CS"， 精 合 起 来 得 到 5' 一 S"'， 其 余 类 推 . 

我 们 用 情 ,(S) 表示 包含 号 的 对 称 、 一 我 阴 且 合 有 恒 等 算 于 的 
最 小 算 子 环 . 在 SUS* 中 加 入 恒 等 自 子 后 再 做 有 限 次 代数 运算 得 
到 一 算 子 代数 ,再 取 按 一 教 朱 拓 的 团 包 即 是 R, (9)， 容 易 证 明 

(iv) BS'= (R07))' = (BO) 

再 由 于 和)， S" 是 包含 & 的 弱 开 算 子 环 , 因此 双 有 


0 有 些 玄 献 上 称 之 为 Yon Newitarmn 忙 数 . 也 有 的 文献 上 称 对 称 罚 阶 的 算 子 环 
站 (并 不 伪 识 TE 品 ) 为 英 并 算 子 环 或 开 * 一 代数 . 
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(vw) RN)}CD'., 
定理 2.8.1 证 8cC 邓 ( 末 )， 则 忌 (S) 是 环 RR,(5) 按 强 拓扑 (也 
是 按 戏 丘 拭 ) 的 包 而 且 
RIS) 一 心 ” (2.8.1) 
[十 】 任 沪 取 定 和 EN" 仿 证 明 AoER(S)”， 序 是 属 要 证 
明 4o 的 性 何 强 环境 广 Cdo; 凡 ,… 形 ， 5) 必 会 有 BS) 中 算 子 ， 
作 % 个 二 的 直接 和 空间 五, 一 占 久 五 四 … 旬 HD. 对 每 个 BE RC5)， 
作 互 , 中 向 量 
fa= {BFY, BfY, -…, BF'Y. 
这 种 fsa, BE RCS), 奴 体 作成 五 , 的 纺 人 性子 空间 再 ”会 瑟 是 至 
在 五 , 中 的 包 ( 先 下, 中 范 数 ) ;这 是 瑟 ; 的 楼 性 阴 子 空间 . 合 卫 为 
五 到 B? 的 投影 算 子 ， 我 们 作 瑟 中 算 子 Pm 如 下 : 当 了 EH 时 ， 
合 Pmf 是 向 量 
二 0 O, 7, 0, fF, 0, -…, OF 


1 一 
的 第 7 个 分 量 ,容易 看 出 PmE8(H). 全 证 PmE8'. 
任 取 CER,09), 作 五 。 上 的 算 子 C 如 下 : 
BC 一 (OF py CH 

当 0, BER.(S) 时 , Cfp 一 fes 亿 加， 因此 如是 0 的 不 变 于 空间 ， 
从 而 尹 也 是 0 的 不 变 子 空间 ,所 以 

POP-OP, + 
一般 地 而 , 设 豆 是 Hilbert 空间 ,是 一 个 势 ( 划 数 ) ; 任 总 全 一 势 为 "的 集 4. 
改 ~ 二 {5s 和 Ej 是 攻 上 取 情 王石 的 向 量 国 数 ( 序 TE; 而 且 涨 足 条 件 

名 ls < oo, 


这 种 画 数 天 本 体 记 做 互 。 在 五 由 规定 糖 性 运算 如下 : 学 4， 6 是 煞 时 习 {rry 72 六] 
+ Bf{y;, AE A {ow Bya, 入 记 } , 那 末 Hn 破 因 粮 性 空 章 .有 芭 在 五 上 起 定 内 条 如 


下 : 


(rg 和 三 A} {ys ne d}) 一 六 ry Yh) , 


座 易 证 明 ， 直 n 持 上 述 条 性 运算 和 再 稳 庶 沪 Hilpert 空间 ， 称 之 泡 如 个 吾 的 直接 和 .- 
当 久 是 有 限 数 时 , 岂 4 一 导 ，23 而 iy 和 Ed} 一 [yn 


Hl 
下 


-mh 


相册 
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然而 0 也 属于 请 , (9 而且 疡 二, 在 上 式 中 以 信 易 六, 再 作 共 
辊 算 子 得 到 POP=PCO， 因 此 当 CE R,(S) 时 ， 
起 已 = .PO 
因此 
{OPmf, CFPnaf, , OFmnf} 
“CP{D, , 0, fF, 0 时 一 PCTD …, 0, f, 0,1.., 0} 


mi 
= 了 10， Us 0, OF, 0, 3 0 一 { 人 aiCF , Pm Of. 
这 就 得 到 了 下 面 的 精 论 : 
OERN) HH, PamC— CCP, 
也 就 是 天 or 人 《ti 一 六 ， 因 为 A0E8B ,了 mdo= Aolm, 
”由 于 IER,(S), 训 == 广 E 避 , 丽 此 PP= 放 ， 所 以 对 每 个 1 
fo~ DP Pmfs, : 
因此 
hof?— TD ho Pfh— D Pmdofs, 
即 是 Ps 一 AP. 或 是 说 f4,E 如 "， 因 此 有 BER,(S) ,使 
>| (40— BF fs—fals es. 
这 就 证 明了 AoE€ (RB,(5))?C CB,(S))!CRCS)， 所 以 
SECRY) 
又 由 性 质 (V) 得 到 8" 一 (8), 再 由 SC (BR,(S))?cC CR CS) 
CB(S) 知 道 (B,(S))” 一 (BR,(S))+ 一 BR(S)， 证 毕 . 
荫 2.3.2 识 甩 是 写 ( 瑟 ) 中 对 称 子 环 且 TITER, 则 瑟 一 瑟 
[ 施 】 由 定理 2.8:1, R= (BR.(R))?~ (RY)?~= 取 
系 3.3.3 喜 M 是 弱 半 算 子 代数 , 则 下 = 至/ 


【着 ] 因为 于 是 弱 闭 算 子 代数 ， 吾 (型 ) 二 天， 由 (3.8.1) 得 
到 系 3.8.3， 
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瀛 2.3.:4 设 4 是 再 iibert 空间 互 上 的 有 昼 目 芯 琶 算 子 ， 
{P 是 4 的 三 系 , 苦 开 是 吾 上 贡 了 关 算 于 代数 ， 则 当 A4EH 时 ， 
PE 形 ， 洲 形 是 按 一 致 拓扑 关 的 算 子 代数 ， 则 当 PE 和, 一 ce 
Aoo 轩 , AENW 

[ 诈 】 车 4€ 了 村， BEAMH', 肌 因 用 与 44 变 挽 ,必然 B 与 了 交 
换 ， 由 了 系 2.3.2， 忆 所 型 "一 形 ， 洲 型 是 技 -- 致 拓扑 于 的 算 子 代 
数 , 且 对 一 切入 ,， 了 ,EE 村， 必然 有 一 个 分 点 棚 列 PP: {99， 和 9D，。…， 
和 49} ,合算 子 序列 


A 一 > ho (Pan— Pr) EH 


一 致 收 作 于 4, 序 4E 六 证 二 . 
恒 四 为 区 于 算 于 代数 ， 必 M 为 W 中 投影 算 于 合体 ， 由 条 
2.3.4 立即 得 草 
系 2.3.5 芍 歼 和 交 是 能 并 算 子 代数 ， 那 末 了 =N 和 Mr 
一 NP 等 价 , 目 MM 一 RC(MP?), 
六 是 能 闭 算 子 代数 ,所 M7 是 形 中 西 算 子 他 体 . 
系 2.3.6 设 并 是 给 闭 算 子 代数 ， 央 下 (到 门 = 弄 ， 落 丰 是 
另 一 蚤 闭 算 子 代数 , 则 于" 一 不 7 与 开 = 交 等 价 . 
【证 】 显然 ROU 中 CW， 车 PEM?, 则 
I—-2P— (I—P)+(~PYEMT 
然而 IE MH5, 因 此 PERCMT), 郎 傣 ?CCR(M) .因此 MM 一 RCM?) 
CR(HT) , 这 就 得 到 呈 (WH") 一 村， 其 余部 分 容易 推出 ， 
设计 是 五 中 一 族 米 性 算 子 , 全 是 豆 的 米 性 子 空间 . 如 果 对 
一 切 EEG, 4E 民 , 己 脸 EG, 那 未 称 好 是 型 的 不 变 子 空间 . 
当 型 玫 男 ( 互 ); 勾 是 六 的 不 变 子 空 困 时 ， 显 然 亡 的 包 名 也 是 形 
许 示 变 子 室 间 . 
引 理 2.8.7 履 GQ 是 互 的 粮 性 阴 于 宏 隐 ， PP 是 五 到 QQ 上 的 
投影 算 子 . 叉 设 于 是 互 上 的 弱 闭 算 子 环 , 那 末 父 是 并 的 不 变 也 


弛 3*93] 轧 闭 算 节 全数 的 基本 概念 7 了 
空 四 的 充 要 和 条件 是 了 和 型 

[二 屋 电 和 歼 有 则 当世 和 己 形 时 ,4P 一 Pd4 ,因此 4 一 己 4 己 ， 
即 避 是 4 的 不 变 了 于 空间 . 反之 , 鞋 介 是 上 必 的 不 变 子 空间 , 秒 末 当 
站 忆 肛 时, 4AP~PAP， 然 而 4*EW, 故 A*P=P4*P， 作 共 
运算 后 得 到 PA4=PAP， 因此 AP=P4. 


3” 中 心 , 交换 算 子 全 数 ， 因 子 


发 下 是 互 上 的 弱 半 算 子 代数 ， 称 8C) = 下 站 于 ' 为 天 的 
中 心 , 这 就 是 与 音 的 一 切 算 子 变 横 的 开 中 算 子 全 体 。 我 们 最 感 
兴趣 的 是 两 种 情况 : (了 3CM) 最 大 的 情况 ; 部 8CM) 一 开 , 换 襄 
之 时 己 了 ', 也 就 是 用 为 交换 弱 阴 算 子 代数 . (2) 8 CM) 最 小 的 情 
玉 , 朗 8CM) 只 含有 {aI|a 为 数 }, 这 时 称 省 为 因子 | 

我 们 注意 当 玉 是 交换 弱 子 算 子 代数 时 对 不 一 定 是 交换 的 ， 
然而 当 下 是 因子 时 , 其 ' 也 是 因子 ,反之 亦 然 。 事 实 二 ,这 由 

SM) MN M'= MN M'"— 80M") 

立 郎 可 知 . 
EF 例 2:8.21 ( 贡 (HD)'= {aTla 为 数 }, {alla 为 数 }'= 轩 (HH)， 

事实 上 ，{aI|a 为 数 } 显然 是 弱 阴 笑 子 代数 ， 双 显然 有 {a 
一 寻 (再) ,因此 

(BH) {aT}" = {aD}. 

， 因 此 最 大 的 弱 阴 算 子 环 四 ( 百 ) 和 最 小 的 弱 阴 算 子 环 {a 了 都 是 因 
子 . 

下 面 32.4 专 装 计 移交 换 弱 阴 算 子 环 . 


4 本 等 价 , 限 制 
定 灸 2.8.2 截 玉 各 是 英 个 Hilbert 宏 间 ,UU 是 瑟 到 G 上 
的 西 算 了 于 设 于 奸 占 上 的 隐现 算 子 代 歼 , 则 
NUNMU+~ {UAU-|AE M} 
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是 全 上 的 弱 防 算 子 代数 ， 我 们 称 大 和 不 是 西 等 价 的 . 

这 时 显然 有 六 = 二 DUMUDT, 有一。 因此 两 个 
西 等 价 的 算 子 代数 ,只 要 有 一 个 是 交换 的 , 另 一 个 也 是 变换 的 。 只 
要 有 一 个 是 因子 , 另 一 个 也 是 因 于 ， 

设 关 是 五 上 的 弘 阴 算 子 环 ,最 避 是 瑟 的 天灾 性 子 宏 间 . 会 
Me 是 形 中 丢人 好 鞠 化 的 算 子 至 体 , 并 且 把 对 es 中 算 子 看 谍 定 义 在 
他 上 的 管子 , 那 未 型 e 可 以 看 成 日 上 的 算 子 环 , 称 型 e 是 开 在 如 
上 的 限制 .容易 看 出 民 4 在 G .上 的 限制 是 GG 上 的 双 阴 算 于 环 . 


号 .4 交换 有 弹 阴 算 子 环 的 歌 示 


本 节 中 设 二 是 Hilbert 空 疝 , 沿 (4) 是 匡 上 各 性 有 界 算 子 全 
慎 所 成 的 算 于 代数 .上 鞠 51 出 后 面 常 用 的 一 个 引 理 ， 

引 理 2.41 朗 访 己 汶 |( 生 ) 而 和 且 当 4EN 了 时 A*EDN, 芭 应 结算 
子 彼此 可 以 实 换 , 则 总 心 ) 是 变换 的 . 

[证 由 和 二 出 发 作 有 限 次 代数 后 算 , 其 全 体 成 一 交换 对 
称 算 子 环 召 ， 这 时 晴 (5) 一 (5)7 一 BY 呈 卫 .然而 容易 证 明 
张 换算 也 环 的 按 盟 拓扑 的 包 也 是 交换 的 ,因此 天 习 ) 是 变换 的 . 


1? 极 大 交换 弱 下 算 子 环 的 氢 念 

定义 2.4.1 识 于 是 五 上 交换 弦 闭 算 子 环 ， 如 采 甩 上 包 合 
M 的 交换 双 阴 算 于 环 召 必 是 于 自身 ,旧称 形 是 极 大 交换 ( 弱 师 ) 

算 子 环 . z 
引 理 2.4.2 算 子 环 间 为 极 大 交换 买 阴 算 子 环 的 充 要 条 件 是 
MM= {2.4.1) 
[证 】 改 戏 是 极 大 交换 能 天 算 子 代数 ， 由 于 于 是 雍 换 的 ， 
MCM'， 信 证 于 ' 王 下， 任 取 Mr 中 的 自 共 辆 算 于 4, 作 有 -MU 
{4}, 划 8 为 交换 的 , 由 引 理 3.4.1, 及 (3) 也 是 交换 的 而 且 如 (8) 
二 形 ， 由 于 的 极 大 性 , 收 一 (9), 朗 4E 到, .再 由 柔 2.8.5, 得 


ee i EE EE 
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到 MrC 所 以 型 = 和 

反之 , 衣 (2.4: 了 成 查 , 洪 丈 是 包含 于 的 交换 弱 阴 算 子 环 , 基 
由 名 -3 中 5" 的 性 质 民 ) 得 到 


z NCM' (22.4.2) 
然而 六 是 交 反 的, HCN'， 因 上 再 由 2: 和 :了 各 (2.4.2) 得 到 
NECNM 


于 


外 他 一 前 , 所 以 及 是 极 大 的 ， 

定义 2.4-2 设 陪 是 瑟 上 的 交换 弱 阴 算 于 代数 ,如 果 春 在 对 

的 一 族 不 变 的 于 线性 子 空 间 { 互 ,|XE ,使 得 

H~ BDOE, 
而 于 在 五, 上 的 限制 下 , 是 五 , 上 的 极 大 交换 弱 玉 算 子 环 ， 且 这 
些 于, 是 彼此 西 等 价 的 , 那 末 称 对 是 其 有 均匀 重复 度 8, 这 里 & 是 
二 的 热 ! 基 数 ). 

可 及 证 明 , 车 于 具 有 均匀 重复 底 训 又 具有 均匀 重复 度 各 ， 则 
一 如 因此 极 大 交换 弱 闭 算 子 环 就 是 重复 度 为 1 的 交换 弱 阳 算 
子 环 . 
I. E. Segal 证 明了 下 面 交 换 弱 阴 算 子 环 的 分 解 定理 . 由 子 这 
个 定理 的 证 明 很 长 ,本 书 中 只 要 用 到 这 个 定理 一 次 ,因此 只 写 出 定 
理 而 略 去 它 的 放 明 ,著者 可 参考 Segalf2]. 

定理 2.4.8 裔 对 是 瑟 上 的 交换 弱 阴 算 子 代数 ， 则 对 每 个 关 
% 必 有 形 的 不 变 表 子 空 间 吾 。( 其 中 有 许多 吾 。 退化 为 各 }) 使 
H=-3 OH,, 


丽 生 当 态 , 半 人 0} 时 了 下 在 且 , 上 限制 具有 均匀 重复 诬 n. 

及 上 述 的 子 空间 族 { 吾 ,} 是 叭 一 的 . 

说 夺 地 说 ， 规 {8 是 必 的 昂 一 族 永 变 的 阴 子 空间 
古 = 了 BH 而且 当 及 六 {0}) 时 在 了 H 上 的 限制 具有 均匀 重复 
虐 n, 素 未 Ho-H。 
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襄 型 和 不 是 两 个 西 等 价 的 弱 财 算 子 环 , 车 型 是 极 大 交换 的 
(M 一 M') ,由 $2.3 的 第 4 段 易 知 术 一 N', 朗 入 也 是 极 大 交换 的 . 
及 车 型 是 交换 的 , 具有 均匀 重复 度 %, 易 知 请 也 是 交换 的 , 具有 
均 与 重复 度 n. 

[ 例 3. 和 . 旭 当 法 代数 : 

定义 2.4.3 设 = (G, 另 由 是 测度 空 半 ， 刀 (9) 是 @ 上 取 
倩 于 疼 闪 了 ilbert 空间 五 : 中 的 平方 可 积 同 量 值 男 数 全 钴 所 和 孔 的 
Hilbert 肉 闻 ( 见 计 工 第 2 段 )， 届 了 ( 拉 ,9 各 是 已 上 的 有 界 可 
测 画 数 , 那 示 映照 / 

Ti ef 0 Eg), gEG, ECD) 
是 吕 (9) 中 的 有 界 算 子 , 称 有 为 相应 于 画 数 了 的 乘法 算 子 ， 所 有 
这 些 乘 法 算 子 全 体 粗 成 一 算 子 代数 , 称 之 为 召 (@) 上 的 柔 法 代数 ， 
二 之 为 驶 :(Q)， 容易 下 出 上 映照 ->Tj 为 170) 到 疯 y (0) 的 等 
距 同 构 喘 照 . 

特 蚤 当 厂 = 工时 ， Ra《Q) 就 是 Tafg) 上 的 乘法 代数 , 有 时 也 家 
项 哇 (0)， 

后 面 我 们 要 恋 明 , 当 0 是 可 局 部 化 测度 空间 时 ， Mts) 是 具有 
均匀 重复 麻 志 的， 而且 向 ， (0) 就 是 具有 均匀 重复 度 的 交换 弱 轩 
算 于 环 的 典型 . 

下 理 2-4:4 设 日 ~ (8G, 册 ,由 是 测度 空间 ,和 售 是 口上 一族 有 界 
可 测 范 数 得 成 的 决定 族 . 全 名 = {了 | ES , 那 未 BR( 扩 二 Wy (9)， 

[证 】 售 信 是 I”*(DD 中 包含 区 及 1 的 最 小 的 对 称 关 子 代 
数 ， 容 易 看 出 .多 ) = {TT,|pED}， 这 时 儿 岂 是 决定 伸 ， 任 取 
四 ED) ， 方 ， ED), 作 了 (9 中 画 数 


p{( 的 一 > fg) 1, 
那 未 2 拓 王 19 p) .根据 引 理 1.1.6, 对 任 一 正 数 3 有 几 E 台 , 佑 
0 把 "(QB) 压 成 代数 ( 览 例 3.1- 巷 ， 
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| le 一 利 (0 人 人， 


Pre 了 EV Ts; fa, i Fa, 6d) ,Eh 了 生 南 定理 2.3-1] 
得 汉 Te ER RR( 世 ) 证 上 毕 . 


2” 极 大 交换 邯 于 算 子 环 的 表示 

这 娘 是 Hilbert 空间 ,这 是 总 上 录 些 线性 有 异 算 子 组 克 的 
极 大 交换 能 阴 算 子 环 , 本 是 外 上 的 对 称 可 乘 米 性 泛 贡 全 体 所 成 的 
紧 的 了 Hausdorff 实则, 喘 是 大 中 团子 集 人 全体 绠 硫 的 o- 代 数 . 识 内 

是 i, 中) 上 的 一 个 调度, 记 纪 = 4 遇 ，/ 门 ， 记 味 (0) 为 也 (DD) 

上 的 冬 尘 代数， 

定理 3.4.5 对 于 Hilhert 空间 万 上 的 极 天 交换 弱 肛 算 子 环 
导 , 以 有 (1 内)】 上 的 测度 点 使 旭 = (了 沿 , 户 成 为 可 局 部 化 测度 
空间 ， 同时 有 吾 到 (9) 的 西 算 子 名 伪 得 : 

PAPIFT = ENY), 
而 且 
A—rwpAp I 

联 为 A 到 Wt 0) 的 网 构 上 映照 . 

为 了 证 明 这 个 定理 , 先 诈 明 一 些 引 理 。 

引 理 2.4.6 设 虹 是 Hilbert 空间 五 上 的 对 称 算 子 环 , 那 末 
以 可 以 把 右 分 解 为 讶 交 和 


其 中 五: 是 包含 5 的 、 红 的 最 小 不 变 闭 子 空 间 ， 
这 时 称 5 为 了 [在 吾 : 上 的 循环 元 . 
【证 】 (家 召 关 {0}, 性 了 到 EAH, 大 0. 认 再 s, 为 
{As3| 4 EY} (2.4:) 


的 包 ， 这 是 里 的 共性 闭 子 空间 , 因为 人 (3.4 全 是 红 的 不 变 子 空间 ， 
所 以 它 的 包 如 s 也 是 下 的 不 变 子 空间 . 这 时 中 在 瑟 ,, 上 以 二 为 
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循环 元 、 | 

(2) 当 有 用 为 叶 的 不 变 了 于 宏 疝 时 , 吾 昌 MM( 了 H 的 家 交 补 窄 间 ) 也 
“是 时 的 不 变 子 空间 , 事实 上 ,车 ?E 晶 合 M,4EN, 则 当 yE 让 时 ， 

(dz 用 一 这 AY) =0, 

因此 4z EHOM. 

(3) 裔 加 为 吾 的 一 族 阴 硬性 于 空间 ,满足 下 迹 条 件 : 

(i) 当 M, WEm 且 村 NW 时, MLN. 

(i m 中 的 每 个 收 都 是 % 的 不 变 子 空间 ,而 且 针 在 性 .上 有 
循环 元 ， 

合 信 为 上 渴 形 式 的 和 mn 全体 , 根据 (T) ,这 种 m 必然 存在 . 事实 
上 ,mm = {;)} 郎 是 所 要 求 的 ， 又 在 各 中 规定 当 mCm! 时 为 mn《 
m', 旧名 按 “ 二 ”成 中 序 集 , 显然 各 的 任何 一 个 全 序 子 集 守 有 上 确 
时 和 

7 一 局 ES 


“因此 由 Zorn 四 理 , 灾 有 极 大 元 Moo. 

(全 本 己 四 孜 ;入 底 如 一 吾 。 显然 瑟 ' 也 是 外 的 不 

” 变 于 空间 . 车 吾 ' 关 五, 则 HGH'*(0). 由 (2) ,这 也 是 外 的 不 变 
子 襟 间 . 利用 人) 中 的 办 法 , 任 取 名 E 五 个 豆 ,如 关 0, 得 到 所 的 不 

杰 子 容 间 囊 ;, 而 生气 在 瑟 ,, 中 是 循环 的 .由 于 当 开 Emo 时 五: 

对, 因此 mroU {sj} 出 属于 人 窜 而 且 确 实 比 we 大 , 这 和 ?ao 的 极 大 

性 证 突 . 证 毕 . 

【定理 2.4: 的 夏 阴 】 利用 引 理 2.4.6， 我 们 得 到 满足 引 理 
2.4.6 中 条 忻 的 一族 子 空间 { 瑟 :, EE 名 }。 全 Pr 为 贡 税 匡 ; 的 摧 
影 算 子 . 由 于 瑟 ; 是 [的 不 变 子 空间 , 积 据 引 理 2.3-7 和 和 2.4.2， 
.PEMA'= 针 访 

Te= {ylP:(Yy) 一 十 + ， 
由于 当时 五 :上 LBp, 因此 PiPr=0, 序 PPer 一 0， 


自信 + 生 ] 变换 弱 闭 算 于 环 的 豆 示 83 
或 了 站 让 r= 空 集 . z 
作 外 上 的 正 泛 交 F,: 
FetA)—(As, 6, AENY, GERI, 
由 定理 2.2.6， 必 有 位， 轩 ) 上 的 唯一 有 限 测 讼 pw, 使 得 对 一 切 
AEY, 
下 (4) -| 4 和 。 
但 是 PE=&, 因此 对 一 切 4E 站 ，F(Ps4) = 也 (4), 部 


Fr, WJ Pr A am W =|, 4 aby). 
z (2.4.8) 
全 8 为 {BjBE3, BCT4， 我 们 得 到 一 族 有 限 测度 空 闻 0， 
一 (Ts, Be, Hs), § EB, z 
作 也 的 稠密 子 空间 Mr [4E|4E 吕 到 Tr* 上 如 灶 夯 数 空间 
CT 的 映照 mr: 当 A4E 外 时 ， z 
pe(AE) = A(y). 4. 
由 (2-4: 国 , 当 4, BE 时 ， / 


(Aé, BE) ~ FlB'A) =|, A(Y) BUY) dpe ly). (2°4°") 


我 们 把 CCP;) 看 臣 [2(Q6) 的 子 空间 , 那 末 (2.4.7) 意 味 着 pr 为 等 
下 映照. 由 于 Ms 在 玉 ! 中 称 密 , CGro 在 王 (28) 中 稠密 ( 员 
Halmos[1]) ,所 以 9 可 以 瞧 一 地 迹 醋 成 He 到 二 W240) 的 酉 算 子 ， 
衣 :一 Pedgpr 3 那 未 

(A Y= AF FEDI)., (2.4.8) 
事实 上 ,用 人 2.4.6 和 (4B) (Y) = 二 和 44Y)B(Y) 易 知 (2.4:8) 当 了 (7) 
~B(Y), BE 所 时 成 立 . 再 由 Q(T 在 (8Q) 中 的 稠密 性 立 郎 得 
到 (2.4.8). / | z 
由 于 PNT 一 [YLPi(Y) 一 0} 是 紧 开 , CPD 中 的 任 一 面 数 可 以 圭 拓 成 上 的 溃 


种 本 数 , 只 要 邻 上 旺 天 数 在 TT 上 为 零 好 了 { 周 海 卫 i 是 艇 区 有 上 阿 的 ) 由 定理 2.2.6， 
{A EU = , 因由 pt 的 象 这 消 人 O00 ， 


一 一 
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作 测 度 族 {G2:, 5 ESS} 的 直接 和 测度 空间 只 = (人 壬 , mA .， 由 
例 1.2.1 和 定理 1.2.6, 身 是 可 局 部 化 的 ， 肥 由 d 引 开 1:1:10， 
(4) 一 > DL (te). (2- 生 .9) 
因为 (2-4.8) , 我 个 把 映照 族 {fpt, 了 E35} 联 精 戌 一 个 映照 pg 如 下 : 
当 TE 时 ,规定 
gz 一 pePe, (2.4.10) 


出 (2:4':8) {24:9) 江 朗 可 知 g 是 如 到 (64) 的 桥 上 映 腿 . 
当 了 ED 时 ,gp 了 一 yr， 根据 届 -4.8) ,我 们 有 
(pAp IF— po df = A OY). ‘2.4.11) 
但 (2.4.11) 两 边 孝 是 I* (pn) 上 的 有 和 异 算 子 , 所 以 人 2: 和 :10) 对 一 切 
的 了 EDL) 成 谋 ， 

他 C=tpdgp 站 |4E, 那 示 CCR(9) ,然而 (2.4.11) 是 西 
变换 ， 根 据 和 2.3, CO 也 是 (9) 上 上 的 极 天 交换 算 了 于 环 , 但 阮 (0) 
是 上 9) 上 的 变换 算 于 环 且 加 (O) 导 0, 因此 QO-= 玩 (0Q)， 证 毕 

仍 沿用 定理 2.4.5 中 记号 ， 但 是 考虑 具有 均 与 重复 麻 帮 的 情 
区 . 

系 3.4.7 识 针 是 互 上 具有 均匀 重复 度 五 的 交换 弱 闭 算 子 
环 , 草 必 有 (， 由) 二 的 测度 4 使 如 = 全 轩 , 记 成 为 可 局 部 化 济 
度 空 凡 ， 司 时 有 守 到 召 (Q) 上 的 西 算 于 g, 使 

(pAgp) fy) = A fFES(D, 
而 且 耽 照 
A—>mAip 

感 产 半 玫 gO) 的 同 构 映 照 . 
”这 个 系 的 奸 明 可 由 定义 2-4-2, 定理 2.4.5 和 定理 1.1.4 推 
出 , 雁 瞄 去 其 证明 ， 

对 323.4.8 杂 拉 是 Hifbert 空间 互 中 变换 梯 于 算 子 环 2， 落 

D 我 们 注意 这 里 井 不 俊 皮 所 是 极 大 交换 的 


中 2 死 摘 民团 算 子 环 的 吉 示 SF 
站 在 五 中 具有 循环 元 ,上 央 必 有 (IT, 则 ;上 上 的 有 限 济 庶 六 以 及 囊 到 
Ta 旭 ，1) 的 西 算 子 pg 使 得 当 了 后 了 3 四， 有 内) 时 ， 
pAp Fy = A FY), 

而 且 贞 照 4->p4p- 成 为 虹 到 于 (人 , 熙 ,m) 的 同 构 上 遇 照 . 

【证 ]】 由 假 截 ， 这 时 五 = 五 :, 过 为 并 在 五 中 的 循环 元 ， 疡 
= 了， 利用 定理 2.4: 近 的 证 明 即 得 系 2.4.8. 

滁 2.4.9 家 并 是 可 析 Hilbert 空间 互 中 的 极 大 交换 能 并 算 
子 环 , 则 时 在 瑟 中 存在 短 环 元 . 

【证 】 击 于 五 是 可 灯 的 ,定理 2.4.5 的 证 明 中 的 号 可 纺 取 成 
有 限 集 或 可 列 集 .因此 日 海 有 限 个 或 可 列 个 有 限 测 度 空间 (7;， 
她 5，jiz) ,了 一 1， 2,，… 的 直接 和 ,因而 是 o- 有 限 的 因此 {pAp 习 | 


46E 台 在 到 CO) 中 有 循环 元 总， 训 于 ,其 中 OnkY) 是 T 
的 特征 画 数 .让 此 易 知 虹 在 吾 中 有 循环 元 ， 表 毕 . 
可 理 2.4.10 发 Q- (G, 刚 , /是 有 限 测度 空间 , 则 I*(0Q) 上 
的 乘法 算 子 环 跑 (Q) 是 极 大 交换 的 . 
【三 】 任 取 wE 丢 (9))', 划 红 E2(9), 记 民 鸭 wlg) ,这 是 
Q 上 的 可 油画 数 . 对 于 2 上 的 任 一 有 界 可 油画 数 9 有 
ug = up)1— (gl—gp( ug), (2.4.12) 
此 | lz)p (9) Panlg) 志 ws1pl>, 对 任何 正 数 5, 合 (9) 为 


点 集 {9| v9) | 宇 反 | 十 8} 一 加 的 特征 丙 数 ， 草 有 CB) (fl 十 本 
人 |pwp(B)， 因 下 (一 0， 训 是 几乎 处 处 有 |utg) | 志和 x]. 
因此 ， 当 gE 有 时, (2.4.12) 的 丽 边 都 有 意 必 ， 袜 由 于 有 界 
可 测 国 数 yg 全 性 和 在 天) 中 稠密 ,因此 (2:4'12) 式 对 于 一 而 9 
EO 也 成 立 , 序 E 电 (2) ， 让 毕 ， 

我 们 顺便 和 葵 出 邵 闭 交换 算 子 环 为 极 大 的 一 个 充分 条 件 ， 

系 3.4-11 设 中 是 了 ipert 空间 瑟 中 的 交换 塘 阴 算 子 环 而 
且 所 具有 循环 元 , 则 和 是 极 大 交换 的 ， 
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【证 ] 由 了 2.4.8, 所 格 等 价 于 骂 ( 人 3 而 介 为 有 限 测度 空间 . 
妈 由 下 理 2-4.10, 骂 (0) 是 极 大 变换 的 , 因此 于 也 是 极 大 交换 的 ， 

下 面 考察 更 一 般 的 情 沈 . 

定理 2-4.12 蔽 有 = (G, 对 , 内 是 可 筷 部 化 测度 空间 , 则 
FTP 上 的 乘法 算 子 环 申 ( 全 是 极 大 交换 能 表 算 子 环 . 

【证 】 显然 猴 ( 人 人) 是 技 一 致 拓扑 肾 的 对 称 算 子 代数 ， 只 要 冲 
名 【对门 2 己 铁 人， 那 示 对 矢 个 浊 夺 过 算 子 4E 妓 (号 由 系 
2.3.4, 它 的 父系 属于 (C09) 站, 国 此 再 由 系 3.:8.4, 4E€ 名 (0). 
但 况 (Q) 是 对 称 的 ,就 有 慨 (0'CC 园 (0) ,再 由 于 岗 ( 吕 ) 是 交换 的 ， 
得 知 层 (9@) 己 驶 (0) ,天 未 吐 (9)== 园 (Q)!， 由 引 理 2.4.2, 纲 (0) 
就 是 航天 交换 的 能 开 算 子 代 数 ， 
PE( 吕 (9) 7 合作 一 { 轨 | 再 E 风 ,可 <ccl， 对 每 个 
如 ES, 合 Oa 为 召 的 特征 而 数 , Ps 是 相应 于 Ce 的 乘法 算 子 : 

{Paf) (9) =Ca(9)f (9), gEG, FELD). 
合 轴 gs, tsa 分别 是 别 , & 在 思 上 的 限制 ， 那 未 由 4( 召 ) < 之 oo 知道 
Qs 一 ( 轧 , 区 ,pa) 是 有 限 测度 空间 .我们 把 5*(Qs) 中 国 数 淖 成 
2(Q}) 中 在 如 外 为 者 的 丙 数 , 那 末 了 7 (0Qg) 一 PgL*(Q), 而 且 易 知 
竺 (Qs8) 就 成 为 跑 (9) 在 (9a) 上 的 限制 . 由 于 PE( 秽 (Q)')?, PP 
与 Ps 变换 ， 故 PPs 是 严 (@a) 中 的 投影 算 子 , 而 且 由 于 Ps 
EM(Q5) ,PE 钢 ( 的 !， 所 以 PPpE 驶 (Qa)'. 但 根据 引 理 2.4.8， 
(82) 二 观 (05)!', 所 以 PPgE 驶 (Gp), 因此 有 和 集 Np Ew, 使 - 

(PPsf) (9) =O (07 9), gEE, FE (0s). 
上 式 显 然 当 了 EITC) 时 出 成 羡 ， 因此 PPs 是 相应 于 集 XpE 风 的 
投影 算 于 .然而 G~ 4, 申 引 理 1-2.8, TY Ps, 所 以 P 
一 YPPs, 再 由 引 理 12.3, 和 人 的 可 局 部 化 性 ,有 @E 兄 使 
t= /AE, 
| 


根据 引 理 1-3.83, 了 为 站 应 于 和 集 晶 的 投影 算 于 Po, 内 此 EM(0). 


2. 生 ] 交换 射 兰 算 子 环 的 表示 时 
系 2.4.13 裔 虽 - (G9, 男 pp) 是 可 局 部 化 测度 空间 , 大 是 一 
势 。 旭 中 (2Q) 上 的 乘法 算 子 环 中 x(9) 是 交换 的 能 于 算 子 环 昌 有 具 
有 均匀 重复 度 让. : 

这 个 系 是 定理 2.4.12 的 直接 推 花 , 我 们 略 去 它 的 浆 明 . 


3” 可 局 都 化 测度 空 商 的 一 此 性 质 
现在 我 们 利用 定理 2.4:12 来 研究 可 局 部 化 测度 . 
定理 2.4.14 规避 = (GQ, 车, 必 是 可 局 部 化 测度 空间 , 那 末 对 
于 (9Q) 上 的 每 个 净 人 性 连 蒜 泛 画 刀 , 必 有 本 性 有 界 可 测 瑞 数 
E 9， ge, 性 i 


Fp)=| pW Fag) EBD， (2.4-18) 


而 有 LF|=1F|.. 
【证 】 作 严 ( 上 上 的 双 革 性 活 男 
Plg, t= Fob), pp, EDD), (2.4.14) 
由 于 区, 业 EDCO) 时 , pp ELCQ), 因此 (2. 和 :14) 是 有 意义 的 ,而 
且 容 易 证 明 / 
[Fly, DD I<IFIle | ws, 
所 以 (yp, 由 是 连 疆 的 .由 熟知 的 定理 , 必 有 Hilbert 空间 [7 (0) 
上 的 粮 性 有 界 算 子 4, 使 1 4 1 五 ， 
四 EFrp, b= (Ap, ), PvEL (DA), 
基 BE 和 (C2) ， 玫 相 应 于 有 界 可 测 画 数 中 的 ， 央 当 yp, EDL (0) 
时 z 
(ABp, P= Fp = (dp, BW) = BAP, $), 
朗 4 与 玫 变 换 ， 训 二 站 恶人 (人 ) 家 定理 24 12， 尖 (是 极 大 区 
换 的 ， 所 以 有 EE 吏 (Q)。 因此 有 本 性 有 界 可 测 男 数 有 1， 9 9， 
使 得 4p 一 了 gp, 即 得 / 
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再 (9 中) -| 7 (pg dg). (2.4*15) 


介 是 对 任何 了 ECO), 汕 =1 了 计 ,9p 一 了 [EI2(Q)， 以 这 样 
的 pp; 下 代 天 和 414) 即 得 人 :和 二 3) 

由 于 | 如 | = 4 过 1 玖 | 而 尼 册 位.4.18) 易 知 【有 |[ 志 | 有 因 
此 FI 一 | 上 Fl 站 毕 ， 

读者 还 可 以 衣 明 当 0 是 测度 空间 , 1<p 过 oo3, 硬是 Zrz(9) 
上 的 禾 作 训 秆 活 画 时 ,有 了:(9), 二 + 二 一 1 中 的 而 数 了 (9)， 
VY 全 他 ,使得 

Flp) -| vlg) Fdng), v EL (0), 

而 BP FD. | 

下 面 我 们 所 广 常见 的 Radon-Nikodym 定理 淹 可 局 部 化 测度 
空间 ， 

定理 2:4:16 发 人 一 (人 轩 ， jw) ， 大 一 下 232， 是 画 个 可 局 部 化 
测度 空间 , 而且 puis, 那 未 几 有 可 测 夯 数 ， 寻 为 tg ,适合 
如 下 条 性 : 

(i) 0 co0, 


GD 对 于 任 们 pg E294), 必 有 时 (9 gE 下 (0), 而 且 


| (Dana(o = 0 dpalg) . (2-4.18) 

我 们 称 Get 是 测度 由 关于 jos 的 Radon-Nikodym 导数 . 

tf 主 】 (4) 作 ( 好 , 如 ) 上 的 测度 j= Na 二 Ha 那 末 测度 空间 台 

= (他 好， 生 2 等 价 ，、 因此 吕 内 是 可 局 部 化 的 ， 由 于 /以 实 几 ， 

站 一 工 ， 2, 易 知 Wp) 二 上 (的 ) ,二 1 ,2， 作 站 (四 上 的 区 插话 萎 
si A Fa: 


0 这 里 毅 泪 的 车 果 不 能 推广 到 p 一 co 的 情形 ， 


Ta 
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Fo(p) 一 | vg) dg), EIAO), h—1, 2, (2.4.17) 
那 未 | Fs| <1， 根据 定理 2-4.14, 有 Q 上 的 有 界 可 测 责 数 ， 吕 做 


Ca gd 1, 2， 
dmg) “1 伐 


(pp TN dlg), bl, 2. (2.4.18) 


(2) 分 证 a 几乎 处 处 大 于 0， 水 然 的 话 ， 有 EY, 0 
<p( 妈 <o0, 使 <22 在 如 上 小 于 或 等 于 0 在 (2.4.17)， 
(2-4.18) 中 了 到 为 再 的 转 征 丁 数 ， 又 取 天 一 2, 立 妇 得 到 jos( 瑟 
<0, 这 时 也 有 了 由 ( 吾 ) -0, 这 和 4( 瑟 >0 矛盾 因此 不 妨 裔 


da gs ,0, 关 修 地 499 >>0、 我 个 作 非 辩 的 有 限 可 测 画 数 
dm (og) dm tg) 


dur 9) _ fr (yg) 全 af) 
dwa td) dum tg) dw to) 


(83) 发 由 是 口上 关于 册 可 测 的 非 到 有 限 画 数 而 且 {9 小 (9) 
夫人 和合 关于 测度 jw 是 9- 有限 的 ， 必 有 站 {人 中 单 亩 增加 的 汞 妆 贡 
{bn Cg) +, 在 人 上 lim hn) 一 此 (9)， 住 (2: 和 4:7)， (2.4.18) 中 
9 一 贞 , 代 大 ， 合 gcc 持 利 用 Levi 引 理 , 即 得 
dr ld ) — 
| wan =) (9) et- dn(g), b=—1, 2 
(2-4.19) 


TH) der tg) 了 一 
他 Go je CpcYG) 9|， 个 |g Qn (0 2 了 者 1, 2, 
.…， 念 照 (2 中 证 明 可 知 jv (G0) 一 0, 而 当 卫 CC 信 ,jp( 国 之 oo 时 
和 (可 ) 之 (BE 二， 因此 GNGo~ [Ge 中 任何 一 个 关于 测度 po 
为 0-- 有 除 的 集 必 然 关 地 测度 点 也 是 gr- 有 限 的 . 

性 取 非 映 的 pgpELI20), 央 {| p09) 到 0} 关于 ji 为 0-~ 有 限 
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的 ， 因 此 {9| gt9) 关 全 人 间 (NG0) 也 是 关于 为 0- 有 限 的 ， 
作画 数 


py) Ee, 
vg) ={ 5 Co 


屠 来 {9 | 由 (g) 天 0} 关 于 js 为 co- 有限 的 .在 (2.4.19) 中 取 和 = 工 , 取 
目 为 2'4.20) ,我 们 得 到 


| Pp 9) Ht( 9) = | 所 (人 Hg) gi (gq) (2.4.21) 


{2.4.20) 


GMO CC 
du (9) __ .是 。 
由 于 在 Go 上 Rg 0， 从 这 :4-21) 导 出 
, pF GT .oo 
|e (arm =), pt ds dt9). (2:4.22) 
双 在 (2.4.19) 中 取 =2, 取 册 (9) 一 pg (9) SA2469) , 吾 未 {| yg) 


Gua ld) . 
= 门 {GNG) 也 是 oo- 有 限 的 ,我 们 又 得 到 


wi Cg) NY _ den td) rf ,A ， 
| dontg) Cs tg) -| .9 (9 Sals -dulg). (2.4.23) 
精 合 (2.4.22) ，(2.4.28), 我 们 得 知 当 p E(B) ,gp 尖 0 有 时 ， 
(2.4.16) 成 立 ， 因 此 p (用 “0 EF (0%),. 县 要 把 zf 中 
一 般 的 9 分 解 成 于 (907) 中 两 个 非 惨 画 数 之 产 好 了 诈 毕 . 
恬 别 取 召 E 如 ,jw( 召 ) 之 co, 在 (2.4.46) 中 取 9 为 如 的 特征 


图 数 ,就 得 莘 z 
Rot 0) .dd. 
vlE) | dp). (2.4.24) 
叉 对 于 沿 中 性 一 集 嫩 , (2.4.24) 也 成 立 ， 因 为 车 这 时 1 (BD) 一 cc， 
必 有 一 询 声 己 二 ,和 CC Bac 使 风 (Bn) 之 0 而 记 (E) 00. 
在 但 .4&.24) 两 边 玉 盏 一 再, 代 天 ,再 台 % >co, 部 知 


dl (0) 
z | dv ty ) Oa lg) ~ 00, 
旧 然 更 应 有 
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| 各 全 oo- 
冬 2.4.-16 在 定理 2.4.15 的 假 堆 下 ,对 一 切 吾 E 好 , (2.4.24) 

成 立 . 叉车 召 接 pr 是 o- 有 限 的 , 划 召 接 js 也 是 o~ 有 限 的 . 
定理 2.:4-17f 裔 fQj 一 (好, 党 ， jx) ,一 1, 2,3, 是 二 个 可 局 部 


i 。 2 an SHG) ug) dralg) 
全 淹 座 罕 站 ,而 且 Ml A Es ia (q) bE datd) ’ ira (oq) 


十 Radon-Nikodym 导数 , 盎 


区 LT ) Qi (oO) , dot 0) 9.d4.9 
dW) Gaul) duatg) ( b) 


【证 】 由 定理 2.4.5, 当 gg EQ) 9 Ex9。s) ,再 
对 yay 3 应 用 定理 2:4.16， 我 从 得 到 


dualg) 
| wo 00 drag) 


_ Or da (9) 


再 对 jw pa 应 用 定理 2.:4:165, 我们 知道 ， 当 gE) 时 ， 
p EIQs) ,而 且 


(2.4.26) 


| cn aa -| mo des (g) ， (2.4.27) 


| ec 3 2 dpatg) 


-| , dl dalg) 
-| 0 (9) G9 Ge dslg), (2.4.28) 


3 | OH) ~ G9) Cia (9) | 办 ， 
本 一 | 3 人 的 2 3 中 若 如 (> 0; 则 和 


有 测度 有 限 的 集 4 如 ps 人 40 由 人 (dy<eo, 因此 4 的 特征 画 
数 04 ET)， 在 {2.4.28) 中 以 g 一 0 代 天 就 得 到 了 矛盾， 因此 
对 抱 乎 所 有 的 了 后 于 (过 jwa)， 


9 正 泛 醉 与 算 于 环 的 表示 [第 二 党 
站 ~ a Ee 人 : 0 
类 似 地 可 以 证 明 对 包 乎 所 有 的 yg, 与 (2.4.29) 相反 的 不 等 式 成 立 . 
因此 ,对 几乎 所 有 的 gEG( 按 测度 pa ,2.4.25) 成立， 证 替 . 
法 2.4.18 认 Qu= (G, 寻 , pm), 8 一 1 2, 是 两 个 彼此 等 价 的 
可 局 名 化 测度 罕 羡 ， 潮 末 必 有 ji 关于 As 的 Radon-Nikodym 导 


di C0) 
当 Gostg 使 


dw 人) 
站 -< 一 一 二 一 
dea tg) 


【站 】 在 定理 2.4.17 中 取 sj 那 末 可 取 (只 -1, 因 
此 知道 ,对 几乎 所 有 的 9, 成立 着 


Gra). Rialg) 1 1 
dialg) dustg) 工 (2-4. 380) 


Rita (#) Ce ,二 Ri (YF) 
因此 由 5 全 (的 -一 co 和 (人 (2.4. 30) 容易 推出 几乎 处 处 大 


于 0， 只 要 改变 094 在 零 集 上 的 值 , 我 们 就 得 到 系 2.4.18. 车 
毕 . 

系 23.4.19 在 定理 2.4.15 的 假说 下 , 肌 照 

T:p>04 3 

是 玉 (Q1) 到 22(Q85) 中 部 分 等 距 算 子 . 

[I 证】 训 pp, EDDM， 卓 

(To) TH = (9 89) HE. : 

然而 gEI(01) , 因此 由 避 .4-16) 得 到 

(ps = | pW Ro dp 9) = | (DO SD dalg) 


一 (dp, Ty) 3 
序 卫 基 上 27 到 (63) 的 部 分 等 距 算 了 于. 
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座 旧 是 可 局 部 化 测度 空间 , 我 们 再 糖 出 [C98)" "中 算 子 的 
一 般 形 式 . 为 右 全 起见 ,只 讨论 上 so, 2 是 有 限 测 度 时 的 销 现 . 
设 {6,, %E 人 少 是 六 稚 Hilbert 空间 五; 中 的 完备 就 范 直 交 系 - 
wh 一 {pe PED)}. 合 五 为 由 (到 五 ,的 投影 算 子 , 那 
容 世 知道 已, [ty(t2)] ,又 由 {1 让 得 到 
之 f=4. 


识 吕 EWCO)"], 写 Diw 一 PVPw， 售 证 必 有 上 有 园 可 
EE War (Co) + 司 往 


EL (12) 上 时,， 忆 xx (WE) = Uy., (2 -4.3 了 ) 
事实 上 ,人 性 下 上 名 上 有 界 可 测 苹 数 浪 ， 由 Ux 全 [REC04)] "知道 
Ur pe) = Upe)). (2:4.32) 


我 们 全 Ww 是 (0) 到 天 4 的 如 下 的 算 子 : 
当 EQN, trp = (Uw Po, 下) ， 
那 末 由 2 和 .32) 易 知 wx 万 [加 02)]'， 轩 此 由 定理 2:4:12, wx 
ECG , 妇 有 名 上 的 有 界 可 测 画 数 19) ,9 全, 使 : 
(Wp) (0) = (9), 
这 就 得 到 (2.4.31)， 


对 于 每 个 EE Hs 有 从 小 使 一 呈 er( 友 尖 0 的 只 有 可 列 
候 , 当 gEP(O) 时 , gEE€ 吕 (0), 因此 
Upé— BF wwérg)e. (2.4.88) 
这 样 一 来， 
3 | 人 | le 人 Da 人 人 一 lpEp 一 17eeh 


-| lo OPEB éldng)., (2.4.39 


一 信 | 上 二 记 561 全 屋 p， 5 为 有 理 数 ,sa 和 0 的 只 有 有 限 个 } , 阔 
林 中 可 区 条 而 卫 人 在。 中 稠 审 . 利用 局 ;434) 可 知 ， 存在 4 
中 的 Ar- 需 集 吾 ， 使 得 当 g&6N\N 百 , EE 罗 时 ， 


-Pr 一 
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BIDE BIE 2.4.36) 
由 叱 次 易 证 有 明 (2:4: 好 ) 对 一 切 5EHr, 9EGN\B 成 人 并、 当 g 
EQNE 时 , 全 如 (9 四 是 如 下 的 算 于 :: 若 5 一 16} EHy, Vs 
一 任 和 为 如 下 的 向 量 : 
6 = PD Yar (9) Ea 
还 未 由 2:4:36) 知 道 U(9) 是 如 到 Hx 的 等 距 如 性 篇 子 ， 由 


(2.4.33) 容 易 算出 当 5(") E29) 时 ,对 几乎 所 有 的 9E9 ,成 立 着 


Ue) (9) —U NE). 
类 科 屯 对 于 UT 也 有 人 中 的 -第 入 6', 使 得 对 每 个 FyEGN'， 
存在 豆 x* 到 .Hs 的 等 距 多 性 算 子 UTT(9), 使 
(UE) (0 = UTE. 

骨 利 用 UU=UUT*=I, 容易 诈 明 对 几乎 所 有 的 ge， 
UgU™ gD) =U™ (UD =1, 
因此 对 几乎 所 有 的 9, VU (9) 是 了 Hy 接 5 的 桥 算 子 。、 只 要 在 一 个 
HA- 堆 集 上 补充 定义 也 ( 妥 或 是 改变 巡 ( 信 的 定义 ,使 得 对 一 切 gE 如 
是 西 算 子 . 这 时 对 每 个 5t*) ECHs, 人 ,UC-)6(0) EMCH,， 

2). : 

定义 2.4:4 访 机 = (9, 寺 , ) 是 测度 空间 ,上 sy 是 五 稚 HiI- 
bert 空间 . 规 对 舞 个 gE9, U (9g) 是 了 H, 到 好 的 丁 算 子 , 而 且 当 
£0) EMCHE, 的 时 人 人 EM 0). 屠 末 称 U(*) 是 避 
二 取 值 为 豆 , 中 西 算 子 的 可 测 画 数 ( 或 公称 为 丁 算 了 于 值 可 济 因数)， 

我 们 得 到 下 面 的 引 理 ， 

引 理 2.4:20 证 点 过 %0， 如 为 co- 有 限 的 : 蔡 吕 皇上 et 工 ， 
其 必 有 上 取 值 为 下 稚 宏 间 下 算 于 值 的 可 测 加 数 Utg), 使 得 当 
ES 时 ， 

(UE) 人 -TI (9). 
我 人 再 考 寨 两 个 潮 度 空间 等 价 的 条 件 . 
定理 2.4.31 讼 站 一 (好; 浊 0 王 喇 一 (人 员 ，: 是 病人 个 可 
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局 部 化 测度 窍 问 , 那 末 妨 与 符 等 价 ( 见 定义 芋 .3.4) 的 充 要 条 件 是 
存在 哇 (Q) 莉香 (Q 人 的 西 映 照 @, 使 得 
A— .AM-1 

实现 吕 % 0) 到 观 s(03) 的 同 构 上 映照 。 

[证 】 我 们 后 面 只 用 撞 充 分 性 ,因此 赂 去 必要 性 的 阁 角 . 

充分 性 . 记 \ 型 ,和 4 于 ,人 芬 骨 是 相应 于 昌 , 4' 的 铀 谋 坏 ， 
任 取 再 E 和 站 , 合 Cn(g), 9EG 为 相应 于 吾 的 特征 图 数 . 遍 Pr 
一 .由 于 和 @PserEWa(2) ,有 了 EZL”(QN) 使 TD 一 QPzQ， 出 
于 龟 是 同 构 映 照 , 从 P= 了 Pz， =Ps 得 
因此 必 有 加 EE 入 ' 使 QPiB@-!=Po,， 作 并 汉民 ' 的 映照 9 如 下 : 

可 pLEI)= [8", 
由 于 久 是 酉 算 子 ,容易 验 诈 9 是 族 到 XH' 上 的 一 一 有 映 照 而 且 满 中 
条 件 导 2.9), 此 外 ， 由 于 4(E 辐 ) =0 等 价 于 Ps 一 0, 及 等 价 于 
Pg 一 0, 也 就 等 价 于 ly[BI) 一 0， 所 以 名 和 9' 等 价 ， 证 毕 . 


4” 玄 划 度 至 并 
定 习 23.4.3 二 了 是 一 集 , 则 是 上 的 革 些 子 集 所 成 的 z- 代 
数 ， 吾 是 一 Hilbert 宏 间 ， 叉 设 对 每 个 召 E 册 , 答 定 了 中 的 一 
个 投影 算 子 {如 ) 与 之 对 应 ,满足 如 下 条 件 : 
(iy PIO) =0, PCT) = 工 ; 


(iD 著 召 - 避 轧 ,BE 轩 而 且 当 几 关 v 时 轧 , 玉 ,一 0, 则 对 一 


切 #, n€EH, 


(P(E)E, = Bi (P(E)E, 0), 


那 未 称 抽象 集 夯 数 了 >P(D) (或 记 为 PC(-)) 为 (T', 虽 上 五 中 的 


讲 测 度 , 也 称 ( 荆 , 车 , 卫 ) 为 寺中 的 诡 测 度 空间 . 
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我 们 首先 列举 讲 午 度 的 一 些 简 单 性 质 . 
[iit) 车 本 ,再 ，…， 且 .E 由 ， 且 是 百 永 相 朗 的 , 则 
P(E BY = PEN). P(E)Y. 
(iv) 若 BBs EN, I PCED) P(E) = P(EE,). 
事实 上 ， 由 (iii) 易 知 ， 当 Fy, Fs EE 车, FF 一 0 时 ， 
(一 
因此 车 开 1， 卫 所 站， 区 
P(E P(E,) 

= (PE BB)+ PE BD)) (P(E — DR) PORE,)) 

-PRs). 

由 (iv) 知道 困 一 {PCB)1 吾 E} 是 交换 算 于 族 . 如 果 了 (I 五 
不 可 能 分 解 成 不 可 列 个 不 为 {0} 的 .对 第 中 一 切 算 子 不 变 的 阴 粮 性 
于 空间 的 直 诡 和 ， 那 末 称 P(E) 是 可 别 可 分 解 的 ， 对 每 个 下 E 册 ， 
P{ 卫 0, 必 有 BE, BCF, 使 己 ( 酌 区 0 为 可 列 可 分 解 的 . 称 
琵 测 度 了 P(-) 为 正常 的 . 

定理 2.4,22 发 互 是 了 Hilbert 空间 , (六 册 , P} 是 五 中 的 裤 
测 庶 空间， 己 蔽 用 {( 酝 )| 吾 后 外 | 张 看 的 所 算 子 代数 显 是 极 大 交 
换 的 , 球 末 必 有 由 司 人 ,内 是 测 诬 塞 间 , 又 有 了 匡 到 了 (站, 和 3， 
上 上 的 本 映照 口 , 使 得 外 (本 ) 一 局 已 ( 百 ) 1 瑟 皇 妇 ， 是 如 下 的 算 
子 : 

CUBEIP) =O PT) PEL, BW, pm), (2.:4.86) 
这 里 Ce 是 点 集 百 的 特征 画 数 . 

[证 】 根据 引 理 2.4:6， 特 空间 吾 分解 成 一 族 互相 查 交 关子 
空间 { 吾 ; ,5 EB} 的 直 交 和 ,使 得 算 子 族 {P(B)| 加 EE 对 3} 在 吾 ; 中 具 
有 往 环 元 六， 作 由 上 的 集 画 数 we: 当 思 GE 妈 时 ， 

me B)= P(E)S, €), 
由 于 了 (是 订 测 讼 , Q = ( 荆 , 出 jy) 是 有 限 测 度 空 间 , 作 五 ; 漳 
JIC020) 的 映照 Uy 如 下 : 对 于 五 ; 中 形 如 
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> PCB)E (BEDB, M 为数) (2.4.87) 
的 向 全 ,规定 室 怒 过 UV; 后 歧 眼 成 
PCaly), 7ET., (2.4.38) 


容易 有 或 证 这 是 五 ; 的 子 空间 到 到 (er) 的 于 空间 的 等 距 重 性 喘 
照 ， 然 而 形 如 (487) 和 (34383) 的 同 量 人 全体 分 别 在 号 ;与 
722(04) 中 称 密 .因此 UV 唯一 地 延 拓 艳 五 : 到 02(Q4) 上 的 丁 算 了 于， 

记 Q(B) 一 UP(BUr', 卫 亿 叶 ， 容易 看 出 上 (0) 是 如 下 的 
算 了 于 : | 

当 g EDONH, (QB YI =O YP) EA, 

再 证 明 当 上,，#' 亿 如 但 5 竺 如 时 , jr 与 是 百 相 奇异 的 ， 著 
不 然 的 话 , 必 有 AE 叶 使 ps 与 pe 在 4 上 相互 等 价 . 合计 和 入 
分 别 是 (87 和 (C94) 中 在 蒜 外 为 0 的 夯 数 全 体 所 成 的 于 子 空 
加 作 首 到 ZH' 的 算 了 于 下; 当 了 E 让 时 ， 


RT La YEA, (2.4.89) 
0, YE€4. 
用 于 poe 与 pvr 在 业 上 等 价 , 亚 是 对 到 到 ,上 的 酉 算 子 ， 当 去 人 E 吕 
时 , 训 豆 到 五 ; 上 的 授 影 算 子 为 Pr， 由 引 理 2.3.7 和 了 .4.2， 了 PP 
EU = 合 U=UrVeQAAd)UPr， 当 加 EtE 沿 时 , 由 人: 和:39) 我 
们 得 到 
UP(E)=Ur TY RA) BULP: 
Ur dr EVRA UP PEIU. {2.4.40) 
因此 UE{P(B)|BEM}' 一 并, 所 以 ~Po0 JPy 一 0， 然 而 由 
于 Ai) 0 pe (4) 0, 


UE—UF NYE O04) #0. 


fi 


、 这 是 矛盾 ， 所 书 Lwe, 5 EE} 是 相互 奇异 的 . 


一 
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诅 且 E 汉 而 且 了 (加) 是 可 列 可 分 解 的 , 那 末 jw (如) >0 的 只 
有 可 更 个 ,这 种 吾 的 全 体 记 为 罗 o。 人 作风 。 上 的 集 夯 数 玉 如 下 : 
(= 高。 el), 

容易 职 诈 ‘, 汶 0o, 0) 是 测 ( 府 室 罗 . 由 于 外 的 极 大 交换 性 , 谢 
测度 是 正 党 的， 容易 族 明 久 可 以 廷 拓 到 加 上 而 且 2 好， 四) 
一 习 田 严 (0 .会 0- 人 EU Pe 那 末 口 是 且 到 I2(T, 3, pn) 
的 西 算 子 ,而 且 由 (2.4,40) 容 易 推出 (2.4.36)， 

系 2.4.23 屋 互 是 Hilbert 空间 ,0 由, 妃 ) 是 吾 中 正常 的 
讨 测 度 空间 。 丸 设 由 {PP (8) |] 如 所 由 } 张 成 的 弱 于 算 子 代数 多 具有 
均匀 重复 度 尼 . 设 $5 是 一 个 堪 雁 的 Hilbert 空间 , 那 未 必 有 iu, 使 
《PP 如， 内) 成 为 测度 空 困 , 双 有 再 到 寻 (Z, 负 , 1) 上 的 本 映照 可 ， 
使 得 Q(B) 一 UP(BU-1, 再 和 由, 是 如 于 的 算 子 : 

(WB) p){Y) = On(y) PUY), 9 EST， 如， 由 
这 里 Og 是 点 策 吾 的 特征 画 数 . 

【 鞍 】 再 于 虹 具有 汶 匀 重复 度 有 必 可 将 及 分 解 成 上 个 互相 
直 变 的 对 四 不 变 的 队 了 于 空间 瑟 ,, 和 一 1 2, …, 下 的 直 变 和 : 殖 
一 > OH,, 使 得 所 在 到 上 和 际 抽 是 要 大 交换 的 .i 且 是 全 此 
等 价 的 . 利用 定理 2.4.22, 有 (I, 和 名) 上 的 测度 岂 以 及 瑟 . 到 
30 届 ,， 凡 ) 的 芽 上 映照 U,, 使得 Q(B)=U,PLB)}UY', 石 蕊 和 尖 ,时 
算 子 (Bj) pty) 一 Oz (PD) PE 车 , 1) 、，、 不 妨 训 这 
个 五 (, 允 , 闪 为 站， 那 末 由于 霸 ( 区 ,内 一 袜 田 于 ,我 们 
再 利用 这 族 { 记 ,和 =1 2, …, 队 得 到 五 到 双人, 叶 , 轨 的 本 遇 
照 可 如 下 : 当 廊 EE 于 ,有 二 也 及 为 全 囊 ; 时 , BR 是 时 (好 ， 岂 ) 
中 如 下 的 函数 : 对 每 个 外 ET 了，(U8) (四 是 各 中 的 向 量 , 其 入 坐 
标 为 呆 ,h) (y)， 容 易 看 出 这 个 映照 人 @ 就 满足 我 们 的 要 求 . 
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我 们 人 熏 道 ， 王 名 蕉 空间 中 驹 一 切 和 平移 者 不 谈 的 正则 测度 必 是 
Lebesgue 测 论 乘 以 一 个 常数 因子 ,而 调和 分 析 ( 例 如 Fourier 恋 
换 的 理 葡 ) 就 是 建立 在 Lebesgue 测度 的 这 种 平移 不 变性 上 . m 灯 
空间 的 不 变 测 府 理 论 友 调和 分 析 早 已 烃 推 广 到 局 部 紧 的 拓 丰 和 群 
上 , 符 别 是 在 变换 的 局 部 紧 拓 扑 群 上 ,性 和 分 析 已 烃 有 非常 丰富 的 
结果 . 四 

我 们 目 然 要 间 在 无 限 稚 空间 上 是 次 可 频 建 将 类 估 的 平移 不 变 
测度 理 哈 以 及 相应 的 希 和 和 分析. 事实 上 ， 在 处 理 量 于 场 花 的 所 乡 
溃 秆 积分 时 ， 理 前 物理 学 家 们 已 经 随便 应 用 无 限 和 蕉 空间 上 的 
Fourier 挛 换 2? .然而 不 可 能 指望 把 有 限 雁 粮 性 空间 的 平移 不 变 测 
虐 理 论 推 到 无 限 雁 苛 性 空间 上 去 . 例如 读者 可 以 很 容易 地 评 明 
在 无 跟 厅 的 Hilbert 空间 上 就 不 可 能 存在 较 好 的 平移 不 变 测 度 , 也 
就 是 说 ,如 果 这 个 不 变 测 度 使 一 甸 球 都 是 可 测 集 的 话 , 那 未 许 多 球 
的 测 订 地 是 04 束 是 ce， 因此 ,我们 只 有 降低 对 测度 的 下 移 直 蛮 手 


5 在 入 G. Brnsh[11 的 请 面 附 有 关于 量子 汤 宜 中 用 到 的 无 限 推举 间 积 分 的 许多 
六 献 的 目录 。 . 
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的 要 求 .我 们 注意 ,% 杂 空 间 上 的 o- 有 限 测 度 , 若 是 测度 为 0 的 集 
炎 平 物语 仍 为 测度 为 0 的 集 ,一 一 这 种 性 质 称 之 为 拟 不 变性 ,一 一 
那 未 这 个 测 诬 也 必然 等 价 于 Jebesgue 测度 ( 见 定 理 3.41.8 ,而 互 
相等 份 的 (例如 可 局 部 化 ) 测 度 之 问 可 以 用 Radon-Nikodym 导数 
联系 起 来 ， 因 此 也 可 考虑 把 对 Lebesgue 测度 的 上 述 拟 不 变性 一 
般 化 ， 然 而 对 于 常用 的 无 限 杂 入 性 实 闻 ， 例 和 如 无 限 锥 Hilpert 空 
上 末 ， 也 志 存 在 z 有 限 的 所 不 变 测度 〈 雳 集 沟 过 平移 后 成 为 孝 集 的 
, 测 座 ) ， 因 此 我 们 还 要 再 降低 要 求 ， 不 是 考察 对 一 切 趟 移 圾 和 集 都 
变 抱 雳 集 的 测度 ， 而 基 对 其 个 糖 性 子 空间 中 向 量 的 平移 把 蕉 集 恋 
成 雳 集 的 测度 . 这 个 氢 填 变 测度 的 鬼 念 是 在 1959 年 由 TexpibaHgmn 
提出 的 ,他 利用 装备 Hitbert 空间 上 测度 芍 概 含 对 量子 场 答 交 搁 关 
柔 的 洪 示 进行 了 初步 的 研究 ( 昂 TerhiaHI 和 BexrenxHH[T11}) . 与 此 
有 联系 的 , Begal 在 了 略 早 的 时 候 (1958 年 ) 提 出 了 Hiipert 空间 上 
换 不 变 双 分 布 的 构 念 ,这 个 构 念 实质 上 等 价 于 拟 不 变 测度 的 概念 . 
吏 在 已 融 看 出 , 景 于 场 论 中 相应 于 填空 态 的 测度 是 所 不 变 测 诬 ， 

然而 他 们 没有 对 拟 不 变 测 底 建 立 匀 和 分 析 . 容 易 看 出 ,要 接 底 
有 蛙 险 执 不 变调 许 , 宁 可 先 考察 群 上 的 拟 子 变调 放 ,这 一 - 章 中 我 俩 要 
建立 起 群 上 所 不 变 油 讼 的 证 和 分 析 ， 

拍 不 变 测 讼 是 一 类 非常 广 法 的 测 庭 ， 和 不 变 测 度 有 本 质 的 区 
别 ， 我 倘 不 可 能 要 求 对 拟 不 变 测 论 建立 起 象 局 部 紧 群 上 勒 和 分 析 
那样 整齐 的 理论 ,然而 我 们 在 这 里 所 笠 验 的 一 些 间 题 ,也 还 是 紧密 
地 联系 着 局 部 紧 群 上 鞠 和 分 析 中 相应 的 间 题 。 我 们 这 里 所 用 的 方 
法 与 局 部 紧 群 上 的 方法 完全 不 同 , 偏 直 于 测度 论 的 方法 与 Hilbert 
空间 上 弱 阴 殊 换 算 子 环 葵 的 方法 。 这 里 所 建立 的 一 些 理 葵 和 方法 

是 企图 为 进一步 研究 量子 声 芥 中 的 大 量 的 “回炉 积分 ”问题 ,建立 
一 些 基础 ， 

在 $3:1 中 我 们 次 先 着 察 扫 不 变 测 度 的 一 些 基本 性 质 . 在 

§ 3.2 中 我 们 引进 丁 研究 氢 不 变 测 度 特 有 的 必 有 不 可 少 的 氢 特 征 标 
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概念 ,并 对 拟 特 征 标 群 做 了 较 尽 的 探讨 . 在 83.3 中 把 局 部 紧 样 
上 王 定 画 数 的 积分 央 示 定理 推广 到 上 县 拟 趟 变 淹 度 的 群 上 , 在 
§3:4 中 答 出 了 Fourier 变换 的 基本 理论 . 


§ 33-1 拟 不 变 测度 的 概念 程 基本 性 质 


1 ”和 执 不 变 阅 度 的 概 您 


我 们 首先 把 平移 不 变 测度 的 竹 念 推广 . 

定义 83-1-1 设 人 =(G, 男 ,， po) 是 一 测度 空间 ,是 台 到 仓 中 
的 映照 ,为 的 定义 域 匀 (如 为 可 测 牺 ,而 且 GAN 急 ( 耻 是 零 集 ， 双 对 
每 个 4E 轩 , 第 

(A) = {glh9 EA; gEDHR} EB, 
那 末 称 于 是 中 中 的 可 调 变换 ， 这 时 , 旭 ps 为 如 于 的 集 画 数 : 
当 要 EE 为 时 ， pm 二 A) (3:1-1) 

量 然 , jor 是 (G, 男 ) 上 的 测度 . z : 

全 名 ( 中 是 人 下 满足 如 下 条 件 的 可 测 亚 换 D 人 生体 : G0) 的 侦 域 
并 (和) 为 可 浏 集 而 且 日 N 条 (和 六 jp- 需 集 ; ( 记 ) 汶 必 ( 训 到 条 (8%) 的 
一 一 鼎 照 ; (六 ) 测 诬 ji 与 下 等 从， 

当 帮 ,天 E 攻 (人 时 , 作 人 上 的 上 映照 和 如 下 : 它 的 定义 域 
DAL) = {yg EDH), BgEDR), BIEDHHRR!) HFT, MRM 害 

hh )g—h bg). 

引 浊 3:1.1 当 育 , 训 全 人 ( 人 时 ，hAE (02)， / 

【证 ]】 由 于 多) 入 人 CU) = 人 ND( 避 ) ,但 全 NN 加 ( 训 是 
ww" 堆 集 , 也 应 是 wr- 寺 集 ,因此 虱 ) 改写 (RL) 是 以 - 害 集 ,又 ih 的 
值 域 妆 (hh&) 是 计 仿 让 间 区 )) 一 导入 RD 入 潍 ()) ,由 于 
入 (有) 为- 笑 集 ,又 j 册 与 jr 等 价 ,所 以 万 ( 避 (和 入 站 ()) 也 
是 jp- 需 集 , 因而 GN 名 (hh") 是 -党 集 . 显然 矶 ' 是 一 一 映照 ,而 
ph! 是 可 测 变 换 , 再 由 Wow 二 (Wa)w 易 知 pow 与 等 价 , 即 

5 芝 星 可 测 变 换 的 概念 与 Halmoe [1] 中 所 这 的 轿 有 不同， 
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hh' ESCO. 

我 们 规定 由 为 有 与 训 的 积 ,于 霖 按照 这 个 腰 省 有 

陛 3.1.3 名 (29) 成 为 群 ， 

我 们 此 后 称 久 (3) 中 变换 及 为 使 如 拟 趟 变 的 变换 ， 也 称 名人 02) 
为 日 的 拟 不 变 变换 群 . 

设 衣 ,如 EE 名 (Q)， 如 果 存 在 为 忆 伯 ( 如 门 转 (2) , 而 入 对 为 
需 和 集 , 使 得 

当 9EDNH， y= 有 bg， / 

嘟 未 称 称 疡 与 背 相符 ,六 为 及 三， 这 关节 三 "显然 是 “等 价 关系 … 

窒 易 着 出 , 洲 访 EE 如 (02), j=1, 2, 8, 4, 而 且 b= a= 
那 末 hs 三 foshs， 令 后 我 们 有 时 在 和 妊 g (3). 中 把 相等 的 变 徐 于 笛 
为 同一 变换 ,这 寿 不 会 引起 讶 请 . 

设 太 0) .如 队 训 及 亡 把 测 认 有 限 的 集 变 皮 测度 有 有 限 的 
舍 , 慰 末 称 鼎 为 使 所 强 拟 不 村 的 彼 近 ,如 时 训 尺 把 上 0 一 有 限 的 
秆 变 成 0o- 有 限 的 集 , 那 未 称 训 次 丹 拟 不 变 的 变换 衣 加 为 过 ( 们 ) 
的 子 群 , 而 且 每 个 有 EB 是 全 名 ( 强 , 能 ) 所 不 变 的 变换 , 那 末 称 避 
是 关于 名 {只 , 呢 ) 撤 了 不 变 罗 ， 

特别 , 车 对 一 切 有 EG, BE 都 有 LtRB) 一 jp(B), 那 末 称 马 
关于 总 是 直 变 的 . 

我 们 上 后面 对 群 的 情况 最 感 兴 趣 ， 

识 他 是 一 群 ,名 是 蛋 的 于 群 ， (Gf, 男 ) 是 一 可 测 空 间 , -如果 对 
一 切 BEB, hES, | 

B={hg'g EB} EY, 

那 来 称 ( 避 ; 男 ) 为 关于 甸 左 拟 不 变 的 可 测 襟 间 ， 类 俱 地 ,也 可 以 定 
如 石 撤 不 庄 的 概念 . 左 、 夺 拟 永 变通 称 为 所 不 变 . 潜在 (fF, 吕 ) 上 又 
有 测 论 吕 满 足 如 下 条 性 ; 当 避 EG, 及 EC 省 时 ,wtB)=05p(%E) =0 
是 等 价 的 , 那 末 (G, 轴 , p) 关 于 左 不 移 群 他 是 拟 不 变 的 ， 

简单 地 意 ,(G, 见 ,由 关于 在 平 移 名 (级 ,能 ) 拟 不 蛮 , 就 是 克 过 
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g 中 的 一 切 在 移 9-3hg, 9 EG, hE 后 , 可 测 集 , 竺 集 (测度 有 限 
集 , -有限 集 ) 仍 分 别 成 为 可 测 集 , 零 集 (测度 有 限 集 , -有 限 集 ). 

特别 当 对 一 其 及, 有 p(B) 一 pj( 娟 )， 加 E 色 时 ， 屠 末 称 
(Gi, 册 ， 由) 是 关于 左下 移 久 不 变 的 ， 例 如 在 局 部 紧 烙 9 上 存在 
关于 左 不 变 的 Haar 测度 ( 兄 Halmos[1]). 

届 1G, 见 , 内 是 关于 区 未 变 的 测度 空间 , v 是 (G4, 允 ) 上 的 测 
度 而 且 ” 与 疡 等 价 , 痢 末 (Gf 见 , ) 是 关于 氏 拟 不 变 的 , 如 果 
f 是 (9, 网上 上 的 可 测 画 数 府 且 对 一 切 gEG,0<F(n<co, 作 
(Gi, 另 ) 上 的 测度 5 如 下 : 当 万 E 凤 时 ， 

>(B) 一 | f(g dulg), 
才 末 (G, 由 ，z) 是 基于 多 能 拟 不 变 的 . 
”发 9= (G, 为 , 由 是 任 一 测度 空间 ，G@ 只 合 有 恒 等 变换 , 那 末 

9 关于 @ 是 不 变 的 ,这 是 最 平凡 的 例 . 

识 避 是 一 群 ,如 一 (G9, 蜀 , 是 一 测度 空间 , REG,， 车 志平 移 
Th > Ti 是 (0, 路 , ) 的 可 酒 候 换 而 且 测 座 ja 【 昂 
(8-1: 几 )) 与 上 等 价 , 则 称 及 为 日 的 拟 不 变 点 ， 显然 8 的 拟 不 变 点 
休 体 苦 租 成 好 的 子 群 ， 称 这 个 子 群 名 为 如 的 最 大 左 平移 拟 不 变 
于 群 ， 时 : : 
车 (Gl, 妈 , 克 是 关于 鱼 拟 不 变 的 、o- 有 限 的 测度 窗 间 , 那 未 必 
有 (全, 员 ) 上 与 所 等 价 的 ,有 限 的 测度 vv, 它 美 于 信也 是 所 不 文 的 . 
事实 上 ,这 时 几 有 一 型 下 不 相交 的 Bs, # 一 1, 2,…, 使 得 BE 汶 ， 
0<w{ Br) <o0, G= LU Bs. 作 测 府 2 如 下 : 当 百 E 轩 了 时， 

pW) Dy PB. 

容易 看 出 ,+ 与 放 是 等 价 的 ,而 且 v( 的 ~ 工 , 双 易 知 ”关于 加 是 拟 
不 变 的 . 

本 书 中 此 后 着 重 时 论 可 局 部 化 拟 不 变 测度 ， 特别 是 有 限 所 不 
区 测度 . 
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9。 对 训 不 群 日 拟 不 变 的 漳 刻 
在 这 一 段 中 我 们 假 诅 乘 积 可 测定 间 {x 仙 , 入 x 轩 ) 到 可 测 空 
阿 {(G, 器) 的 哆 照 (9 如 >gh-+ 是 可 测 的 ,今后 不 再 -一 一 交代 ， 
引 理 3.1.3 证 (人 喘 ，uw) ,上 二 1, 3， 分 别 是 关于 右 、 志 平移 
G 拟 不 变 的 有 限 测 底 空间 , 那 未 几 对 于 uw 是 会 连 业 的 . 
【 率 】 作 堪 积 测 讶 空间 (GxXG, 妇 X 呈 和 pl， 对 每 个 
及 E 尖 x 加, 我 们 以 xs (lv, 胃 表示 集 吾 的 特征 函数 . 容易 知道 当 
及 EBx 时 wetw, oy) 是 (他 x 全 ,外头 册 ) 上 的 可 测 画 数 , 作 
{村 XG, 沿 x 治 ) 上 的 有 限 滑 度 上 如 下 : 
sD) 一 | | zz sap oa). (8.1.2) 
入 证 上 明 w 关 于 iw x ps 是 全 连续 的 . 证 再 E 风 xx 凤 而 生 
Xx ma) =0, 访 天 一 {yy| (5 二 和 加 素 末 
{CB an (8) —0, 
因此 六 有 4E 员 使 得 jx) 二 0 而 且 沼 二 当 4 时 pa (EE) =0, 直 js 
的 左 和 平移 氢 不 变 人 尾 得 到 jws(% 了 ER) 一 0， 再 由 Fubini 定理 得 到 
v2) -| (| ya {, ww) ta ) ) dle) 


=| nw Br) dpm (s) —0. 
所 以 有 (GXG, 熙 xx 牙 , pa Xx pas) .上 的 非 员 可 测 钾 数 9(C%,9) ,使 
vB) 一 | za(e Wg ls, gdje)dpals) , (3.1.8) 
荔 一 方面 ,由 于 (2, 肋 ~>208 是 可 测 映 照 ,二 4€ 叶 , 则 集 
: B~{(e, 9) ‘wy € A} EVXN, 
由 (3.1.2) 得 济 
rH) = | | xa WW dpa Ce) dp (y)— pea A), 
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但 由 (3.4.3) 关 利用 Fubini 定理 得 对 


(到 一 | (| ge 的 eta 人 lo ) al 的， (3'1:4) 


因 些 , 车 pa 由 ) =0, 其 由 Aa 的 右 下 移 不 变性 得 到 jw 144 一 0， 
由 (民生 得 到 2 一 0， 因 此 a4) 于 六， 上 所 以 Ha 关于 4 和 多 
连 蔚 的 .证 上 毕 ， 

引 理 3.1 .4 设 (名, 中, 中) 是 关于 右 平 移 曲 江水 次 的 有 限 测 
度 空 站 , 作 ( 人 , 凡 ) 上 的 测度 pp: 当 BE 时 wi (一 (B11)， 
那 未 睐 与 jz 等 价 ， 

【证 ] 容易 看 出 上 -ai 是 关于 左 和 平移 如 所 不 变 的 测度 , 根据 引 
理 3.1T'3, jz 对 于 所 是 移 对 连 粳 的 , 即 基 说 , 若 EB, ww(B) 一 0， 
则 {加 下) 一 0， 因 过 ,车 了 ED, p(B=n BY) =0, 则 ww(B) 
一 Hi 于 一 0D， 所 以 上 对 于 pi 世 是 全 巡 征 的 , 印 jm 与 La 等 
价 . 证 举 . 

定理 3:1:6 於 { 公 , 轩 ， 内 是 关于 左右) 平移 G 拟 不 变 的 GO 一 
有 限 测 度 , 则 (G, 册 ,后 是 英 于 种 (在 ) 平 移 执 不 变 的 . 洲 (G 好 ,Hz)， 
上 一 1 二,，2， 是 关于 (在 或 右 ) 乎 称 忆 所 不 变 的 两 个 o- 有 限 测度 空间 ， 
则 jo 与 wa 是 相互 等 价 的 . 

[【 放 】 根据 第 一 眉毛 述 , 不 妨 把 -有限 蛮 度 搞 成 等 价 的 有 限 
测度 . 假 识 (9, 叶 , pw) 是 关于 庙 平 移 寻 拟 矛 变 的 , 则 jw_1 是 关于 
左 平 黎 各 拟 不 变 的 ,根据 引 理 3 和 js 与 jz 等 价 , 因 此 j 也 是 
关于 左 平 移 拟 不 变 的 . 车 (9 由 ,2 是 关于 左 平 移 和 氢 孙 灾 的 润 
度 , 那 末 js 关于 右 平 牧人 名 是 氢 不 变 的 ,由 已 评 好 的 部 分 知道 5_1 
关于 左 平 移 避 是 拟 不 变 的 ,因此 jw 是 关于 右 开 移 合 拟 不 变 的 ， 

裔 (好, 蜀 ，pww) 是 关于 平移 引 拟 不 变 的 有 限 调 度 空间 , 根据 
引 理 3.1.8，Hps 基于 ma 是 邦 对 过 入 的 , 调换 jw 和 /的 位 置 就 知 
道 pz 洋子 pa 也 是 和 袍 对 连 革 的 ， 放 上 毕 ， 

[ 注 ] 定理 3:1.B5 可 以 推广 到 谁 o- 有 溉 测度 昂 定义 1 “1. .9) 
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的 情况 ,例如 , 设 (, 吐 , 凡 是 关于 左 平 移 侣 拟 不 变 的 准 oo- 有 限 测 
度 空 间 , 那 末 (G, 加 ,也 是 关于 右 平 移 日 拟 不 变 的 , 事实 上 , 任 
取 琅 E 妈 ,jw( 召 ) 一 0, EQ, 必 有 储 的 于 群 GE 见 ，Gi 包含 加 及 
表面 且 是 o- 有 限 的 . 全 四。 及 1 分 别 是 见 , 在 后- 上 的 限 
制 , 那 末 易 知 (Go , Bo, pu) 是 关于 堪 平 移 Go 拟 不 变 的 c- 有 限 测 度 
空 困 .根据 定理 8- 工 .8，ji 也 是 尖 于 吉平 移 Go 拟 不 变 的 , 因此 由 
WF) =0, 推出 Wt CB 一 0， 部 9， 8, 交 是 关于 右 平移 G 拟 不 变 
的 . | 

类 仆 垣 , 洪 (9, 轩 ，pw) ,有 # 一 1，2, 是 关 于 平移 合 氢 不 变 的 准 
吕 -前 限 测 讼 空间 , 那 未 jt 与 ma 十 等 价 的 . 

系 3.1.6 芒果 是 局 部 紧 群 , 加 是 由 昌 中 一 切 紧 集 张 成 的 o- 
环 , 规 (G, 轴 , pw) 是 关于 ( 左 或 右 ) 平移 拟 不 变 的 局 部 0- 有 限 测度 
室 间 , 那 末 多 与 日 上 汐 Haar 测度 等 价 ， 

这 由 定理 3 1.5 的 注 及 $1.1 第 6 段 立 好 得 芭 . 
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定义 3.1.2 设 届 是 一 拓扑 室 间 ,名 是 日 到 G 中 的 一 族 连 炉 
映照 ,又 识 人 本 身 具 有 乓 扯 ， 如 果 对 每 个 如 E@, G 中 的 每 个 紧 


”可 下 及 包含 各 吾 的 上 每 个 开 集 0, 必 有 和 的 个 信介 当 EV 时 


7 下 性 O; 那 来 称 六 的 拓扑 为 适宜 的 ， 
”我 人 悄 考 察 后 面 常用 的 一 种 情 沈 。 
加 理 3.1.:7 座 他 是 拓 拓 群 ,入 是 全 的 子 群 .对 每 个 有 EE, 特 
沪 吉 为 左 平 移 ghg, 9 EG, 那 末 好 在 世上 导出 的 厦 对 拓扑 是 适 
家 的 ， 
[十 】 性 取 加 扎 信 , 人 的 紧 集 下 和 包含 紧 集 如下 的 开 集 0， 
对 每 个 ye 天， 作 全 中 单位 元 的 环境 配 , 使 丈 9CGO 再 作 G 
中 单位 元 的 环境 了 使 PV oC Us, 那 末 
z hE Vg TSO. 


Emr HI re i 


3P 
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电 于 加 区 是 皮 集 , 有 1，…'， 4: 全 ho 站 ,使 得 
hoRCU py gy 


作 了 一 站 本， 这 是 单位 元 的 球 措 . 令 证 当 训 属于 加 的 环境 下 训 


时 FCO 事实 上 , 对 每 个 9EhE, hh-1yEln 民 ,因此 有 + 使 
得 hh-1g9 EV,g,， 从 而 : 
Eh Vg EF Ug EO, 

郎 hECO， 所 以 特 借 福 为 变换 群 时 , 蚀 的 相对 拓扑 是 适宜 的 ， 
证 上 毕 . 

引 理 3:1.8 设 避 是 拓扑 空间 , (GG 轩 , j) 是 下 上 则 测 谋 定 辣 ， 
世 为 共 上 的 一 族 巡 种 可 测 盗 换 所 成 的 拓扑 群 , 而 且 @@ 上 的 折 托 是 
适宜 的 , 那 末 对 每 个 紧 集 大 E 叶 ,mK ), hE 是 久 上 的 上 年 连 
逢 三 数 -. 

【证 】 任 取 加 EE., 若 天 (io 五 ) 一 co 自然 各 为 画 数 (hE) 
的 上 千 巡 稿 下 .车 上 Uw 区 ) 之 0, 出 J 的 正则 性 ,对 每 个 80, 在 
在 于 中 的 开 集 二 wt ,和 掉 z 

WO Lu(hoR)+e, | (3:1.:8) 
然而 甸 的 扰 是 适宜 的 , 因此 有 有 届 的 环境 六 使 得 当 训 EV 时 


KCO, 由 于 KE 和 3, 从 (3:1 名 得 到 


whE)<wio EK )+e, 

这 就 是 说 , 画 数 (hE) 站 加 的 上 界 *S tho,， pthEK)) 具 有 性 质 
WE)SES (ho, whE)) ENRE), PS p(thoK)+e,. 
合 一 0, 郎 得 Wo 下 ) 一 to; HR)) .因此 如 也 是 图 数 w (RE )， 

亡 吉 的 上 和 舍 速 稿 点 。 证 毕 . 

 ” 系 3:1.9 发 G 是 拓扑 群 ， 【Ge 由， 4) 是 正则 测度 空间 , 他 是 

人 的 干洗 (在 人 上 取 由 G 导出 的 拓扑 ) ,双生 对 每 个 及 EG,BE 届 ， 

hBEWB, WW 未 对 每 个 紧 集 攻 蕊 加， jp (EK ), 衣 忆 六 是 思 上 的 上 年 连 
1 关于 上 中 速 炉 函数 的 概念 ,本 号 与 害 理 , 寡 看 附录 I 工 全 工 史 
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千 画 数 . 
由 引 理 3.1.7 及 38.1.8 立即 得 到 系 8.1.9. 

下 面 我 们 狂 出 正则 测度 对 痰 换 的 一 种 束 征 性 ( 引 理 3 下 :107 由 
它 导 出 所 不 变 测 庶 的 一 个 重要 性 质 ， 

引 理 3-1.10 裔 (GF, 为, 多 是 正 期 测度 空 阅 , 久 是 其 上 一 族 
连 荐 可 测 变 换 所 成 的 拓扑 群 ， 叉 珊 久 具 有 适宜 韵 拓扑 (其 定 交 
3.1.2), 使 名 成 为 第 二 策 的 迫 扑 群 ， 那 末 对 每 个 紧 集 尼 E 凤 ， 必 
有 加 EE 人 久 , 使 得 省 上 的 画 数 4(p 玖 )，4E 区 在 加 点 连续 。 

[证 】 根据 引 理 8:1-8, 而 数 话 ( 伟 慷 ), 有 hE 是 世上 的 上 秆 
刀 粳 丽 数 . 然而 由 于 测 认 是非 下 的, 对 一 切入 E@, 根据 引 理 
I.2.2, 由 名 的 第 二 移 件 导出 : 画 数 jER), hE 猪 必 有 一 回炉 
点 ， 诈 上 毕 . 

票 3.1-11 现代 是 拓扑 群 , 攻 是 好 的 子 攻 ,但 加 @ 本 身 具 有 扫 
站 盛 为 第 二 移 的 拓扑 群 ， 而 且 这 个 拓 提 比如 在 沁 上 导出 的 拓 扩 
强 .车 (好 ,由 ) 是 关于 左 (或 右 ) 平移 人 拟 不 变 的 可 测 空 间 , 而 县 六 是 
其 上 的 正则 调 底 , 那 未 对 矢 个 紧 集 及 E 旭 ,有 有 加 E 人 名 使 得 RK)， 
及 EE 省 在 加 点 连 征 ， 

我 俏 利 用 引 理 3.1.10 再 葵 出 后 面 要 用 的 一 个 性 质 ， 

引 理 8.1.12 家 (G, 因 , pp) 是 关于 (这 和 炉 , 可 测 ) 变换 群 迁 拆 
不 变 的 正则 测度 空间 , 又 识 臣 具有 适宜 的 拓扑, 使 个 成 为 第 二 移 
的 拓 封 群 , 那 示 当 蜂 集 玉 E 轩 , wp() 汪 0 和 时， 必 有 留 中 单位 元 的 
环境 下, 使 得 当天 GE 下 时 ， 

mK NAK)>0. : (8:1.6) 

【 诈 】 根据 引 理 3.1.10， 有 加 EE 久 , 使 L(AhK) 在 加 点 按 留 
的 拓 牛 是 连 苇 的 . 香 拟 不 变性 ,zfi 尼 ) >>0. 不 妨 改 bw( 加 站) 一 co。 
-由 于 中 是 正则 的 ， 有 开 集 OE 旭 ,使 得 O=joR 而 县 


1(0)< 富 plfok), (8-1.7) 
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由 于 并 的 拓扑 是 适宜 的 , 有 有 加 的 环境 也 ,使 得 当 hE TP 时， 
下 及 天 已 ， 取 了 充分 小 ,使 得 当 REV 时 ， 

CRE) -loR) <E noR), (8.1.8) 
出 KE CO 及 wk 二 0 得 到 : 
/ phE NhoK) =—u (ChE) Fu (hoK)— (0), 
因此 ， 从 全 1.7) 3:1: A hEV 时 ， 


plhK 区) > 可 WikEK )>0., (3.1.9) 
利用 测度 岂 的 拟 不 变性 ， go hE Fh 时 ,从 (3-1-9) 得 到 
nok NEK)>0, 


由 于 久 是 拓扑 群 , 加 所 ,是 名 中 单位 元 的 环境 ,这 就 取 到 了 
Vy 一 hs1V，s， 许 华 . 

系 3:1.143' 裔 旭 是 拓 群 ， 是 G 的 子 妊 但 久 本 身上 共有 拓 
扩 成 为 第 二 网 的 拓 盾 群 ， 而 且 这 个 拓 扩 比 避 在 名 上 导出 竟 拓 丰 
蝇 , 考 (, 器， 凡是 关于 左 ( 右 ) 平移 六 拟 不 变 的 正 央 测 诬 空 闻 , 涛 
末 对 每 个 紧 集 区 七 寻 ,， jp (区 ) 沁 0, 必 有 久 中 单位 元 的 环境 六 ,使 
得 当 衣 EF 时 ,483-14-6) 丰 六 ， 

利用 上 面 入 果 可 以 得 到 拟 不 变 尖 度 存 在 的 一 个 简单 的 必要 条 
件 . 

定理 3-1-:13 识 人 如 是 拓 提 群 ;全 是 避 的 于 群 ,但 信 本 身 具 拓 
扑 卫 了 臣 为 拓扑 群 , 有 他 在 名 上 导出 的 拓扑 于 岛 原 有 的 搞 扑 晒 . 再 
裔 曾 为 第 二 闭 室 间 ， 如 果 存 在 关于 代 拟 不 庄 多 正 基 测度 空间 
(, 由， ， 那 末 必 有 贸 中 单位 元 的 环境 包 合 在 日 的 紧 集 中 ， 

【 放 】 由 于 jt 是 正则 的 , 必 有 紧 舍 到 和 册 , 使 得 jw )0. 
利用 和 38.1 .TIL27， 我 镁 知道 , 存在 久 中 单位 元 的 环境 让, 使 得 对 一 
切 hAEV ,KNhK 0. 于 是 hEV 于 有 EEKKY. 我 们 要 裔 上 明 长 外 
是 叶 中 的 紧 和 集 . 作 莱 积 拓 盾 空间 9xG, 根据 THX0H03 定理 ， 
kxK 是 人 Xx 中 的 峰 集 ,然而 易 知 
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CT, YR 

在 他 xx 人 到 人 的 这 精 责 照 . 在 上 上述 巡 和 鞭 映 照 下 , 紧 集 下 X 玫 的 象 
太 “KK 也 是 紧 集 ,于 是 几 帮 一 六 区 一郎 得 所 答 证 . 

系 3.fT'14 褒 仓 是 第 二 糊 的 拓扑 群 , 那 未 存在 关于 左下 移 侠 
拟 趟 变 的 正则 测度 空间 49, 加 ,je) 的 充分 而 且 必 要 条 件 是 G 为 局 
部 紧 的 ， 

【 诈 j 必要 性 由 定理 3: 寺 .13 文部 知 尊 . 反之 ,车 如 是 局 部 紧 
的 , 合 革 为 好 中 紧 集 张 成 的 c- 环 ， 取 产 为 左 不 变 Haar 测度 ， 那 
末世 ,后 藉 是 我 们 需要 的 测度 空 两 ， EE 
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在 这 一 段 中 ,我 们 假 识 ( 人 @, 为, jw) 是 关于 (可 测 , 连篇 ) 变换 群 
民 氨 示 变 的 正则 测度 罕 间 ， 双 怕 甸 有 具有 适宜 的 折 豁 人 屁 定 让 
3:1-2), 使 久 成 为 第 二 黎 的 邱 提 群 ， 令 后 都 不 再 一 一 交代 ， 

座 w(D 是 寻 上 的 ,关于 入 可 油 的 画 数 , 当 及 E 名 时 ,规定 

入 (一 本 性 下 界 (p(g) 二 pth 9g)). (3.1.10) - 

这 里 所 谓 ““ 本 福 下 界 ” 是 指 G 中 际 去 性 等 人 等 集 后 在 其 上 到 下 界 ， 
然后 再 取 这 些 下 界 的 最 大 值 . 

引 理 3.1 TB 名 mt) 是 G 上 的 .关于 见 可 测 的 非 贡 夯 数 而 
且 在 某 个 4EE8, 0<pw(44) 上 ,wp(2) 是 有 限 的 , 则 迟 有 岛 中 单位 元 
的 环境 玉 使 得 和 (在 了 上 是 有 界 的 . 

攻 诈 3】 外 于 和 集 {tp(2) 过 oo0} 包含 半 ， 所 以 必 有 正 数 ge 所 co， 
使 {mjp( 区 志 q, ww} 具有 正 的 pw- 测 谋 ,因为 1 大 正则 的 , 必 有 
路 中 的 紧 集 Cz]p(2) 夺 g; wd} 适合 条 件 0<w( 有 KK)， 由 系 
号 于 省 2 ， 履 有 局 中 单 亿 元 的 环境 站 , 使 得 当 hEF 时 (EK 站 有 KK) 
>0. 设 gEENAK， 其 P(A9) 寺 4 Pg) 所 4， 宙 于 关门 ARK 是 
正 测度 集 , 必 有 gEKNREKEK, 和 使 z 

DR) SEP) ph 9g), 
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因此 在 玉 上 属 () 夺 24， 放 上 绕 . 

为 了 易于 应 用 引 理 8:1.16 起 见 ， 我 们 引进 所 号 画 数 租 的 构 
念 . 

定义 8.1.3 设 G 是 群 , 岛 是 G 的 子 群 ，(G, 男 , 由 是 关于 
总 拟 不 变 的 测度 空间 . 车 2( 们 是 好 上 的 美 于 多 可 测 的 机 数 ,Pp (8) 
是 江上 的 画 数 ,适合 下 面 的 条 件 : (0 雪人 人 所 oo0; 人 当世 人 外 
”时 ;对 几乎 所 有 的 gE 们 , 成立 着 

Ph) pg +p(h lg); 
(DP( 妨 是 入 上 的 三 丙 数 ( 见 5I-1) , 那 未 称 p,P 是 (他 ,站 ,0 上 的 
(关于 名 的 ) 拟 凸 郴 数 硼 . 
特别, 当 了 是 9 上 可 测 瑟 画 数 时 ， 可 取 (h) 一 pC) | 

系 3-1-16 发 2, 是 (G, 四 ,由 上 的 关于 久 的 拟 凸 画 数 粗 ， 
而 且 在 某 个 集 4G, 4(4)>>0 上 %(9) 是 有 限 的 , 则 pp( 避 在 四 上 
是 局 部 有 界 的 ( 即 在 每 点 的 菇 个 环境 上 是 有 界 的 ). 

【证 】 由 引 理 8-1.5， 存在 伪 中 单位 元 的 环境 ,使 得 当 
hEV 时 , Pr ( 避 志 24, 因此 8( 冲 24， 对 任意 加 EE 名， 有 环境 
hoV ,和 使 得 当 丸 Eh 下 即 有 = 加 hi!, hEF 时 ,再 2 的 同性 有 

PR EP TPH) EP (ho) + 20, 
所 以 2 在 而 的 环境 上 是 有 界 的 ， 证 毕 ， 

我 们 再 把 引 理 3:1.15 加强 如 下 : 

定理 3.1.17 访 久 及 是 满足 第 一 可 列 公 理 的 拓 牛 群 . 及 襄 
二 所 外 , 而 且 0 志 上 (4), 则 必 有 加 中 单位 元 的 环境 矿 和 正 数 ci 使 
得 对 好 上 的 一 团 关 于 由 可 测 的 非 贡 画 数 p(9), 成 立 着 


“supp" (A <0] pg)an(g). (8.1.11) 
(这 里 ， 知 的 意义 见 (3-1-10) .) 
【让 】 性 取 G 二 的 一 列 关 于 出 可 测 的 寿 划 夯 数 {p， 且 坑 


0<a,—{ pr(g)dnlg) <o, (3:1.12) 


ee oe oil er 
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合 .是 适合 条 件 

|= 3 [hf an<o0 (81:138) 
的 实数 列 和 一 {hun，…， hs …] 至 体 ， 按 照 通常 的 糖 狂 运算 和 
(3-1.13) 中 规定 的 范 数 I 和 |, .多 成 为 Banach 空间 .对 于 .多 中 的 
每 个 和 , 作 好 上 的 画 数 | 

plg; %) = DB Ih pe (9). 
显然 p(9; 入 之 0 而 且 是 关于 只 可 测 的 六 数 ， 作 人 h, 入 如 下 : 
FPO; N= DMIp(h), LEG. / 
显然 , 当天 E 攻 时 ,入 (2 和) 下 (2 2)。 再 根据 m 的 定义 ，(81 
12) 和 Levy 引 理 ,我 个 知道 ,对 4 中 几乎 所 有 的 9， 成 立 着 
Pg; A) oo, (3.1.14) 
把 44 中 适合 (3: 二 .14) 的 g 有 至 体 记 做 4;, 那 未 pi4) = 二 (dd) 二 0， 
由 引 理 8-1.15, p"(h; 7) 是 在 @ 中 单位 元 的 某 环境 上 ,因此 也 (h; 
) 在 这 个 环境 上 是 有 界 的 . 放 他, 和 一 2, … 是 蚀 中 单位 元 
的 还 卉 基 , 不 妨 设 玉 导 也 汪 …. 因此 对 每 个 和 有 m (可 能 依 对于 
入) 使 得 耳 信 ; 人) 在 上 有 界 . 我 们 注意 ， 当 名 固定 时 ,天 (h; 入) 
是 .上 一 列 圳 粮 册 法 面 总 ps(9) js| , 5=1, 2，,… 的 上 界 ， 因 而 
它 是 .名 上 的 下 咎 过 业 的 三 泛 责 , 所 以 
gn (%) — sup PR A) 

也 是 .上 的 下 定 束 秆 的 呈 活 苹 , 而 且 对 短 个 人, 有 n 合 gn(N) 一 ce。 


有 “9 条 "所 以 


we Ga 芝 (党 


根据 附录 工 定理 I:2.4, ， 必 有 自然 煞 om 和 正 数 地 使 得 对 .中 一 


介入， 都 且 立 着 
四 gm] < 二 全 | 大 (3:1.18) 
上 出 基 立 郎 推 出 | 
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supw(h) <a| pg)dp(9), n=1, 2, . (8-1.10) 
事实 上 ,只 要 在 但 "1.15) 中 取 入 是 这 样 的 数列 , 除 第 % 顶 外 它 的 名 
项 都 等 于 零 , 就 得 到 (3.1.16) 了 . 

假如 定理 不 成 立 , 帮 未 对 每 个 自然 数 邑 ， 必 有 G 上 上 的 咱 画 数 
pal9), 关于 轴 是 可 测 的 ,而 且 
0<|mG@)ang)<c 
SOQP 和 (>n| Pp. (gd (gg), 

而 这 和 和 (8-1.16) 矛 盾 ， 定 理 农 毕 . 

系 3.1.18 设 甸 满足 第 一 可 列 公理 ,又 设 4 是 喘 中 任意 正 测 
度 集 ,At4)>>0 加 EE， 则 必 有 仿 中 加 的 环境 六 和 正 数 6, 个 得 
对 (GF, 见 , 由 上 的 、 关 于 全 的 一 切 拟 上 国 数 租 pl(9) ,PB() 成 站 着 

sup ph) < | gg)anc9). (3-1.17) 

只 要 利用 系 3-1.16, 在 定理 8.1.17 的 证 明 中 作 适 当 改 变 就 
立 郎 得 到 系 3.1.18， 

在 $8-2 和 §4.2 等 处 将 看 到 本 段 一 些 焙 果 的 应 用 ， 


6” 交换 群 上 的 有 - 拟 距 离 


”这 一 段 只 研究 有 限 测 度 空 辣 . 
定义 3.1.4 设 遇 ~(G, 喘 , 上 ) 是 有 限 测 度 空间 , 区 是 @ 上 的 
可 浏 变换 群 2、 利 用 Kakatani 距离 ( 见 8d1.4) 8 作 和 区 上 的 凸 泛 画 
Mi(R) dl, 16), BEG, (3.1.18) 
这 里 pm 的 意义 见 (3-1.1), 称 型 :(8) 为 由 妆 导 出 的 全 上 的 五 - 执 
范 数 , 双 作 外 于 的 左 和 不 变 所 下 高 
ds, ha) = Mi la), hy, EY, (8.1.19) 
称 它 为 外 上 的 太 拟 距离 . .用 附录 了 的 方法 ,由 拟 距 离 作出 的 
”_ 少 站 里 限定 人 中 变换 万 都 是 定义 域 为 Gy 得 被 为 6 的 一 一 映 琢 ， 
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拓 盾 称 做 和 拓 盾 、。 

我 们 留 痊 ,容易 脸 证 (3 二 15) 中 的 活 画 着 1 是 甸 上 的 旺 活 档 ， 
例 恕 ,通过 映照 出 = 及， 了 开 即 算出 

MD) (CVA) — NALD ) 


-| Va — VR Mi (ht) (3.1.20) 


容易 算出 8"1-19) 中 的 员 也 可 改 用 下 式 定义 : 
tha, Pa) 一 名 (Pa Wh), ‘(3:1.21) 
而 (3- 工 20) 中 的 人 仍 是 Kakutani 融 遍 ， 
引 理 3-1.19 坑 9 一 (G, 男 , p) 是 有 限 测度 空间 , 甸 是 Q 上 
的 可 测 变 换 群 , 那 末 对 每 个 如 E 尖 ,外 上 的 坪 数 jC-18) ,hE 伪 技 
z- 拟 距离 是 加 禾 的 
[iE】 对 任何 夯 ， hE 南 Behwarz 不 等 式 得 到 
| VE Va < VE TE REY, 
因此 由 (8.1.19) , (3-1.21) 得 到 / 
VEO- Vi EI<(|, va- 
一 三 Ga 各)， 是 毕 、 
引 再 3.1.20 屋 9 一 (G, 败 , 由 是 有 限 正则 测度 空间 , 名 是 9 
上 的 (可 测 , 连 种) 变换 群 ,又 急 具 有 适宜 的 拓 盾 .7 ( 悍 定 义 8- 荆 .3)， 
部 末 拓 同 活 栈 Ma (从 ，AE 包 是 (人 .多 ) 上 的 下 衬 速 炉 面 数 . 

“【 谣 】 根据 直 理 二 .4.3, 车 Fo 是 加 中 紧 集 粗 破 的 一 切 可 曾 
章 分 ; 则 
po 1) = inf, BR TBR EB). 

又 由 代 , 和 .信和 (3. 工 20) 得 到 
Mi(h)’ =2(p (8) 一 PC 1)) | 
GD 二 SoB, Ve) pn)), (8.1'22) 
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但 是 根据 引 理 3-1.8, jp(%Bw) 是 久 上 的 上 年 回 灶 责 数 , 因此 对 
每 个 下， 一 汉人 有 JE 是 (四 , 9) 上 的 下 舍 过 秆 画 数 , 根据 
(8.I.22) 可 以 看 出 型 : (各 3 是 下 中 连续 的 ， 因 此 型 :fi 也 是 下 中 
未 秆 的 ， 诈 些 . 
了 票 3.1:2 设 介 是 拓扑 群 , 久 是 好 的 子 群 , 久 是 G 在 省 上 上 
部 出 的 岳 扩 ,入 甸 为 全 上 的 左 在 移 资 换 群 , 那 玉 西 泛 画 有 (由 ， 
所 本 ,是 (四 .9) 上 的 下 牛 连 炉 机 数 . 

引 理 3.1.22 候 G 是 拓 着 群 ,(G, 允 ,是 正则 有 限 测度 空间 ， 
BB 是 G 的 子 群 ,而 且 当 届 后 好， 丙 E 食 时 ) 矶 再 挟 风 ， 则 对 加 和 全， 党 
有 中 的 紧 集 下 包含 着 多 中 的 按 太 - 拓 直 的 环境 . 

【证 】 由 于 是 有 限 正 则 测度 , 必 有 紧 集 卫 E 双 ,使 

HR 加) > 豆 kf) ， 
由 引 理 3.1.19, 有 加 的 楼 太 拓 扒 的 环境 到, 使 得 当 hEV 时 ， 
Ww OTE) p(Bh1B)| < 二 pO 
由 是 当 及 EV 时 ， 
六 二- 到) > pO). 
因此 人 W- 尹 站 后 1 本 之 0, 部 有 YE 及 有 两 ! 吾 , 内 而 
EC 
记 友 一 B81 则 
了 人 

然而 (oz, 仿 一 29 了 是 分 XG 到 9 的 连 炳 映照 ， 因此 及 是 紧 集 ， 从 
而 及 io 也 是 如 的 紧 集 ， 让 毕 . 

对 3.1.280 褒 (G, 贡 , pj) 是 关于 左 在 移 G 不 变 的 有 限 正 则 
”测度 室 间 ,项 避 必 是 蜂 集 . 

【 诈 】 .出 于 是 左 焉 移 不 这 的 ,所 以 对 任何 加 ,加 ,4(h4， 

9 这 是 个 部 知 的 定 更 ,也 可以 闪 技 焉 明 。 
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ho) 一 0， 因 此, G 中 搂 训 -拓扑 只 有 一 个 非 定 开 集 ,就 是 日 本 身 . 根 
据 引 理 3.1.22, 如 合 在 避 的 紧 集 中 , 故 全 为 紧 集 . 证 毕 . 
我 们 注意 , 采 3-1.28 中 “不 变 测度 ”的 条 件 不 能 减弱 到 “ 拟 不 
变 测 度 ”, 例如 , 在 实数 全 体 搂 加 法 及 欧 几 里 得 拓 逢 所 成 的 拓扑 群 
G 上 , 任何 一 个 等 价 于 Tebesgue 测度 的 有 限 调 度 也 是 正则 的 , 所 
不 变 的 ,然而 这 时 全 不 是 紧 集 . 
定 于 3.4.24 发 人 是 拓扑 群 ， (他 , 好， 5) 是 正则 的 有 限 测 度 
空间 . 又 设 当 百 E3, gE 时 , 9g 及 EW. 如 果 把 G# 尝 友 左 平移 群 ， 
那 未 G 按 区- 拟 亚 高 而 (和 ,jp 为 完备 欧 ， 
[证 】 设 信 :} 9 按 拟 距离 3 是 基本 的 .根据 引 理 3:1:22， 
必 有 人 中 紧 集 下 包含 集 颁 | 开 1 (如 过 6} ,此 地 s 为 一 正 数 ， 由 假 
设 ， 及 使 得 当 % 尖 时 ， 了 M1(h5 局 ) 之 se、 因 此 {h}, n 一 刘 ， 
驴 十 1,，… 包含 在 紧 集 hy 中 , 从 而 存在 点 如 EGG 具有 如 下 性 质 : 
加 的 任何 环境 入 ， 必 会 有 人 ,} 的 子 列 . 
根据 系 8-1.34, 对 任何 正 数 8 有 hat 的 环境 下, 使 得 当 
9E 时 ， 
Mh ho) < Mg +e 
取 g 二 有 i! 坊 而 名 为 加 的 环境 hn 所 含 的 信 ,} 中 于 列 时 ,就 得 到 
Cj) < Hm My (Chaths) 十 8 / 
再 由 于 fa} 按 丰 的 基本 性 ,有 下 使 得 当 m>> 术 时 ， 
lim Mi (ha < 人 
因此 二 Con， 1) 过 26, 即 全 按 拟 焉 离心 收 合 于 ho， 证 毕 . 
说 {器 , jw) 是 有 限 油 度 空 间 , 加 是 (f, 轩 ,jw) 上 的 一 可 测度 
换 群 ,在 @ 上 作 拟 距离 。 
do fy, Pa) -于 (人 Ch, hs) + dhi, hz ) 
我 们 注意 当 名 是 交换 群 时 ， 
din, ha) = MI) = MD) = a!) 
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因此 , 当 站 是 变换 群 时 ， 
人 人 和， 一 中 人， 和) (3.1.23) 

引 理 3.1.25 设 避 ={ 妇 ,加 ,jw 是 有 限 测 论 空间 ,是 (G ,3,pw) 
上 的 可 测 变换 群 , 介 了 为 当中 使 日 拟 趟 变 的 变换 全 体 , 那 末 二 大 
当 的 撤 概 距离 wn 的 亲子 群 ， 

【证 】 容易 看 出 全 是 子 群 , 只 要 证明 宅 是 闭 集 好 了 。 设 碟 列 
{过 卫生 增 ， do (hn， ho) 一 0， 那 未 

diths, jo) > 0, dll, i ) +0, 

外 引 理 319 得 知 ,对 一 切 冲 总 器 , 看 耻 看 


lim p (hsB) = 1 (hoB), (8:1.24) 
lim p (hr+B) = pl ho B). (3.1.25) 


令 证 日 关于 加 是 氢 不 变 的 , 若 凡 ( 妈 一 0, 由 于 ET,w (8B) 一 0， 
再 从 (38 江 .24) 得 到 (NoB) 一 0. 反之 ,车 几 (h6B) 一 0, 则 
wt Ch )) =0. 

在 (3'1.25) 中 以 jo 如 易 召 就 得 到 w( 吾 ) =0, 因此 从 关于 加 是 拟 
不 变 的 , 序 加 &€T， 诈 毕 . z 
“定理 8.1-26 座 映 是 拓 盾 群 ， (他 , 出 ,入 是 正 朋 的 有 限 测度 
空间 , 又 设 当 上 所 为,，g EG 有时, 9 如 万 导 ， 那 末 如, 由 AP 的 最 大 左 
平移 执 不 变 子 群 兄 扑 执 距离 吉 为 完备 的 ， 

[证 】 根据 定理 8:1.24, G 按 拟 距 记 (hao), 加， 后 EE 
是 完备 的 ， 完 至 类 仆 地 , G 搂 距 离 出 UT! 及 站, 如， 加 各， 也 是 
完备 的 .因此 避 按 wo 也 是 完备 的 .再 由 引 理 3-4-2$, 全 是 完备 窑 
辣 的 荫 子 集 ,因而 也 是 完备 的 . 证 上 毕 . 


6” 变换 群 上 的 ww- 拔 扩 
在 本 段 中 始 炊 假设 Q~ (G, 3, /0) 是 关于 变换 群 多 拟 不 变 的 
可 局 部 化 测 庶 空 间 , 合 .Ga(Q) (有 时 也 记 为 .ako)) 为 G 上 关于 
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省 可 测 机 有 旦 关于 中 平方 可 积 醒 歼 全 性 , 搂 通 常 的 稚 性 运算 和 内 航 ， 
Cp, 小) -| pO aA, wp, HEEDN), 

2(9) 成 为 Hilbert 宏 间 ， 其 中 几乎 处 处 相等 的 两 画 数 税 为 同一 
向 量 . 对 每 个 产 E 久 , 作 ( 旭 ,和 3) 上 的 测度 pa: 当 思 EE 加 时 ， 

z uitB) = ), | 
由 于 驴 关 于 久 拟 不 变 , 各 与 六 等 价 , 根据 系 2-4.18, 存在 着 
Radon-Nikodym 导 煞 号 和 < 作 算 子 Uh): 1 p EEL) 
网 | ， i 


OPDIOPTIUR han 


刀 然 如 (如 gp 是 侣 上 的 可 油画 数 , 而 且 
J U0 ga) =) eg) am 一 lyPan 


因此 五 ( 壤 是 (0) 薪 GO) 的 等 距 的 炎 性 算 子 . 此 外 , 申 陛 
2.4.12， 
dpa Cg yy inn (gy (g) On (gy rom Rad ) dm tg) 
dw lg) duim lg) dmg) du thag) En ey : 
我 们 得 到 : 当 启 ,有 EB 时 ,Du 和) 一 UD0 (0) 而且 (ey) 一 工 
由 是 好 (及 -= 可 0D, 所 以 可 (有 是 2(Q) 上 的 西 算 子 ,因此 对 应 
hx , hE | -8.1.26) 

是 妖 包 在 I2(8) 上 的 西 表 示 ， 计 呈 但 的 ) 18E }, 它 是 西 算 了 于 
千 ; 称 它 为 I?(D) 中 相应 于 名 的 变换 群 。 这 个 群 在 所 不 变 测 度 的 
寅 和 分 析 中 起 车 重要 作用 ,我 们 用 扩 {( 介 , 9) 表示。 22(9) 中 包含 世 
的 最 小 弱 阴 算 子 代数 , 称 做 相应 于 人 @ 的 代数 ， 

定义 3:1.B 衣 避 = (G, 加 ,jw 是 关于 可 测 变 换 群 匠 拟 不过 
的 可 局 部 化 测度 空间 谢 信 是 贸 上 使 西 表 示 (8:1.26) 成 为 
(BF “在 (人 上 强加 昼 表 不 的 最 幸 丘 条， 那 来 .多 称 做 电 上 的 
上 &- 扼 大. . 1 
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容易 看 出 , 加 上 的 jw- 拓 秆 等 价 村 区 上 的 西 商 烙 族 1 科 p ， 
p EP(O)} 所 导出 的 拓 近 ,这 里 
Ml = ND 7) ol 
(| io (hg) Via ty) 9.9) Vaptyy *) . (83.1:27) 
事实 上 , 若 刀 执 范 数 族 { 开 , (有 ,pg E2309)} 导出 的 拓扑 为 
3 1, 那 未 对 每 个 PE ,RE 如, 以 及 正 数 8, 有 知 技 拓扑 .9 3 


抱 环 境 
to) 8}, (3-1.28) 


使 得 当天 在 上 述 环 境 中 时 ， [7 (PD 一 UOw)) gl 一 六 QJ31) 之 8， 所 
以 可 表示 过 在 (@@,. 971 上 强 连 秆 ,反之 ,着 多 是 名 上 勇 一 拓扑, 使 
0 在 (8,， .F 1) 上 强 连 种 , 那 末 对 每 个 ppEL(g) ,jin EE, MM (hho!) 
一 由 人) 一 (80)) gl 是 ( 久 , .95) 上 的 连 灶 醉 数 , 因此 (3.1.28) 
合 在 久 ! 中 , 郎 FI 二 IF， 这 样 , .9 就 是 jw- 拓 和 盾 ， 

我 们 还 在 鸟 上 引 太 另外 一 族 吓 了 责 数 ， 识 . 池 在 阁 合 条 件 
0<w(4) 之 oo 的 4E 中 全体. 部 
NMDAD+ARA) 2) im ,(8:1.29) | 


这 幸 就 得 到 龟 上 的 几 面 数 族 {4 加 ,4€ 实 }, 车 记 和 集 和 4 的 特 
征 而 数 为 Ca, 闭 未 当 4E.F 时 , 04€.72 (9)， 容 易 算出 
| Am 人 = 

引 理 3.1.27 设 如 = (G, 外 ,站 是 关于 变换 群 @ 拟 不 变 的 可 
局 部 化 测度 空间 , 那 末 马上 的 wr- 丘 站 是 由 晤 西数 族 {Nh), 
及 EZ} 导出 的 . 
[和 散 】 记 {NW4，AEF} 在 加 上 上 和 导出 的 拓 扒 为 5 由 于 
《81.29), {N44; 4EZTCtH 9pEDA(OO)}， 所 以 Fi 驳 于 jr 
拓扑 . 另 一 方面 ,对 每 个 gEL?(8) 和正 数 8 根据 Halmos[1] ,有 
4 …，4nE 多， 使 得 
| 一 D2 mC | < ! (8.1.80) 
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此 地 知 ,，…, 加 是 常数 ， 由 但:120) 得 知 , 当 加 万 包办 ， 
| 去 可 十 > | (U Cho) — 一 了 人 < 
(8.1.81) 


eo 由 (91.27) 和 (3.1.31) 知道 ,当天 属于 j 的 环 
2 > 


所 ( 按 拓扑 FD 硫 | .AR-10) <8 一 1 2 全 时 ， 
| (C0 U0) gl<e. | 

因此 , 丁 表 示 对 .1 是 癌 炉 的 ,因而 .91 强 于 -拓扑 ， 远 合 起 来 得 

知 点 一 _ 拓 托 就 是 Ca 

避 理 3.128 就 人 一 (G, 区 ,jr) ; b=1, 2 是 两 个 关于 多 拟 

不 变 的 可 局 部 化 测度 空间 ,而 且 ja 关于 是 码 对 回炉 的 , 狐 末 @@ 

上 的 jr 拓扑 弱 于 名 se- 邱 扑 ， / 
[着 】 由 于 9 关于 Qs 是 相对 连 炽 的 , 必 有 Radon-Nikodym 


/ 导数 09 ,和 而 县 根据 系 2.4.19， 


旭 
1: pp Ve, 凡 EL (hh) 3 


是 (2 到 IP(Qs) 中 的 等 距 算 子 . 设 @ 在 (9x) 中 的 西 表示 
是 Dyk>Us() ,二 1， 2, 容易 用 明 , 当 9 ED(O) ,天 E 名 时， 
Us(h) To—TU(h) yg. 
国 世 ， 当 站 ET 六 加 和 久 时, 若 让 由 = To € LI2(0,), 用 
0 00 gl 1, -U0)) wl. 
这 说 明了 定义 jr- 拓 扑 的 是 丽 数 族 包 售 在 定义 pr" 丘 寺 的 上 图 数 


族 中 ， 冉 此 z- 拓 扑 能 于 js- 拓 盾 . 


特别 ， 若 在 和 承 3. 1.28 中 和 与 (do 是 等 价 的 ， 那 未 Mi- 拓扑 和 


Po- 折 托 一 致 ， 


引 理 31.29 正 G 是 交换 局 部 紧 的 拓 盾 用， 3 是 紧 集 张 度 的 
o- 环 , 屎 是 堪 不 变 Haar 测度 , 那 未 G 上 的 Ar- 拓扑 垃 玫 G 原 有 的 
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拓 丰 FF. z 

[证 ] 我 们 注意 由 于 是 不 变色 度 ,i 一 v2 
td Ad) ES, 然而 Haar 测度 是 正则 的 ( 尼 HHalmosft1), 对 
每 个 4E.F, 六 有 紧 和 集 0OCA4, 什 凡 44NDO) 小 于 预先 答 定 的 正 数 
ce/2. 又 有 开 和 集 0 二 4, 使 (ON 四 <a/2. 根据 BI 理 3.1.7, 有 人 Q 
中 单位 元 的 环境 克 , 使 得 当天 E 玉 时 ,MOCD. 因此 , 由 4\hd 
CONhC 得 知 , 当 有 EV 时， (ANRA) nO) 一 六 (BO) 一 六 CO) 
一 让) 之 6 ,这 就 衣 明 了 了 At) 是 9G 上 的 连 灶 责 数 , 因 此 ji- 捷 并 
弱 于 G 原 有 的 托 闪 .证 毕 ， 

可 | 于 3:1:30 履 台 是 拓扑 空间 ，(G 嘲 , } 是 正则 的 有 限 测 
论 空 间 , 儿 是 (, 外， 上 上 尘 些 可 测 连 苇 变 换 所 胞 的 拓 拉 群 , 它 的 
拓 # 直 ” 和 证 志 荐 的 ， 球 末 2 强 于 扩 本 拉 的 到 要 条 件 年 


MD (| Ca- MA))’ 六 (3.1.32) 
掖 多 连 续 ， 
【证 】〗 在 到 4E 妇 , 屠 末 由 OauehBy 不 等 式 ， 
Na < (JO (hg) (varia) van)y) 


+(| (Calhg) — C049)) dp oy 
Mi + RA) (A)— 2 ANE1ANS., (8.1.88) 
识 Ji:( 肪 是 回炉 的 (对 于 拓 拭 .7), 哮 末 对 任何 正 数 s, 有 久 中 单 
位 元 的 环境 大 (7 = 矿 六 条 祁 ,使 得 当 克 和 六 有 时， 

2 (8.1.84) 
根据 不 等 式 (3.1.34) 和 引 理 3.1.19 项 明 中 最 后 一直 等 式 得 知 , 对 
任何 BE8, hET， 

: MR ~ VRB IS Ve. 
把 上 式 两 边 乘 记 Mth-B) 十 MwtB), 我 们 得 到 z 
(BB) p(B) | <2VantG, (3.1.30 
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由 测度 4 的 正 基 性, 存在 开 集 0E3 及 紧 集 尺 EB, 合 0 二 4 二 区 ， 
而 且 
uwONE)<e. (83.1.36) 
由 于 名 的 柄 扑 是 适宜 的 ,不 妨 访 玉 光 分 小 , 司 得 当 衣 EV 时 ， 
记 1 民 CDO， 模 据 (3:1.35) 和 和 (3.1 .36) 知道 , 当 hEF 时 ， 
mh ANK)) tu(A\ EK) <2e+2Vent0). (38.1.87) 
肥 因 为 当 hEV 时 
站“ 下、 (由 门 站 TA CRIE\ KNAR) CO、K, 
所 以 . z z 
WIRY (ANALAN < (8.1.38) 
类 位 地 , 当 有 EF 时 ， 由 (83-1.865) 和 (8:1.38) 得 到 z 
MK)— td 4d) 
= (KE)—uR KE) Tw bE) AN “4A) 
e122 (Ge. | (3.1.39) 
绊 合 (3.1.83)，(3.I.34 (8.1.37) (3.1.38) , (3.1. 39)， 知道 当 
EF 时 ， 
NO Lota 
这 就 明了 , 当 形 :是 的 ,9 回炉 时 ,有 丘 扑 昱 于 .7 . 反之 , 音节 
抽 拉 量子 2 ， 那 末 at 一 Nal 显然 蕊 包 闹 的 ， 9l 理 证 替 . 


7 退 历 泌 六 


我 们 引进 所 不 变 集 和 到 历 的 概念 . . 

定义 3.1.6 褒 (GF, 办 ,， jw) 是 关于 变换 群 世 拟 不 变 的 测 座 空 
再 , 车 闻 志 站, 而且 对 于 一 切 EE 加，BNhB 是 - 禾 集 , 郑 末 称 BB 
是 (关于 轨 所 不 变 集 ， 

我 们 注意 , 扑 不 变 集 和 全体 租 算 罗 中 的 -一 个 子 gc- 球 见 ;， 当 由 是 
代数 时 , 器; 也 是 代数 ,与 拟 不 变 集 相 差 一 上 -专集 的 梨 也 是 拟 不 变 
集 , 寻 拟 不 变 测 度 宏 间 宣 少 存 在 一 类 拟 不 变 集 , 即 u- 零 集 , 当 叶 是 
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代数 时 ,还 有 另 一 类 拟 不 变 集 ， 即 比 差 -一 -牧人 入 的 集 . 这 两 类 
滴 示 变 集 都 称 做 平凡 的 拟 相 变 集 ， 
定义 347 设 {Gf, 姑 , py) 是 关于 变换 群 名 所 不 变 的 测度 安 
间 . 如 果 不 存在 非 平 几 的 (测度 有 限 , o- 有 限 ) 拟 不 变 集 , 天 未 称 
(G, 名, 上) 是 关于 名 的 ( 散 , 强 ) 通 历 测 度 空间 . 
显然 , 当 两 测度 空间 等 价 时 , 它们 具有 共同 的 拟 不 变 集 , 因此 
关于 同一 变换 群 ,或 同 是 通 历 的 ,或 同时 不 是 逼 历 的 . 
[ 例 3-1:1] 巩 (G, 办, pvr) ,在 = 工 2， 是 关于 变换 群 灸 拟 不 
变 的 两 个 相互 奇异 的 测 庶 空间 ， 必 有 也 E 凤 ,8 一 1 2, 使 ww 在 
jz 上 具 有 全 测 上 用 而 当下 关 时 wr CBD 一 0 ,这 时 Bi 都 是 渊 府 jw 的 
手 不 变 集 . 合 上 = (uz 十 JD 1/2， 显然 CC 好， 上 ) 也 是 关于 姿 换 群 
8 拉 不 变 的 淹 度 空 辣 ， 而 且 Bs, 一 1, 92， 是 测度 的 所 不 变 集 ， 
当 j 埋 0, 大 = 二 2 时 ,容易 肴 出 pe 寻 , 0) 的 (关于 g 的 ) 非 
平凡 拟 不 变 集 ,因此 (G, 好 ,pm) 丰 是 涯 历 的 . 
引 理 3.1.31 讽 避 是 局 部 紧 的 拓扑 和 群 ， GG, 内， 由) 是 左 不 变 
的 Haar 测度 空间 , 划 (G, 旭 ， 凡 关于 左 平 物 群 全 是 下 历 的 ， 
 【 味 】 如 果 凡 不 是 涯 历 的 , 闭 末 必然 有 EB1, Bs €E3, p(BR1) 之 0， 
(Ba) >>0, 了 而 且 Hi 与 刀 不 相交 ,它们 关于 左 于 移 群 @@ 都 是 拟 不 
夺 的 , 任 取 正 有 限 测 度 第 召 , 下 E38, 使 吾 忆 机 ,CHo, 那 末 对 一 
切 hEGG, 由 于 EN Bi 为 走 集 ,得 到 
: wRENF)=0. (3.1.40) 
全 > 是 各 平移 不 变 Haar 测度 , 根据 Halmos[141 或 本 节 第 2 
女 , > 与 是 等 价 的 ,因此 不 妨 取 吾 殉 分 小 ,使 0<x( 酌 天 co。 再 
作 !G, 器) 上 的 测度 Ka 如 下 : 
当 有 4E 旭 时 ， pC) 一 p (4 ， 
记 和 集 马 的 特征 画 数 为 Ca， 那 末 容易 算出 


{Cs Gg)aralh) ={ O05 9)av (a) 一 | Calh) dr Cn) =» (DB) 
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是 正 有 限 数 ， 由 Fubini 定理 得 到 
p(B) pF)—| (| Os dn ) org dn lg) 
-| (| 0019) Cr (gang) ) dpa lh 

一 | wuBN Fdatg). (8.1-41) 


然而 从 (3:1.I0) 知道 {8:1.41) 的 右 沁 为 竺 , 这 和 (83: 二 :和 村 ) 的 左边 
不 为 需 双 盾 ,因此 是 表 历 的 . 诅 毕 . 

我 们 再 介 厅 后 面 要 用 到 的 一 种 情况 . 

定理 3.1.83 设 {G5。, aE} 是 一 族 局 部 紧 的 拓扑 群 , 3s 是 
Gs 中 紧 集 张 成 的 0- 环 , 9, 一 (Gs, 3, Ha) 是 关于 左 平移 Go 拟 不 
变 的 概率 测度 空间 ， 倒 9 一 X G6, 其 中 元 素 问 规定 乘法 

{ga, a EA {ha, a EU} = {ga ba, a EA}, 

这 样 , G 成 为 一 群 ， 刷 g= {gs, cE 蝇 } 是 这 样 的 元 素 , 它 的 坐标 
加 六 单位 元 的 a 只 有 有 限 个 , 这 种 g 的 合体 焉 成 好 f 的 子 群 贸 , 合 
由 一 X 3。, Am X ka 那 末 有 一 (时 , 允 ， 内 是 关于 左 平 移 区 通 历 
的 测度 空间 . 

【省 】 识 和 一 {qs, …， os} 是 虹 的 有 限 子 集 ， 作 

GG, XO, X -x Oo,, 
-在 其 中 规定 元 素 问 的 乘法 如 下 : 
人 

又 在 Gs。 上 取 柔 积 拓扑 ， 那 未 容易 证 明 @, 仍 是 局 都 紧 的 拓扑 群 . 
双全 轩 , 一 加, Xx WB =X an 利用 Fubint 定 
还 容易 冲 明 0 一 (G;,, 轩 ,, jv) 是 美 于 左 平移 GG, 拟 不 变 的 构 玲 测 
度 空间 , 模 据 系 3-1-6, ji 与 G 上 的 Haar 测度 等 价 , 再 由 于 人 
上 Haar 测度 是 副 历 的 3] 理 8 江 3) ， 因 此 心 也 是 关于 左 平移 
G, 和 远 历 的 测度 空间 ， 当 外 是 有 限 集 时 ， Gu 一 g， 因此 下 面 只 科 窒 
g 是 无 限 集 的 情况. 
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任 取 关中 关于 名 所 不 变 的 集 马 , 那 末 必 有 一 列 {an} 呈 半 , 使 
得 召 是 X 8 中 集 与 X Gi 的 乘积 因此 下 曾 不 妨 设 虹 是 可 现 
党 ， 辟 如 识 ， 这 一 刀 ， 2 “ “0, 分 和 一世， 2, "yp 作 } 当 

FO) ED,,) 
时 ， 皂 半 () 看 成 了 (02) 中 的 画 波 IJ—*f (gn) , 站 去 个 ， {9;, = (91， oa, 
这样， [2 (0;,) 看 成 (0) 的 于 于 空间 , 把 (0) 到 
I2(0;,) 的 投影 算 于 记 为 Pm, 那 末 由 于 Pm 是 自 共 列 算 子 , 当 
SELIG), CEQ,,) 时， 
| PS (gn) EC) dp (gin) — | PS gE C9) dtg) 
-| S (0) PHE dng) 


一 | S(g) Edn(g). (3.1.42) 
特别 , 取 咏 是非 各 可 测 夯 数 , 那 末 只 要 呈 是 @ 上 的 非 肥 可 测 夯 
数 而 且 三 ET， 二 守 和 仍然 成 立 . 事实 上 ,对 这 种 
注 ， 泵 数 下 wn 一 min( 人 ,9 EO(0) ,在 (8:1.42) 中 央 取 症状 芋 ，， 
然后 合 w->co， 就 知道 对 于 我 们 所 考察 的 五 ，(3-1.42) 仍 成 立 ， 
合 是 集 玉 的 特征 画 数 , 那 末 SED(0), 寺 SP 0S) 
性 取 衣 = fs oo} EQ 了 是 ,上 的 非 于 可 测 琅 数 而 且 
SRg (9) EL (N.S 于 


| Sw ga) Y (gn) dyn (gan) 
| Sg FY (hlg,) en djs (9 . (8:1:43) 
全 了 ga) rage) ， SVEEL CQ，) ， 因此 由 
dita (gan 
(8:1.42) 和 和 (83:1.438) 得 到 
js WV Rg NF (0 ) Pa, Cm 


一 oY —1 jin (5 a ) 
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二 万 二 {7 aE 是 名 中 这 样 的 元 素 , 当 ca=o, 肝 衣 ,一 入,, 而 当 

Al, > 时 he =— 6éa {OG 中 音 性 元 ) 了 | (1:1.10) ? 上 上 式 可 

以 化 成 / / / 

| SY Gig)Y (gr) dp gm) | 
一 | ,SY Gg,) Ge dng 3:1.44) 

网 为 妃 是 拟 不 变 集 Sg) 与 (3g) 用 乎 处 处 相等 ,因此 (3. 工 .4 有 本 

变数 变换 ghg 后 就 得 到 


| OMRONF (ga di (a) = | SY (qr dm (og) 


-| SP (ga dp Gas) 


由 是 易 知 Se (gu) 与 全" (9;) 几乎 外 处 相 千 ,然而 8 关于 左下 
移 GF 是 还 历 的 .8 ga) 几乎 处 处 理 等 于 常数 到 再 根据 引 理 
于 了 六 让 澳 收 做 于 1 因此 

及 一 lim P® 8 一 litm M, 


也 是 常数 ， 即 Cs 或 是 本 乎 处 处 等 于 堵 ， 或 是 几乎 处 处 等 于 1， 艺 
(加 一 0, 三 (GN 可) =0, 所 以 久 关 于 左 平移 G 是 源 押 的。 证 
上 地， . - ' - . 


$ 3:' 定 特征 标 及 所 特征 标 


” 骑 征 标的 定义 


特征 标 是 群 上 一 类 基本 的 丽 数 ， z 

定义 8.2.1 证 G 是 一 群 , a(9g) 是 吕 上 的 画 数 ,适合 条 件 : 
中 对 一 切 gE9, af) |=1;( 当 g,hEGNH,atoh) =atg) gl, 
那 未 称 a 是 G# 上 的 一 个 特征 标 . 

记 9G 中 的 曹 位 元 为 6, 特征 标 又 适合 条 件 ( 放 )a(e) 一 1， 事 实 
上 ,由 多 ,wa 乓 4a(e =a(e), 又 由 (人), a(e) 关 0, 所 以 ale) = 工 ， 
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在 本 和 中 我 们 用 表示 模 为 工 的 复数 全 性 按照 乘法 所 碟 的 群 ， 竹 
末 所 请 特征 标 上 就 是 群 台 到 和 祥 避 的 同 态 ,， wx: 9 一 at9)， 
设 a, 8 是 群 G 上 的 西 个 特征 标 , 象 通常 的 图 数 球 法 一 样 , 规 
定 & 各 的 洁 积 a8 为 画 数 
oBtg = Bg), gEC. 
显然 , aB8 出 是 弛 上 的 特征 标 ， 群 从 上 的 特征 标 至 体 接 滋 法 成 为 
变换 群 , 称 为 臣 上 的 蛙 征 标 群 (或 称 为 局 的 代数 对 偶 群 )， 刀 做 对 
画 数 是 如 中 的 单位 元 ， 
[ 例 32 | 贡 工 是 整数 会 体 按 照 加 法 所 威 的 群 。 对 于 中 
的 8, 作 工 上 的 等 征 标 Bo: 
BW) 一 cn， cc 
这 样 建 并 了 由 CO 到 工交 上 映照, 0 一 Bo， 这 显然 是 同 态 ， 而 且 是 单调 
的 。 双 对 于 每 个 aEfI, 取 c=atl 了 D), 车 0=B6。， 因 此 oc 一 Bs 成 为 
由 CO 到 了 的 同 构 上 映照。 我们 也 可 以 把 吕 和 IT' 一致 化 : I'= : 
定理 3.2.1( 特 征 标 延 拓 定理 ) 出 是 交换 群 ,Gy 是 日 的 子 群 , 呈 是 Ga 
上 的 等 征 标 , 那 未 必 有 好 上 的 特征 标 4 使 得 对 一 可 9€ 人 有 tg) = (9)， 
[和 证】 车 站 站 厨 ; 任 取 一 的 ) 命 二 是 起 舍 且 和 的 景 小子 群 . 
下 面 分 丙种 情况 封 戎 ， 4 对 任何 自然 数 9 下 E 好 Ti， 这 肝 Gs 中 的 元 3 可 以 
唯一 地 表示 成 
ggry 8EGTI， 放 一 和 土工 ; 
我 们 任 取 eC, 而 作 Ga 上 的 特征 标 me I 下: 
Qa = go, C3.2.1) 
和 容易 起 出 m3 是 m1 的 延 拓 。(ii) 若 有 自然 类 #8 使 弄 硬 ; 全 机 是 这 种 自然 数 
中 晤 小 的 一 个 。 这 时 65 中 的 元 素 可 以 唯一 地 吉 示 成 
8 GE 状 一 人 1 2,..…, #—1, 
我 们 取 1 使 二 092 而 必 G3 上 的 特征 标 om 如 C3， ,这 时 而 仍 为 
的 延 帮 。 这 样 已 把 &1 延 拓 到 " 上 . 利用 zorn 引 理 不 难 把 ad 延 拓 成 人 上 
的 特征 标 w。 证 毕 . 
[ 例 3.2.2 设 是 有 还 数 全 体会 加 靶 所 成 的 群 , 任 取 实数 记 作 呈 上 的 
对 征 株 
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Ht9) = gE€R. 
这 种 形式 的 特征 标 至 体 和 实数 们 体 依 加 法 所 成 的 群 也是 同 移 的。 但 这 并 不 
是 旦 的 全 部 . 
事实 .上 ， 性 职 一 列 自 启 数 19x}， xs 束 瞧 dri1y G9n 三 全 n+1 且 使 每 个 自然 歼 
它 .整除 基 个 94+， 这 样 的 自然 数 刻 4 小 是 存在 的 。 中 递 推 式 
Po=0; pn=Pn-it+20nr N= 2, 
定 光 出 一 列 自 然 数 {pn}， 易 知 四 一 co 。 作 旦 上 的 男 数 = 如下: 对 每 个 整数 
bi 定 交 
让 『 Pa 
x (地 )= dn 
上 先 证 明 & 具有 衫 定 的 意义 ， 若 关 / 册 一 /gw 不 她 识 3 二 9) 因此 wg 为 整 
数 ， 但 这 时 Pn Pn 六 Tn 的 整 教 倍 ， 2 : 


dm dn dn 区 数 ， 


所 以 和 有 确定 总 多 由 此 容易 舟 明 a 为 特征 标 . 
今 让 这 个 4 必 不 是 任何 a 事实 上 ,车 a=a(g);, 旭 由 坟 二)-( 二 ) 
t 
Pn a 
dn 
为 整 款 , 但 s 光 分 大 后 | 起 | < 到 my 因此 4 充分 大 后 [ps 一 芯 -| /gr<1 
从 而 8 一 去 -一 0. 但 这 不 可 能 对 两 个 4 域 站 ， 因 而 4 竺 os) 即 和 关 RB。 
[ 例 3.2.3] 裔 刻 为 实数 全 体 按 加 法 所 碾 的 群 ， 任 取 实 数 # 
作 特 征 标 as(%) 一 ex, 2 EER。 这 种 特征 标 至 体 记 为 忆 , FR" 天 RR'. 
事实 上 , 从 例 3.2.2 我 们 作出 了 及 的 于 群 多 上 的 特征 标 a, 其 形 
式 与 任 一 a 都 不 一 样 ,利用 延 拓 定 理 把 鹏 上 的 这 个 特征 标 延 拓 到 
如 上 自然 由 不是 任何 一 个 下， 也 可 以 把 绍 上 的 形 如 a 的 特征 标 
延 拓 成 不 是 mr 的 特征 标 、 例 如 , 任 取 无 理 数 m, 全 Ga 是 形 如 
mao 二， m 吾 数 ,上 E 珊 
的 数 人 至 体 有 所 成 的 是 的 子 群 , 作 对 上 的 特征 标 
应 【2 tH) 一 《一 基于 
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青 把 8 延 拓 薪 8B 上 ,所 得 到 的 特征 标 a 就 不 会 等 于 任何 a. 

类 倒 地 可 以 谣 明 CI 即 上 的 特征 标 除去 

on(0) 一 由 ， 芍 是 丈 数 
外 还 有 别 的 特征 标 ， . 

当 G 是 拓扑 群 ,我 们 最 感 兴 朴 的 是 连 炉 的 特征 标 &, 邹 特征 标 
ca 叉 是 9 上 的 连 粳 图 数 者 记 9 上 连 炳 特征 标 全 体 沟 日， 称 做 
?的 尘 懈 群 , 它 荐 他 的 于 群 。 对 于 离散 的 拓扑 群 , 其 上 的 每 个 特 
征 标 都 是 连 种 和 绚 ， 因 此 信 一 G'， 如 例 3.2:1 的 蓄 了 , 使 I 成 为 拓 
反 群 的 只 有 高 散 的 拓扑 , 所 以 了 = 了 I 了", 但 对 一 般 的 拓 盾 和 群 ，G* 与 
Gr' 往往 不 一 政 . : 

忆 |[ 理 832:2 衣 BB 是 扼 持 辞 G 上 的 特征 标 , 车 名 在 单位 元 外 
连 和 炉 , 则 后 和 他 

事实 上 上 ,人民 取 加 EG 及 下 数 &, 由 健 就 ， 有 单位 元 的 环境 六， 
使 得 当 gEV 时 |8(9) -B80@) |<s， 因 此 当 属 于 加 的 环境 六 ho 
时 ,18( 和 一 有 (| 一 18 一 Be |< 之 8。， 所 以 加 也 是 B 的 连 
稿 点 . 

虐 纺 是 G 的 某 些 子 集 所 成 的 oo- 代数 全 上 的 、 关 于 加 可 测 
的 特征 标 和 全 体 记 为 G3，G% 也 是 好 的 子 群 . 车 嘲 售 有 如 的 一 切 
子 集 , 则 G 一 G， 著 册 只 自 含 空 介 和 号, 盎 G* 只 有 一 个 元 素 革 ， 
当 如 基质 站 群 ,而 员 包 含 人 的 一 茹 和 冰 子 集 时 , 9 上 每 个 圳 态 特 征 
标 关 于 轩 是 可 测 的 ， 因 此 全 性 G8， 下 面 我 们 将 答 出 全 G8 的 
条 人 忻 . 

[ 例 S3.2.41 庙 是 实 多 全 体 依 加 法 反 欧 几 里 得 拓 护 所 底 的 
拓扑 群 ， 这 时 皇上 的 每 个 连 征 特征 标 形 如 ms 人 2) 一 eds, 7E 辣 ， 双 
使 遇 是 由 六 中 一 切 阴 和 集 所 张 成 的 ec- 代数, 那 末 BR 一至" 

”事实 上 , 改 aE 3. 作 Lebesgue 积 分 和 一 | ao)e ao， 由 于 


xx 一 | (ht odv—o| ao) edz, {83:29.2), 
。 n 六 
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我 们 得 知 a( 如 是 连 炽 的 ,因此 R3 一 R*， 双 由 《3.2.2 得 到 
TR) | ape dv, A 


因此 当 训 30 时 全 名 二 ->1 一 闻 , 所 以 w(0) 存 在 . 再 由 


a(g+ 一 cf9 人 th I : 


知 洲 i(g) 存在 而 县 ug) -alg)a(0)， 所 以 a(g) -erooz。 再 由 
ay) = 知道 ww) 为 知 串 数 , 记 为 导 , tEB, 所 以 每 个 可 测 特 征 
标 癌 形 如 mw， 这 个 俩 世 基 3[ 理 :8.2 的 特殊 情况 . 


2 拟 特征 标 

我 何以 后 需要 比 可 测 特征 标 更 为 广泛 的 画 数 -一 拟 特 征 标 . 
我 们 不在 最 一 般 的 情况 下 描述 这 种 画 数 而 只 局 限 在 群 上 . 

定义 3.2.2 殴 (G, 名， pp) 是 关于 可 测 变 换 群 @ 拟 不 变 的 测 
诬 室 间 ， 衣 a 是 (G, 各 ) 上 的 可 测 画 数 ,适合 条 件 : 亿 当 9eG 于， 
at9) | 二 I; ( 座 对 每 个 及 E 包 , 画 数 

ohg) ag), YEG 

关于 测 府 & 几乎 处 处 等 于 常数 ,这 个 常数 仅 与 有 关 , 配 为 #(g). 
这 种 汞 数 a 称 为 (9, 器 , 上 的 、 关 于 人 @ 的 拟 特 征 标 "， 

我 们 首 沉 注意 ,这 时 有 ; 及 E 包 ,是 龟 上 的 特征 标 ， 

”事实 上 ,显然 |&( 办 i=1, ' 曙 一 方面 , 当 有 加 5E 包 时 ,由 


ON) _ aleg) olwg) 
og)} alwg) oty) 


i 拟 特 征 标 是 某 种 算 子 的 等 征 画 数 ， 考 察 (9; 器, 丰 上 适合 条 件 |atg) | 二 1 的 可 
测 医 数 (G) , 在 其 中 招 几 乎 处 处 相 久 的 画 数 看 成 同一 画 数 。 对 于 公 中 每 个 元 和 ， 
作 厅 (9 中 算 子 Th 如 下 : / / 

Tra —ath-lg), aEfU(G) hE ce@&, 
映 脱 有 >Ts 是 群 泌 在 要 (全 中 的 一 个 表示 { 朗 群 图 到 算 子 群 的 同志 ) ， 拟 畦 征 标 5 名 
是 一 切 算 于 ThhE 加 的 公共 村 征 画 数 ,而 (9) 就 是 (相应 手 拟 特征 标 “ 的 ) 算 子 To- 
的 转 征 主 。 


meg pe 


CE 


§ 3.3] , 入 证 标 受 杨 特 征 标 ” . 131 
和 测度 点 的 所 不 变性 知道 3 人 Ren 一 交友 ) 站 ( 吕 ) ， 

久 上 的 特征 标 外 称 做 由 拟 竺 征 标 x 导出 的 特征 标 ， 其 全 体 读 
为 Br . 也 称 所 [特征 标 & 为 相应 于 特征 标 冯 的 拟 特 征 标 . | 

我 们 把 几乎 处 处 丰 等 ( 按 测 度 由 的 两 个 拟 特 征 标 看 成 同一 画 
数 . 当 两 个 所 特征 标 只 相 差 一 个 常数 因子 时 〈 部 这 两 个 画 数 之 此 
几乎 处 处 等 于 常数 ) , 称 它们 是 相似 的 . 容易 看 出 拟 特征 标 有 下 而 
一 些 简单 性 质 : 

I. 相似 的 所 特征 标 导 出 同一 特征 标 ， 

II. 车 a 为 拟 特 征 标 , 5 是 复数 , |c| 一 1, 有 ca 是 拟 特 征 标 . 

II. 当 产 是 通 荔 调度 时 ,相应 于 同一 特征 标的 一 切 所 特征 标 必 

是 彼此 相似 的 ， 

事实 上 ,车 om 和 oa 都 是 拟 特征 标 而 且 相 应 于 同一 特征 标 , 作 
a 一 waz!, 那 末 当 为 E 沁 时 ,对 几乎 所 有 的 gEQ, 成 立 着 a(hy) 一 a(g)， 
因此 , 洪 Y 是 复 斑 面 单位 图 周 上 的 弧 , 旭 和 集 全 |al9) Ey} 是 拟 丰 变 
和 集 ， 如 果 atg) 不 几乎 处 处 等 于 常数 , 草 几 有 互 不 相交 的 圆 弧 ya， 
Ys; 使 拟 不 变 集 节 ja(g) Ey 和 了 |alg) E ya} 都 不 是 老 集 而 且 互 
不 相 变 .这 和 上 六 的 还 历 竹 诈 突 . 

IV， 如 果 相 应 于 同一 个 特征 标的 一 切 拟 特 征 标 都 是 相似 的 ， 
基 产 史 是 通 历 测度 ， 

事实 上 , 洲 挛 不 是 涯 历 的 ,分 妃 是 对 中 拟 不 变 集 ，k04)>>0， 
及 wlG 一 A) >0， 作 画 数 < 如 下 : 

当世 委 时 ， tg) 一 一 工 ， 
当 gEQ 一 4 时 ，a(g) 一 1 

容易 午 出 a 是 手 特 征 标 而 且 导 出 外 上 的 特征 标 1， 但 是 ae 不 和 如 
上 上 的 拟 特 征 标 工 相似 ， 

我 们 把 拟 特 征 标 全 体 让 做 GF:， 按 昭通 常 的 画 数 冬 法 , 6* 成 
为 一 人 群 ， 我 们 把 相应 于 特征 标 1 的 拟 特 征 标 合体 记 为 名 ,这 是 名 
的 子 群 、 由 I~IV, 外 是 常数 画 教 , EC, 全 体 的 充 要 条 件 为 z 


— eh hi AT 一 一 一 一 一 一 一 
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是 还 历 调 度 

作 商 群 后 = Gy/ 咒 , 这 时 ， 对 每 个 7?E Gt 任 取 ?7 中 的 代表 元 

素 a, 作 映 照 
S': 93 将 ， (8.2.8) 
容易 酒 出 ,这 是 人 V 到 名: 的 同 构 上 映照 . 

Ff 全 3.2. 鲍 当 介 是 群 , 龟 是 左 寿 移 全 体 , (3, 凤 ) 是 有 限 测 
度 空间 , 叉 (g, 央 一 凡是 (他 x 全 , 由 X 旭 ) 到 (G, 入 ) 的 可 测 映 照 时 ， 
执 特 征 标 群 G* 是 形 如 

; of, ecEO, EEA 
的 区 数 全 体 . 

【起 了 对 每 个 aEGY, athg) 和 和 a(t) ，{0, 说 万 上 x 都 二 
关于 器 x 四 可 测 的 ,因此 ath9)/al 中 是 (9 ,加 的 可 测 副 数 . 由 于 只 
是 有 限 的 ， 不 妨 设 w(G) 1, 由 Fnbini 定理 得 知 


a0) = | S08 dp C9) 
是 4G, 轩 ) 上 的 可 淹 画 数 ， 印 拟 特征 标 s 导 负 的 特征 标 训 是 可 测 的 ， 
GEGY, 因为 (看 成 (g, 珊 的 商 数 也 是 可 调 的 ,所 以 
Em Ge， 3] Sg | 
为 可 测 集 ， 由 于 对 矢 个 上 EG， 
(am))-o 
由 Fubini 定理 , xnt 吉 ==0, 因 此 对 几乎 所 有 的 9y, 当 9 圈定 时 ， 
| ag) _ 
ct 本 用- 
任 取 使 上 式 成 立 的 一 个 9 一 go， 则 对 G 中 几乎 所 有 的 ,成 立 和 着 


RARgo) = ogo0) ER), 
因而 由 4 的 拟 韦 变性 ,全 hgo 王 加 则 对 几乎 所 有 的 加 碟 立 着 


a(h) -器 8 aa， 
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因此 a = cf, 而 0 人 e904， 

[ 例 3.2.6] 发 号 是 局 部 紧 群 ，《G 由 ,由 是 左 趟 变 Haar 测 
度 、 绪 未 对 (G, 见 , py) 上 上 的 拆 特 征 标 a 必然 存在 模 汶 1 的 常数 6， 
使 得 对 几乎 所 有 ygEG, 成 立 着 alg) =c& (9g). 

[证 1 今 Go 为 全 中 和 包 合 单位 元 每 矶 作 ,车 0, vo 分别 是 出 9 
在 上 的 限制 , 那 末 (Gio, 30, vo) 是 o- 有 限 的 ,因此 有 (Go, 30) 上 
的 有 限 测度 4 等 价 于 yo， 训 & 是 (GG, 器 , z) 上 关于 左 平 称 G 的 拟 
特征 标 , 那 未 a 在 Go 上 的 限制 ( 仍 记 为 ) 是 (Go, 8o， yo) 上， 也 是 
(Go,%o,a) 上 关于 左 在 移 群 Go 的 拟 特征 标 .根据 上 面 的 例 8.2.5， 
存在 常数 6，|c| =1, 使 得 对 几乎 所 有 的 9E Gu， 

olg) ok(g), (8.2.4) 
这 里 (9g) 是 a 在 Go 上 导出 的 特征 标 ,也 就 是 a 在 上 导 内 的 (可 
测 ) 特征 标 在 Go 上 的 限制 ， 对 于 Go 的 任何 陪 集 有 16 中 的 几乎 
所 有 的 9 ,由 于 hyo 得 到 

a(g) = Dahg) =oih uhg) = a CD ， 
因此 对 几乎 所 有 的 gE (8:2- 代 成立. 
例 3.2.:5 和 83.2.6 谣 明了 拒 特 征 标 是 可 浏 特征 标 松 念 的 推 
我 们 注意 , 车 (和 , 赂 , 由 是 关于 岛 拟 示 变 的 可 局 部 化 测度 空 
于 ， 那 未 2E 舍 关于 公 上 的 六 拓扑 是 速 午 的 ， 事 实 上 ， 当 五 E 力 
时 , 若 口 (及 为 8 3-1 第 6 段 中 的 算 子 , 则 对 一 切 £,nE 22(G 罗 ,im) ， 
: 和 — EU HS: 条 ) 
UD (2), 

由 星 易 知 %( 如 关于 名 上 的 jw- 拓 站 为 连 种 的 ， 

我 们 现在 再 用 引 理 3:1.12 来 研究 拟 特 征 标 导出 前 特征 标 之 
连 灶 性 . / 
定理 3.2.8 识 (9, 由 ,向 是 关于 ( 连 核 、 可 测 ) 变 换 群 四 拟 不 
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变 的 正则 测度 空间 , 双 避 名 具有 适宜 的 拓扑 使 钳 成 为 第 二 稠 的 拓 
着 空间, 那 末 (G, 加, x) 上 (关于 吻 的 拟 特 征 标 “ 必然 导出 多 上 的 
加 车 特征 标 . 
[ 放 】 对 任何 正 数 8, 将 复 平面 单位 回 周 分 解 矶 有 限 个 互 丰 
相 变 前 Borel 集 4 44 之 和 ,使 香 矢 个 由 中 任 二 点 的 距 殴 小 
于 s， 那 未 如 分 成 有 限 个 互 永 相交 的 集 
z Bi {gla(y) EAs} EDV, Fl, 2, ,R82 
之 和 | 因此 (8.2.5) 中 至 少 有 一 个 集 Bi 具有 正 到 测度 四 此 出 只 
的 正则 性 ， 有 紧 集 KE 入 ， 使 得 wk) >> 昌 ， 因 些 ， 当 
bp gs EK 时 ， 
alg) ~atgs) {<8, Ge 
因为 owf 下 49) 几乎 处 处 等 于 af 的 各 全 攻 ,此 地 吝 是 拟 特 征 标 ae 全 出 
的 人 上 的 特征 标 . 由 (38-1: 他 , 必 有 yEEKNAK,;, 使 z 
/ (一 CE 有， 8.2.7) 
所 以 内 人 ,3.6) 得 知 , 当 思 GE 六 时 ， | 
(E02) 1l= IID | = 1a(g) ~ahg) |<s, 
朗 信 在 章 位 元 处 是 连 业 的， 由 引 理 3， 23-2 得 知 在 是 8 上 的 巡 种 机 
名， 诅 毕 ， / 
系 3.2.4 如 人 是 拓 衬 群 ， 8 是 G 的 于 群 ， 但 匣 本 身 具 有 拓 
竺 成 为 第 二 秋 的 拓扑 群 而 虽 这 个 拓 和 赴 比 他 在 仿 上 分 出 的 折 扑 强 . 
车 (她 , 男 ，m) 是 关于 左 (或 右 ) 平移 人 拟 不 变 的 正则 测度 空 闻 ， 
那 来 {@, 男 , ji 上 的 每 个 (关于 加 的 特征 标 4 导出 ' 色 上 的 连续 特 
征 标 、 特 别 , 全 上 的 每 个 (关于 六 可 测 的 特征 标 a, 当 它 有 限制 到 儿 
上 时 ,是 作 上 的 连 稿 特征 标 . 
[ 注 ] 特别 当 人 如 是 局 部 紧 群 , 员 是 由 贤 集 张 矶 的 o- 坏 ,以 是 
左 永 挛 Haar 测度 有 时, 人 守 上 的 每 个 可 测 特 征 标 是 巡 闭 的 ， 每 个 拟 特 
征 标 导出 连 灶 特 征 标 ， 
龙 实 圭 , G 是 第 二 业 扩 盾 群 (时 关 化 直 ]), 而 (好, 区) 是 
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关于 左 平移 不 变 的 (更 是 所 不 变 的 ) , 利用 系 3.2,4 立即 得 到 我 们 
的 精 论 ， 


3” 拟 特征 标 群 及 特征 标 群 上 的 拓 利 


在 这 一 段 中 ， 我 们 要 给 出 后 西 需 用 的 拟 特 征 标 群 和 特征 标 玫 
土 的 元 种 拓扑 ， 

1. 贰 G 为 一 群 , 如 是 @ 上 革 些 特征 标 所 成 的 群 ， 对 于 每 个 
oo 所 五 , 任意 的 午饭 对 和正 数 s, 作 集 

U ao; 93,°-, gus 6) = {a) | tq) —ao( gn) | <e, F=1,2,., 0}, 

用 这 些 集 作为 在 oo 的 环境 基 ， 这 样 得 到 五 上 的 一 个 拓扑 称 为 能 
拓扑 ,这 也 是 使 G 中 的 元 素 y, 看 作 五 上 的 丽 数 al9), a€ 互 , 时 
成 为 束 缕 画 数 的 最 台 拓 封 . 容易 看 出 , 吾 边 这 个 拓扑 成为 拓 竺 群 . 

IT. 设 避 是 拓扑 群 , 吾 是 G 上 的 某 些 特征 标 所 成 的 群 ， 对 于 
每 个 ao 人 五, GF 中 性 意 的 紧 集 和 正 数 a, 我 们 作 集 

V (ao, @, 5) ={a|max|a(g) —algo) |<a}. 

用 这 些 集 作为 在 ao 的 环境 车， 这 样 得 到 吾 上 的 一 个 拓扑 称 为 强 
拓扑 ， 容 易 台 证 , 按 这 个 拓扑 成 为 拓 扩 群 ， 这 个 拓扑 也 就 是 使 
在 的 每 个 紧 集 下 一 匆 收 敛 的 拓 托 。 由 于 人 妇 中 任意 有 限 个 点 秋 
成 紧 桌 , 取 @= {91,…, 9 就 知道 弱 环 境 也 是 强 环 境 ?, 因此 强 拓 
扑 强 于 能 拓扑 。 然 而 确 有 拓扑 群 G, 及 其 上 的 特征 标 群 豆 , 其 中 
强 拓 拉 和 能 拓 托 不 一 致 。 | | 

IIE. 仍 坑 她 是 拓扑 群 , 及 是 好 上 的 某 些 连 蒜 特征 标 所 成 的 
祥 . 取 定 G 中 的 开 第， 对 每 个 aoE 瑟 及 正 数 *， 我 们 作 第 
W {oo; 1, 2)={elsuplatg) 一 一 ao 的 | < 到 3。 
用 这 些 集 作为 在 oo 的 环境 基 ， 这 和 样 得 到 五 上 的 扩 扑 也 称 它 为 
1- 拓 牛 ， 

互 接 这 个 拓扑 成 为 拓扑 群 . 改 @ 是 人 中 的 任 一 紧 集 , 那 末 必 

二 ( 虽 ) 环 境 就 是 入 本 扳 共 的 环境 . 
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有 gu …， gu EG 使 得 QC 总 gxi， 因此 , 当 a 适 合 
max|e(g) —o0 (9) |<8, max lalgr) —ao(ge) |<s 寺 ,. 
max|a 一 上 (有 | 
pa (同一 me( 一 | 十 ]e(ge —ao (gi) | <28, 
其 中 g = gh, 因此 
矿 (ao; @@，28) OW (ao; 1, a) NU Coo; gi …， Yn, &), 

由 是 易 知 当 世 - 拓 扑 强 于 能 拓扑 时 ,省 盟 于 强 抵 掉 . 

下 面 我 全 考察 扳 特 征 标 群 或 可 测 特 征 标 群 二 的 拓扑 . 

IV. 发 人 = (人 , 罗 ， 由 是 测度 空间 , (9) 是 8. 上 的 可 积 画 数 
全 体 所 成 的 Banach 空间 , 葵 互 是 如 上 的 一 族 有 界 可 测 面 数 , 把 
志 中 几乎 处 处 相等 的 夯 数 看 成 同一 个 醒 数 . 后 面 常用 的 吾 是 两 种 
情况 : 如 是 关于 变换 群 全 拟 不 变 而 百 是 吕 王 其 些 关于 久 的 氢 特 
征 标 扩 成 的 群 , 或 好 为 一 群 而 吾 是 和 上 关于 (G, 导 ) 可 测 的 某 些 
尾 征 标 所 成 的 群 ， 吾 中 的 元 素 a 定义 闭 了 如 ,4) 上 的 磷 性 过 
秆 泛 画 如 下 

(F, © =| fF (Wag dnlg). 

因此 五 可 以 伐 太 工 (G, 出 ,由 的 共 辆 室 间 . 帕 共 二 空间 的 也 拓 盾 
导出 了 吾 上 的 一 个 拓扑 ， 这 个 新 提 的 环流 基 如 下 : 对 任意 的 
ao 多 五 ， 任 取 工 ( 他 , 出 ， jw) 中 的 求 数 广 ,…， Ff 和 正 数 s>0, 作 集 
下 (oo 六 站 一 各 (让 0) — (fr, oo0) | ey B=1,., 时 
我 们 用 这 些 集 作 为 在 m 的 环境 基 , 这 个 拓扑 称 为 ~ 驻 朱 扰 ， 一 
般 褒 来 , 当 五 是 群 时 , 五 按 这 个 拓扑 未 必 有 成 为 拓扑 群 . 

后 面 我 从 要 在 某 些 特殊 和 祖 况 下 菊 明 五 挡 这 个 拓 盾 成 为 拓 提 
群 , 井 生 化 较 这 个 折 才 与 别 的 拓扑 的 强 莘 .我 们 得 引进 另 一 个 折 持 . 

YY. 设 女 是 交换 群 , 鱼 是 的 于 群 ,(G, 外 ,内 是 关于 入 拟 涉 

变 的 测度 窄 间 , 互 是 (G, 办，p) 上 关于 售 的 某 些 拟 特 征 标 2{( 或 者 ， 


0 当 F 枫 合 有 单位 元 时， 证 就 是 刀 上 的 某 主 可 济 的 、 适合 条 从 1 (9) = 的 本 
数 所 成 的 群 ， 
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特别 是 全 上 的 厅 些 基于 器 可 测 的 特征 标 ) 所 成 的 群 . 任 取 和 集 
妆 全 吕 ,w(t 之 co 在 二 上 引进 画 数 
™ 下 
Nie = 人 (| let) -Tau(o) ) ， 
由 于 当 a, BE 五 时 ， : : 
laB—1|<laB—B8|+|l8—1l=|a—il+|l8-1|, 
因此 mwato 是 互 于 的 拟 范 数 ， 条 用 拟 范 数 族 {N40)} 导 出 吾 上 
的 拓扑 如 下 :对 于 每 个 aoE 五 , 性 次 的 集 4 EB8, wld) <cc， 和 人 
意 正 数 。，, 我 们 作 集 
了 (oo;4, s)— {alNa(ao5') <e}. 
用 这 些 集 至 体 作为 在 oo 点 的 环 卉 基 , 这 样 得 到 豆 上 的 一 个 拓扑 ， 
称 为 凡 -拓扑 。 由 于 不 sa) 是 拟 范 数 ， 容 易 验 证 瑟 按 照 这 个 拓 千 
成 为 拓扑 群 ， 当 闫 是 有 限 测 度 时 ,上 述 的 pj- 拓 站 等 价 了 于 由 距 阐 
Na (aB-!) 导出 的 拓扑 ， 事 实 上 ,只 要 讨 朋 每 个 了 (a; 4, 8) 挡 由 
距离 Wetka8- 全 导出 的 拓扑 是 开 集 好 了 . 任 取 aEFY{a;A， 8)， 由 
于 和 to 本 eic 全 51 一 上 一 入 4 (ooo 7) ， 于 未 易 知 
Ya; G, E12) CY (oo0; A, 8), 
闻 了 ta 481 拉 距 离 导出 的 拓 扯 是 开 舍 ， 
我 们 可 以 利用 评 4(@) 在 商 群 侣 .上 引进 拟 范 数 . 任 取 4E 见 ， 


0<w(C <co, 在 G" 上 定义 而 数 We，9EG"， 如 下 : 
Wan 一 inf Nale). 


容易 验证 这 是 如 上 的 拟 范 数 ， 完全 类 似 地 在 8 的 于 群 卫 上 ， 
以 集 

Z {ro}? 4A, 2) = {nNalma') < el 
例 体 作为 在 mo 点 的 环境 基 , 这样 得 到 丈 后 的 拓扑 仍 称 为 -拓扑 ， 
这 时 也 按 jp- 条 盾 成 为 拓 扯 群 . 特别 , 当 上 是 有 限 测度 时 镶 
7s(9) 一 下 全， 这 时 jr- 拓扑 等 价 于 由 距离 入 (ED, 和 EE 下 时 


or rrr i "~ 
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出 的 拓扑 习 

现在 考察 这 些 拓扑 的 某 些 性 质 并 举 一 些 例 、 

定型 3.2:5 和 企 IY 或 YY) 的 假设 下 , 总 王 的 Ar 拓扑 晤 于 Ar 
弦 拓 站 . 

就 】 性 取 aoE 五 以 及 环境 下 (ao; 六: 六 ,8 ,只 要 证 朋 
存在 集 4 后 出 ,0 一 8 二 so0， 和 正 娄 51 使 
YF (ao; A, 81) CE fr, *, fn, 8) 

好 了 志 于 大 EZtG, 必 ， )， 必 有 和 集 扫 EB,0<j\4) 二 oo, 使 得 


| Fo [ap (9) < hl, 2, en 
而 且 SB fr <0, =, 号 “ 取 


a ,th 
球 末 , 当 aEY (ao; 4， 的 时， 
i fulg) (alg) ~ 人 yd lg) ] : 
<| lf lelg) oct) laplg) 
+| lf) {lalg) ~—o (9) an ty) 


< suplfs(9) | NV Nalaos ) (A) +2- “< 


这 就 是 部 了 (ao Q, 8) CT 六 fr, 8) .证 举 . z 
定理 3.2.6 谢 G# 是 拓扑 空间 , Q~ {G, 中 , 内 是 关于 名 所 不 
变 的 正剧 测度 , 豆 是 如 上 (关于 名 的 ) 某 些 拟 特 征 标 所 成 的 交换 
群 ， 那 来 五 上 的 pu- 拓 拉 颈 于 强 拓 扑 . 
【让 】 认 aoE 瑟 ,了 (id 8) 是 mo 接 几 拓扑 的 环境 ， 而 
44E 凡 ,0<Ftd<co， 由 此 的 正则 性 的 假设 ， 必 有 紧 集 已 一 4 使 


b 由 于 外 按 距 痪 入 (e680, RE Gr， 戌 为 并 梨 ， 所 以 古 (De ae 是- 
Ey 上 的 了 姐 疝 ;这 时 G5 接 距 高 NM), 69EG" 成 为 ta 控 跟 奖 elf Ye .BEGn, 
的 南 趾 冉 容 涯 。 人 , 


人 


让 
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总 
AN < 吝 ， 


因 取 上 二 一 项 林 当 atV iao; &, 21) 时 ， 


8 
Exp 
| la C9) —o0 9) [dp Cg) 
| ,le -ago aul9) +plQ) suplalg) ~ (9) | 
人 Ea a 
入 可 二 可 3 
好 Wa < 因此 (any 介 ， 2D Clon; 4 #8)， 裔 上 毕 ， 
定理 3.2.7 裔 (G, 四， 由 是 关于 @ 执 不 变 的 有 限 测度 空间 ， 
那 未 (Gf; 妇 ,上 (关于 名 的 ) 拟 特征 标 群 G+ 按 拟 距离 和 Nelap-)， 
a, BEG*, 是 完备 的 . 
【证 】 设 {oan} 是 皇 中 基本 点 判 ,部 当 m%, Wr->00 时 ， 
Na (esra)* = | a, (9) —an Cg) 1? dp (9)—>0. 
轩 (G, WB, pr) 上 平方 可 积 画 获 空间 的 完 告 人 性 ， 有 平方 可 积 画 数 a， 
使 得 
: tim | lag —alg) ldap(g)=0, (8:2.8) 
而 且 有 有 于 列 {oww(g)}, 在 9 上 几乎 处 处 地 收 敏 到 a 因此 由 
aw(9) | 一 1, 可 充 取 a 使 |a(g) | 一 1. 
”由 于 扩 是 拟 不 变 测 庆 , 当 及 E 如 时 ,对 几乎 所 有 的 gEG, 成 立 


人 ) as Rg) 
xg -i rn -下 和 办， 


序 wx 是 拟 特 征 标 .再 由 起 28 式 ， Hon Welauor =0, 所 以 @x 是 
完备 的 ， 

[ 注 ] 当 4 不 是 有 限 ， 但 是 可 局 部 化 的 时候 ， 我 们 也 可 以 于 
明 由 {Nta8)} 定义 的 复 拟 焉 离 空 疯 (定义 昂 美化 直 [1]) 是 序 


i 
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系 3.2.8 在 定理 3.2.7 的 假 避 下 ，68 按 距离 (和 1) ,a 
BEG8, 是 完备 的 、 

【起 】 发 长] 是 @r 中 的 基本 点 烈 , 最 lim (51é,) 一 0， 
那 末 可 以 挑选 子 列 长 sj, 8 一 1 2，…, 使 (meEo) < 二， 取 


ow Etonm 使 (加 < 吉 ，5>2, 又 取 mE 和 . 作 访 =- 开 w。 缉 


未 容易 看 出 BE 各 而且 当 了 > 时， 由 BF1B1= 了 ao 得 到 


N (B51B) < DH Na) < DE 


因此 {Be} 租 成 Gr 中 基本 点 列 ， 由 定理 3.2.7, 必 有 8EGr, 使 
lim Ne(Bz1B) ~0， 合 为 包含 8 的 剩余 类 ,5 一 {a8|aER， 那 


来 BF'BE EE, 因此 
Hm N (6 6) =0. 


再 由 lim 必 (Em6m) 一 0 易 知 Hm 六 Ew) 一 0， 证 举 ， 


下 而 我 们 考察 映照 (3.2 3)， 
定理 3.2.9 发 (G, 由 , w) 是 关于 (可 测 , 连 粹 ) 变换 群 多 拟 不 
变 的 正则 测 府 空间 ,又 识 多 上 有 适宜 的 拓扑 ( 见 定义 3.1.2) ,使 加 
成 为 满足 第 一 可 列 公 理 的 第 二 网 拓扑 群 、 那 末 对 于 任何 4E%3， 
以 (4) >0, 必 有 久 中 单位 元 的 环境 了 和正 数 ,使 得 对 一 切 “E G9*， 
成 立 着 
sopla(h)—1'<e| la 人 Gy) 一 an) (3.2.9) 


若 凡 是 有 限 测 庶 ,在 后 上 吧 pr- 拓 盾 , 必 有 七 中 的 开 集 太 , 使 
得 当 在 群 售 上 取 天 - 折 扑 时 , 全 到 全 的 映照 他 是 连 粹 的 . 
[证 】 裔 a€ 人 的 ,站 是 a 导出 的 特征 标 。 作 画 数 普 
p= etg) —i1|, gEG, (3.2.10) 
P= ED—1l, hEG, | (8.2.11) 
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那 霖 对 几乎 所 有 的 9EQ, 威 立 着 

PO Fp gh = |atg) t+ iatgh  )—1i1l latg) -ep 
一 [区 一 工 | 一 人 2) ， 

因此 : 及 卫 成 为 〈G, 轴 , wm) 上 的 关于 岛 的 拟 西 画 数 粗 . 利用 

系 3 上 工 18, 对 男 中 任 一 4 wd >0, 有 正教" 和 各 的 环境 六 ， 

使 得 (3.1.17) 成 立 . 在 (3-14.17) 中 以 (3-2:10) 和 (3: 2.11) 代入 

得 到 : 


sup 0 Hol ng 1 owe, (3.2-142) 


此 地 ?一 ou， 发 a 所 在 的 翻 余 类 为 9 一 2 只, 则 在 (3212) 右 
塘 对 多 中 a 取 下 界 得 到 
suap |&(h) 一 于 <o Na 
因此 对 9* 的 环境 基 中 环境 Crp; 4, 8), 有 和" 中 环境 
{Slimax|&(h) 一 各 (hb) | <a/e}, = Sm, 
使 得 
S (lmax|d(h) ~ tb) | <8/e)) CZ to; A, 5&), 

这 样 就 得 到 定理 的 妹 明 . 

定理 3.2.10 发 (9 光 , 0) 是 关于 《和 连 秆 .可 调 ) 变换 群 久 强 
拟 不 变 的 融 历 的 正则 测度 安 则 , 又 设 僧 具 有 适宜 的 拓扑 , 使 名 成 
为 第 二 往 的 联 烙 的 拓 扯 嫩 . 任 取 工 (G, 熙 ,心中 非 雾 向 黄 丰 (多 兰 0， 
作 G+ 上 的 号 泛 画 


WO-(| la 1b dn ，aEGw， 


那 来 要 , 在 G* 上 导出 的 拓扑 与 由 无 关 面 且 就 等 价 于 Gx 上 的 
4 拓扑， 

[ 装 】 首先 枉 明 , 任 取 {ow} 64, fim 和 Ty (a) 一 0, 那 末 必 有 
于 序列 {aj}, 在 G 上 概 收 钱 于 1， 取 正 数 4 充分 小 ， 那 末 集 
4= 好 直人 > 对 的 测度 是 有 限 的 . 正 的 ,而且 由 
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| z 
um{g| los (9) 18, gE A} < Fe Nylon) 


知道 ， {on} 在 4 上 依 测度 点 收 铬 于 1， 因此 必 有 序列 {aw} 在 有 4 上 
概 收 铬 于 1， 作 和 集 
R= {gllim av 人 一 二 }， 


屠 末 由 于 4 除 一 .用 集 后 含 在 及 内 ， 所 以 AD) >>0， 只 要 证 角 

NB) 二 0 好 了 . 利用 上 对 于 鸟 的 通 历 性 ， 只 要 姓 明 总 是 扒 不 

变 集 好 了 .由 5 的 正剧 性 ， 有 紧 集 党， 0 < mR), 使 至 王 总 . 

根据 引 理 8-1.12， 必 有 莉 中 单位 元 的 环境 闻 ， 使 得 

z / REFNH, nlE NAE)>0. 

因此 必 有 gE 下 NhK， 使 得 对 每 个 民 成 立 著 。 / 
Be Ch g) = Ey (RT ) ow (9), (3.2.18) 


由 于 gE€ KhK，, 我 们 要 到 gE€， hE 因此 
当 丸 万 玉 时， lim 区 和 =1, : (3.2.14) 
然而 由 于 在 ( 如 是 世上 的 特征 标 ， 


= lm 2) —I} 


是 全 的 于 群 。 又 由 (8.2.14) 得 到 久 , 一 刻 ， 从 外 的 联 烙 性 郎 知 
二 入:， 部 对 一 切 hE 名 ,lim Sw ( 一 1， 对 每 个 hE 储 , 有 遇 的 需 
集 Gx 使 得 当 9EGh 时, (3-2.18) 成 立 ， 因此 当 9EABN\\G 时 ， 
9 E 召 .这 就 是 部 A 下 N 了 召 是 需 集 ， 因 此 召 是 拟 不 变 集 . 从 而 对 几 
子 所 有 的 9SG， 四 
i lim ow (OO}=T .3.2.185) 
这 样 , 对 任何 4Ed, 0<jp(4), 由 Lebesgue 控制 收 租 定 理 和 
《3.2 了) 六 好 可 知 
. lim Ng (cn) 一 心 
这 样 就 容易 推 知 W, 导出 的 拓 提 组 于 Ar- 拓扑 ， 
反之 ,对 性 何 正 数 。>>0, 取 46 因 , 0<p( 人 <o0; 使 得 
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23 : z 
Dan@< 生 县 o 呈 上 1<o， 
那 未 当 a€ {alNala) < 7 村 


Ne) <2(| var) + veN{a)<e, 


部 {fal Na(@) <<sj2M 6}C{felAG)<8) .因此 -拓扑 强 于 由 人 N， 
好 出 的 拓 盾 ， 因 此 这 两 个 拓扑 相同 ,从 而 不 依赖 于 汪 ， 放 绕 . 

这 个 定 还 可 以 用 来 刊 列 两 个 测度 的 不 等 价 人 性 ， 可 参看 后 面 尖 
全 的 系 42-14， 

定理 3:2-11 蔽 台 = (G, 3, pj) 是 关于 变换 群 6 拟 不 变 可 局 
都 化 测度 空间 ， 我们 在 省 上任 取 强 于 -拓扑 的 拓扑 , 又 在 Br 上 
取 强 拓扑, 在 GY 上 取 Ar- 戏 拓 所, 那 末 Gr 到 @* 的 映照 gx& 是 速 
秆 的 . 

【证 】 我 们 首先 就 明 对 于 固定 的 放 E 开 (9)，Gxx 久 上 的 男 数 

pla, B) = Ja hg)f gy dng) 
是 二 元 连 秆 两 数 。 利 用 $3'1 中 算 子 上 ( 有 ), 我 们 注 次 到 ， 这 时 有 
¢, nEO), 使 E9009) =f(9) ,因此 
pe D = oF Og) BE dp 9) ~ (oD O06, DH, 

所 以 

Io, DD —gp (a R) | | 

<|| GW -e070 区 的 | 
+i (UR) 一 DT 人 oa))E， Dy | 
UH)E, (DOU nl 
Jat 一 上 (9 fr DA (og) ] 
+HU CU UD el 
-+O U0) ) nN El, 
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这 里 有 (9) 上 (9) . 因此 对 每 个 正 数 3, 妆 产 属于 庙 的 环境 
ey) — 5 _ 
U0 -0 00) el < pepe 
, 8 
00 -U0 < Tr), 
而 9 局 于 心 的 环境 z 
{al || (a9) ar(gY Fi (9)ap(g) | <al 


时 ,有 jg (a 有 D 一 pg (az 加 ) | 过 28. 这 就 放 明 了 p (a 内 的 加 丢人 
对 每 个 i 记 合 * 取 了 ELD), 要 


BACHMAOLAORY 
取 ma 的 环境 下 充分 小 , 当 =EF 时 ， 
| awf (Wantg) #0. 


这 样 , 当 aEF 时， 
: |alag)f (gd 9) 
|aWf dnl) 


是 (a 及 的 连 类 柄 数 . 因此 ,对 于 性 何 正 数 & 和 名 中 紧 信 ,名 在 
各 中 的 强 环 境 的 原 象 

z {a lmax|&(8) ~ KR) | ea} | 
是 好 中 的 开 利 . 这 样 就 容易 导 出 里 归 x 一 "总 的 连 檀 性， 诞生， 

党 3-2.12 设 避 是 局 部 紧 的 拓扑 群 ， (省 , pp) 是 左 不 变 
Haar 测度 , 那 末 中 kz- 能 括 插 与 强 拓扑 是 一 致 的 . 

【证 】 由 引 理 3:1.29, 他 上 的 拓 所 强 于 -拓扑 ,利用 定理 
3.2.11 的 证 明 容 易 看 出 CC 上 的 AN- 几 拓 和 持 强 于 蝇 丘 扑 , 再 由 定理 
3.2.5 和 3.2.6 知道 人 土 的 强 托 赴 强 于 pw 弱 拓 扑 . 因此 这 两 个 
拓扑 一 流 : 

系 3.2.18 在 定理 8.2.11 的 假设 下 , 若 在 G+ 上 取 j- 拓 提 ， 


E&Y) 一 
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那 末 G2 到 多" 的 瞻 照 是 连 蒜 的 ， 

这 个 条 由 定理 8.3: 呈 和 定理 3.2.41 立 朗 得 到 . 但 是 我 们 久 
意 系 3.2.1I8 的 精 论 比 定理 3.2.9 的 灶 荆 聘 . 

定理 3.2.14 诊 (9, 她， 上) 是 关于 贸 所 不 变通 历 的 可 局 部 化 
测度 空间 . 全 名 = {eala€E0， QoeD), 那 示 按 -能 拓扑 戌 为 
贤 空 税 . / z 
【 放 】 根据 定理 2.4'12, 工 (9, 见 , 由 的 共 辑 空 轩 同 构 于 
(GF, 器, w) 上 本 人 性 有 有 界 画 数 生体 ， 双 由 于 共 垢 空间 中 的 章 位 球 按 
弱 拓 扑 成 为 紧 策 ,所 以 ( 弛 , 轩 ， jw) 上 本 性 有 界 落 数 全 体 吕 按 堪 扼 
成 为 紧 和 集 ， 因 此 只 要 证 明 总 是 上 壕 紧 集 卫 的 阴 子 集 , 那 末 全 就 
也 是 紧 集 ， z 

设 {a,, 和 EA} 是 总 中 的 生 序 列 , 而 和 且 按 弱 拓 扑 收 合 于 B 中 的 
0， 当 一 60,0 关 0,4EGH 时, 记 色 一 5, 我 们 先 证 有 明 对 每 个 hE 便 ， 
复数 年 序列 { 令 ,tw) ,入 所 二 是 基本 的 . / 

人 尾 取 EL(G, 对 ,ww) ， 由 于 (G, 由， 是 关于 变换 万 拟 不 变 
的 可 局 部 化 测度 空间 , (G, 好 , pm) (jp 的 意义 见 介 1.1)) 也 是 可 局 


部 化 测度 宏 阳 .根据 定理 2.4.18, 了 (hg) 人 2 罗 - E L(G,8,16)， 
”因此 ,对 于 正 数 8>0, 册 lim a,=a 得 知 有 hE4 使 得 当时 ， 
fe -oF War(g)|<e, 8.2.16 


| 0 0) Cg) Har dp (9) | <e. (8:2.27) 
在 [3.23.17) 中 以 局 代 9, 又 可 把 它 化 到 
: J eG -oo Wino |<e. 3.18) 
不 妨 没 a 不 角 为 0， 取 了 使 
5— [alg)f (9) dp 9) #0. (3.2.19) 


由 (3.3.16) 和 和 43.3.T9) 容 易 算出 , 妆 当 & 宠 如 小 ， Mo 4A 人 有 时 芭 ， 


1 具 所 不 变 测度 的 群 上 简 和 共 析 [第 三 
ov 头 0 而 且 
|& Ch) — Br (A | < 第 ， 
这 里 利用 到 GRY) 二 Gs (BR) on (9) . 因此 必 有 模 为 的 复数 鱼 ( 及 )， 使 
lim %, (R) =—&(h). 3.2.20) 
再 由 (8: 2 16) 和 (8. .2.18) 知道 , 当 和 N44 和 时， 
Gp-a mag) ary) se 
利用 (3.2.20) 得 到 等 式 ， 
| Ge) -DaGD))7(G)auG) =~0, (8-2.21) 
它 对 工 (@, 寻 , 各 中 道 合 条 件 (3.2.19) 的 一 切 了 成立 由 (3.2.21) 
容易 看 出 ,对 几乎 所 有 的 gE G， 
/ Na) (3.2.22) 
由 | 和 (和 | 一 1 对 任何 正 数 cr<o， 从 (8.2.22) 看 出 集 

四 yea<latg)|<e,)} z | 
是 所 不 变 的 .因此 必 有 正 数 c, 使 得 ja(9 | 几乎 好 外 等 于 ce。 不 妨 
会 a(g) | 炸 处 为 0, 志 一 部 , 则 由 (3.2.22) 得 到 BEGY, 朗 a 多. 
证 堵 . : 

染 3.2.15 识 G 是 局 部 紧 群 ,(G, 入, pp) 是 关于 左 平移 对 不 
变 的 Haar 测度 室 阅 ， 那 末 人 上 的 连 炽 特 征 标 全 体 C" 按 j- 弱 折 
插 成 为 局 部 紧 空 间 . 

[证 】 兮 条 一 全 <U {0}, 利用 定理 3.2.14 的 证 明 , 来 款 明 人 
是 吾 中 的 紧 梨 . 任 取 全 中 扶 入 能 拓扑 收 仇 的 什 序 列 {o%, 入 E 作 ， 
到 “一 lim om。 车 a 六 0, 则 由 定理 83-2.14 的 肯 明 有 BEG%, 使 
a~eB8, 0<e<1， 由 例 8-2-6 和 有 系 3.2:4 后 的 尘 ， 有 EG 使 
pe a 因此 有 复数 0 过 1x| 志 1 使 


， 交 二 Xi. 家 亡 他 ,. 
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只 要 证 角 x 一 好 了 . 取 昌 上 的 连 积 丙 数 9p, 使 它 在 菜 紧 集 外 为 0 
| i oanty) #0. 

那 末 % EL(G, 寻 , jw) , 而 且 
f (9) = | p09) 9 dp th) ELCG, Y, 1). 
这 和 时 容易 算出 对 于 每 个 屁 征 标 ? 了 EG ， 
{yd 09) = Ye y (hh) 9 (h) oa 
不 妨 设 全, 因此 
3 (| Gg) op (MN A tg) ) 
—lim(|a.(9 9 (gap) ) =lim| oC0)f (9)dp 9) 


~x|a(9)f a9) =x( fa oar le) 
这 就 胜 明 了 w=0 或 然而 由 于 改 az0, 所 以 x~1， 因 此 
G"U {0} 是 紧 的 . 容易 看 出 G"U {0} 是 Hausdorf 空间 , 因此 人 
按 pr- 弱 拓 扑 是 局 部 紧 的 ， 
利用 有 梁 3.2.12 和 3.2.15 立即 得 到 
系 9.2.16 改 @ 是 局 部 紧 群 , 于 末 8 上 的 过 入 特征 标 竹 @ 
按 强 拓扑 是 局 部 紧 的 拓 提 群 ， / 


4"” 特征 再 数 与 拆 糙 征 醒 数 
我 们 先 答 出 群 上 上 常用 的 一 些 c- 人 代数， 
定义 3.2.3 发 虽 是 一 群 ,名 是 鲜 的 子 群 , 任 取 mn 《有 限 数 ) 
粹 复 空间 中 Borel 集 用, gi, …， 人 称 总 中 形 如 
如 | (ac (gz)， Cg ) EEE} 
的 子 祭 为 (相应 于 {9 "'， gn} 的) 下 五 伐 基 的 Borel 柱 . 全 好 为 
中 包 合 一 妇 Borel 柱 的 最 小 o- 代 数 . 称 允 中 的 集 为 各 中 (相应 
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于 加 的 驳 Borel 和 集 . | | 
任 取 郊 蕉 复 空 间 中 Horel 集 ; i， ow 全 名 称 台 中 形 如 
{og| eo, an OI EB} | 
的 子 集 为 (相应 于 {my,…, an} 的 ) 以 吾 傣 基 的 Borel 柱 、 合 从 为 
G 中 包含 一 切 Borel 福 的 最 小 oo- 代数 . 称 窜 中 的 集 为 侣 中 (相应 
于 名 的 对 Borel 集 、 : : 
”定义 3.2.4 敲 日 是 群 , (GY, 芭 , jp) 是 有 限 的 测度 安 间 , 识 多 
是 G3 的 一 个 子 群 , 称 名 上 的 画 数 
p(B)=|, Blan(g), Beg, 
为 (人 轩 , 放 } 在 汝 上 的 特征 奖 数 ， 
今后 为 了 方便 起 邮 , 常 假设 2 人 一 上 (人 好) 一 工 ， 
我 们 后 丽 常 用 这 样 的 情况 , 名 名 是 一 群 ,全 是 各 的 子 群 ,名 
是 对 中 能 Borel 集 全 体 . 对 每 个 hEs, 我 们 把 丸 嵌 大 G 得 到 
如 下 : ; 
: a(g) =g(D, ygEQ. 
旦 然 “ECG8，、 我 梢 把 x 与 及 一 我 化 ， 这 样 就 得 到 (9， 轨 ，jo) 在 痢 
上 的 特征 画 数 


9 的 = ren，nEg，， 


[网 3.2- 7] 识 (BRB, 贡 ) 是 例 3-2.4 中 所 车 的 可 测 空 间 |， 这 时 
R33 和 序 古 形 如 or(2) 一 5 人 马 恒 , 二 旦 的 画 数 中 全 居 , 我 侦 把 几 与 
f 一 致 起 来 , 那 末 当 ( 卫 , 风 ， 凡 ) 荐 酉 雁 测 度 空 间 时 , 宅 的 特征 副 数 
就 和 上 必 的 Fourier-Btieltjes 看 挤 一 和 到’: 
9 的 一 | em dn le). 
定 3.25 襄 (他, 见 , jp 是 关于 可 测 变 换 群 外 所 不 变 的 有 
限 测度 空间 ， 称 所 特征 标 群 G+ 上 的 责 数 


ealgaplg), aEGe 
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是 相应 于 (G, 团 , 4) 与 群 加 的 所 特征 丽 数 . 

为 了 方便 起 网， 仍 假 访 p (一 jp(G) =1， 由 于 G3CGH, 所 
以 执 特 征 画 数 是 特征 画 数 的 延 拓 . 

当 旬 与 0 同 构 ,也 就 是 讨 是 汤 历 的 拟 不 变 测 度 时 , 醒 数 
pa) | 与 名 中 的 代表 元 来 的 选取 无 关 , 事 实 上 , 当 a,a'E1E 人 6 
时 , 汪 有 cEC, 使 得 a(9)==ca'(g)。 因此 gto) 一 cg (re )， 即 
pt | 二 [gtan) |， 这 样 我们 就 可 忆 把 |p (9) | 小 成 全 上 的 画 数 ， 
认为 上 0 一 jg9(@) |, aEn, 或 是 把 |p(a)1 洒 成全" 上 的 画 数 ， 定 
义 z 

z PO=|p0 |,， dE, 
时 二“ 是 相应 于 特征 标 立 的 拟 特 征 标 .这 里 风 , 9 也 蚜 做 租 应 于 
(好 , 轩 , 岂 ) 和 变换 烙 全 的 所 特征 匡 数 ,只 是 定 们 的 定 疼 域 和 9 的 不 
同 而 且 到 了 经 对 值 . 

我 们 首先 注意 在 第 4 段 中 的 沙 数 Wefa) 与 拟 特 征 西数 问 有 
如 下 的 半 采 : 

No(a)*—2(1— Nom), waEGe (3.2.28) ， 
事实 上 , 当 aE6r 时， 
1—a(g) |?=1—2Raftg)+ let) |*=2(1— Rar(g)), 
因此 
Na Nelg) ilap(9) =2) 0 -Ralg)) an 9). 
再 由 gf) 1 得 到 (8-2-28). 

当 轩 与 OQ 同 构 时 sop Rp (ay inf Np (a) ~ |g(®) | aeEy 天 

此 由 (38.2,23) 得 到 
Nm =2(1 yD), TEG, z ee 
引 理 3.2.17 裔 凡是 有 限 的 测度 , ,党 是 按 距 议和 WN(E7 人 0 所 


的 距 议 群 ,， @* 是 按 某 个 拓扑 .所 成 的 拓扑 群 . 由 (3.2.8) 定义 的 
G* 到 Br 的 映照 的 北 贞 照 8 二 成 为 速 稿 据 照 的 充 要 条 件 是 工 成 为 


因此 
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(@e，.9 7) 上 上 拟 特征 画 数 节 ( 的 的 连 糖 点 . 

【 狂 】 设 ?$ 在 1 处 是 巡 灶 的 , 那 末 对 任意 证 数 8 必 有 人 @? 中 
单位 元 1 的 环境 六 FE.7, 使 得 当 &ETP 时 2 入 一 多 (的) < 之 s2( 因 为 
(1) 一 1) .因此 当 &ET 六 时 ,由 人 @-2-:24), 玉 00) <8 .此 处 Fn 一 5- 培 ， 


Sy cat; G, ey, (3.2.25) 
所 以 S-1 在 1 处 是 连 十 的 由 于 人 HH， 都 是 拓扑 群 ,因而 是 
巡 稳 映照. 

反之 , 若 道 映 照 入 一 在 革 处 是 固态 的 则 对 性 一 正 数 8, 有 工 
的 环境 下 ,使 (8:2:28) 成 立 .因此 , 当 &ET 人 时 ,0 志 1 一 —$(6) < 三 
所 以 在 1 椒 是 巡 秆 的 . 证 毕 . 

我 全 注意 ,这 里 由 po 在 1 处 的 连续 性 就 推出 9( 的 是 他 * 上 
的 速 蔬 画 数 . 事实 上 , 容易 证 明 (或 参看 (8.8.3) 的 证明 )， 当 a， 
aoE 他 = 时 ， 

(pln) po) | 二 2 寺 一 中 0 taro)). 
由 于 a 与 oq, 1c| = 工 同时 导出 多 因此 当 &, EG 时， 

的 一 pi 一 (oo 一 |p(oo ll 
去 [ep (oa) — va)| <2(1— Rogp {ans’)) | 
对 性 一 CEC 了 政 立 ， 让 是 

[1 和 的 —$ (8%) | 六 2 圭一 js)， 
因此 5 在 名 是 连 凌 的 . 

定义 3.2.6 设 全 是 一 群 , (G; 罚 , jw) 是 有 限 测度 空间 , 名 是 
6 的 子 群 ,多 是 各 上 的 一 个 拓扑 一 一 强 于 可 拓扑 ,一 一 使 ( 阁 ,.9 
成 为 折 扑 群 . 如 果 对 于 任何 正 数 #， 9 存在 (总, 了) 中 单位 元 1 的 
环境 下 ， 使 得 涛 记 EV 时 ， 
w(tyl li1— B01) <e, (8.2.26) 
于 末 称 几 关于 名 上 的 扩 扑 儿 达 入 : 
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引 理 3.2.18 在 定义 3.2.5 的 假设 下 , 4 关于 各 上 拓扑 回炉 
的 完 分 且 必 要 的 条 件 是 (9, 多 ,所 在 ($， 9 ) 上 的 特征 西数 9(8) 
(时 定义 全 2.4) 是 回 标 的 ， 
【证 】 发 'e 是 连 米 的 , 则 对 任何 正 数 s， 必 有 鸳 , 也) 中 单位 
元 1 的 环境 ,使 得 当 8EV 时 ， i 
1~Rg(B) < sS 2.27) 
1 一 %p(B) 一 | ~—me garg) ~B| ,1B ?dn 9) 
p19) >) .8.2.28) 
由 (9:2:97)，(8.2-28) 知道 , 当 BE 时 (8-2-26) 成 立 . 
反之 , 落 1. 关 于 岛 . 上 拓 提 .7 是 过 其 的 .不 妨 假 设 {99) 一 1， 
那 末 对 性 何 8 之 0, 取 龟 中 1 的 环境 ,使 得 当 BE 矿 时 ， 
ul{gll1~B(9) |> Yh < 
更 未 当 8ET 时 ,就 有 : 
1 Rpg(8) -| 1— Bg | dmg 
<2u({g||1—BW 2M SV Es. 


外 pUB) 在 名 的 单位 元 工 处 志 炉 , 由 此 易 知 2 在 中 上 外 处 连 糯 . 
引 理 3.2.49 在 定义 3'2.8 的 假 识 下 , 若 作 满足 第 一 可 列 公 
理 , 划 凡 关 于 昼 上 的 折 扑 是 连 匮 的 ， 

【新 】 和 企 取 一 列 {Bi} 8, H {Bs} 扼守 学 站 伍 于 ges%, 由 
于 乡 强 于 也 拓 扑 ， 对 每 个 gEG, lim Bntg) Bg)， 再 由 积分 的 


控制 收 人 额定 理 ,g (8B 一 9 (8) . 因为 多 满足 第 一 可 烈 公 理 , 所 以 多 
是 (和 名 ,9 ?上 的 过 车 画 数 , 由 引 理 3.3.18, 从 关子 违 荐 ， 划 毕 ， 
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$ 33 群 上 正定 琴 数 的 积分 衰 示 
1” 群 上 在 定 画 数 的 构 念 
定义 3.3-:1 设 侣 是 群 , f(g), 9EG, 是 群 扣 上 的 图 数 ,其 和 


如 下 的 性 质 : 对 于 任何 复数 租 名, ,zr nw 是 自然 数 ) 和 群 8 中 的 
苑 案 杀 了 1， "dns 成 站 兰 


人 (gE 1) zr21 = 0, (3. $3.1) 


那 末 称 了 是 群 G 上 的 正定 西数 ， 
特别 取 久 汶 字 中 单位 元 e, 9 为 人 中 和 任 一 元 4 %=2, 由 
(3.8.1) 容易 推出 , 当 yEGQ 时， 
ffle), flo DF (8.8.2) 
有 在 (3:3:1) 中 取 % 一 3, 和 一 8, 如 一 9 8a 二 91'， 那 末 立即 得 到 
fF DF 0) | AF 0) — RF yg) Fe),. (9.8.8) 
证 {3:38:83) 立即 可 以 看 出: 
车 他 是 拓扑 群 , /是 全 上 的 正定 两 数 , 则 了 在 马上 回炉 的 充 
要 条 忻 是 了 在 单位 元 处 连 秆 . 
容易 看 出 , 群 上 的 特征 标 是 群 七 的 正定 画 数 ,这 是 最 其 本 的 下 
年 夯 数 ， 
设 豆 是 肉 积 空 青 , DU: g 一 DT (9EGC) 是 群 日 在 五 中 的 一 
和 外 西 表 未 , 那 末 对 尾 何 上 GE 五 , 好 上 的 画 数 
(UE, 6), hEG 
必然 是 正定 丕 数 ， 这 一 点 很 容易 按 定 义 3.8.1 酸 证 . 
定义 3.3.:2 设 (名, 99) 是 拓 提 群 ， 8* 是 包 的 对 偶 群 。 设 芽 
是 一 空间 , 你 ' 玫 也, 又 是 研 中 某 些 子 集 所 成 的 0- 代数。 又 识 对 每 
个 无 E 角 ,存在 (太公 ) 上 的 可 测 画 数 有 (yy) ,YE 芽 , 它们 适合 条 件 : . 
《| 天 (7 刘 | 一 王 《ii 夯 数 获 敬一 二 全 关 全 成 为 由 区) 上 的 次 定 
集 ; [ji 站 鲁 按 梯 法 成 为 若 而 且 3h(') 是 久 到 区 的 同 构 映 妥 ; (iY) 


Od EE EE EE ce "a 
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当 YE@! 时 ,及 (y) 就 是 特征 标 在 4 的 值 ， 如 果 对 于 (9; F) 上 
的 每 个 正定 连 藉 画 数 f(f{e) >>0), 有 唯一 的 正 测度 mw， 使 得 
fg) -| y any), 了 蕊 们 (83.3.4) 
戊 查 , 那 来 称 ( 卫 , 员 ) 为 (@, .9 ) 的 说 空间 ， : 
特别 ; 当 工 为 久 上 某 些 特征 标 所 成 的 群 ( 朗 研 C 信 而 县 对 每 
个 9E 岛 , 硬 数 g(y) 在 处 的 值 即 是 特征 标 > 在 9 处 的 值 〈 换 名 
应 八 , 取 y(2) 一 > (的 ) 时 , 称 了 下 为 狂 群 . 
所 放 正 定 画 数 的 积分 表示 问题 ， 就 是 要 找 出 适当 的 市 和 群 ， 下 
面 将 证 明 尼 群 必然 存在 ， 我 们 的 兴趣 还 在 于 寻找 较 小 的 庙 群 。 在 
这 些 肝 哈 之 前 , 先 说 明 计 群 在 研究 群 的 西 表示 了 时 的 作用 , 这 也 就 
是 说 明正 定 茵 数理 和 队 与 群 的 理 硝 示 之 间 的 关 条 . 
定理 3.3.1 设 久 为 拓 盾 群 ,二 为 外 的 燃 人 群 , 四 是 盖 中 弱 
Borel 第 所 成 的 o- 人 代数 ， 认 :及 xU (8h) 是 Hilbert 空间 五 中 忆 
的 弱 连 炉 西 表示. 那 末 必 有 有 (PP, 加) 上 五 中 的 说 向 度 {P(E)， 
及 E 妈 }, 使 得 当 和 EG 时 ， 
DU =| hIP Oy). 
[证 】 人 性 训 £EEHZ, 作 群 外 上 图 数 
pr) = UE, E), hEG, (3.3.5) 
这 是 贸 上 的 正定 连 粹 画 数 根据 台 群 的 定义 , 有 (7 ， 时) 上 唯一 的 
有 限 测 度 mi, 使 
pe) —| hy) ane ly), (3.3.6) | 


这 时 
wal) = el. 


对 每 个 用 C3, 作 瑟 上 的 二 元 活 图 4; 志 , 埠 ,EnE 如 ， 如下: 
(BE; 去 ， 委 ) — (ers (EE)— Weal) 二 bbe (BE) 加 ). 
(3.8.7) 
1 关于 群 的 丁 故 示 的 概念 见 附 录 II.3。 
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由 (3-83. 本) (3-3.6) 与 (3.3.7) 立 让 可 知 i 
(URE, D—|, hauly; €, WD, 8.3.8) 
由 于 {(.) | 及 EE 加} 是 决定 集 ,由 (38.3.8) 唯 一 地 决定 也 ;6 ,7)， 
由 于 (3.38.8) 左边 是 #7 的 双 条 性 证 画 , 所 以 jl 加 ; 6, 中 是 8 
的 到 种 性 涝 两 。 又 由 (3.3.8) 易 知 (ZB; 6, 吕 是 6, 的 Hermite 
活 画 而 且 0<p(B; ,人 一 joel) < 因此 jp( 暂 ; 6 双 是 
正定 连 炽 活 丽 .因此 由 熟知 的 定理 有 五 中 的 自 共 地 粥 性 有 界 算 于 
PB) 这 0 合 
(PEE, WD =pB; E,W, bnEH, (8 ‘8.9) 
由 (3.8.7) ,jy( 转 ;,, 召 E 员 ,是 叶 上 的 可 列 可 加 的 集 图 数 , 呈 要 
放 明 卫 ( 吾 ) 是 疫 影 算 子 , 那 末 直 (PCT)E,D) 二 p(T, ,0) = (ED) 
立即 知道 也 是 误 测 度 了 . 
任 取 定 加 E, 作 (TT, 9) 上 的 复 值 测度 
pa(B; €, -| (yAPy)E, WD. (3.3.10) 
由 于 对 一 切 天 GE 作 ， 站 
| one ED -| AW AP NE, 
| ~ (UH)E, WD =| ha ty, TE, D. 
再 利用 (8.8.9) 中 测度 z 的 唯一 性 知道 | 
(BH; €, DD =—p(B; UO)E, D, Ee, 83.3.11) 
因此 由 (8.8.9) 一 (3.3.1) 得 知 当 加 E 包 时 ， / 
| hCard PE, DP Uh)E, 
J Lap PN), (8-3.12) 


这 里 oz(?y) 是 集 马 的 特征 西数 ， 及 由 于 {1() | 加} 是 (了 , 岂 ) 
的 次 定 集 ,从 (8.8'I2) 知道 对 一 切 有 虐 可 测 画 数 gCy) ,都 有 


fg os Wap 同一 | 9 WaAP HE, PE. 


$3.3] . 群 上 正定 函数 的 积 苍 裘 未 Ti 
特别 ,在 上 式 中 取 g(7) 为 Czt7Y), 那 末 
(P(B)E, =| CsAPE, D—| dP YE, PNW 
— (P(E)E, PIE) 

国 此 (HP( 刀 ) = 了 P(B)， 再 由 了 (BE) 的 自 共 四 性 得 知 P(B) 为 
五 中 的 投影 算 子 .定理 证 毕 . : 

系 3-3.2 在 定理 3.8 尘 的 假 屏 下 ， 若 如 中 算 子 族 {0 (的 ) 
AGE 是 } 张 成 的 弱 于 交换 算 子 代数 为 并， 且 记 具有 均 与 重复 订 丰 , 那 
未 必 有 点 使 (7, 加 , 1 是 测度 空间 ， 叉 有 如 节 寻 (了, 加， jm) 的 
酉 映照 Q@ 使 得 , 当 丸 E 包 时 , 对 一 切 9E 妇 (有 刚 , 站 ,成 立 着 

(QU ON oy Bo, EL. 
由 定理 3.3.1 及 系 2.4.23 立即 得 到 系 3.3.2， 


2° 敲 散 群 上 的 正定 画 数 


下 面 我 们 只 限于 变 拼 群 ， 先 考 案 搜 象 群 的 情况 , 摘 句 户 郭 ,我 
们 联 和 群 妇 中 的 一 切 子 集 作 为 开 集 ,这 样 得 到 一 个 拓 圭 ， 称 之 为 离 
敬 拓 护 ,这 时 各 上 的 一 巧 本 数 部 是 连 辕 的 

座 9 是 一 变换 群 , Gf 是 他 上 的 尾 征 标 全 体 ， 作 日 上 的 群 环 
RC 如 下 ! 设 9 是 时 上 的 丽 数 , fg|9 (9) 才 人 0 是 有 限 全 或 可 列 集 
而 县 

| 四 一 名 9 全 |]<s， {3.3.18) 
这 种 2 的 本体 于 (4G0 按 通 常 的 各 性 运算 及 范 数 |p| (时 (8.8.18)) 
显然 成 为 Banach 空间 .又 在 BRIG) 中 定义 舌 法 如 下 : 当 g, ERCG) 
时 , 称 画 数 

Cp*p) (9) = ,2 p91) Pp ga) 
涯 8 与 上 的 竹 积 ， 卫 (G) 按 管 积 成 为 交 扩 的 Banach 环 . 及 在 
RR(G) 中 定 六 对 合 gp"， 
9 (9 = p09), 
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那 示 BRLG) 叉 是 对 称 的 . 


我 们 吏 在 米 考 察 BR(G) 上 的 实 可 乘 和 线性 证 画 空 e 间 和 任 取 
xc G', 作 忆 (GD 上 的 篇 性 泛 画 数 也 : 


Flt) 一 立 po a0). (3:8.14) 
容易 淹 出 和 反之 , 裔 卫 马 哇 ， 对 每 个 EG, 作 语 数 
1， 当 gy== 亡 时 ， 
gpa(9) = {2 ， 当 gx 时 ， 


合 
a(h) = Pl) ; 
那 来 由 于 ge (e 是 全 的 单位 元 ) 是 如 (@) 中 的 单位 元 , 因而 w(g) 
一 旦 (9 四 一 人 有 双 国 为 pi*Pm 一 Pn 所 以 
oh) FG FP) FIP) 一 外 全) 。 

再 由 |at 训 [| 志 ] 上 Figal=i1 得 知 | 上 a 下 =]at 池 | 二 1， 因 此 
ja() | 二 1， 这 就 证 明了 aEG'， 此 时 易 知 万 = 玉 。 这 就 菲 明 了 

引 理 3.8.8 设 G 是 交换 群 , FY' 是 的 特征 标 群 , 路 是 群 环 
(GD 的 实 可 乘 克 性 证 机 空间 , 则 上 映照 下 :os 形 如 (3.8.Td)) 
是 人 ' 到 岗 的 一 一 映照 ， 

甸 从 ' 是 Ff 中 包含 一 萝 Borel 柱 的 最 小 co 代数 ,时 是 昧 中 
包 合 一 其 Borel 福 的 最 小 天 - 伐 效 ， 那 来 了 工 将 寻 肌 了 照 成 站 ， 即 
B= {T(E | BES}. 

事实 上 , 认 加 是 祝 中 以 Borel 集 B 为 基 相 应 于 gh, …, 办 的 
柱 , 即 / 
EB={a| (a(g), …, a(gn)) € B}, 
那 末 
TE-{F| (Fp, *, Flpe)) EB}, 

因此 寻 二 全 (可 [如 E81 =8'， 反之 , 裔 pp ER(D, 基 必 有 一 列 


(0) 使 9 一 lim 沪 gy (gn) pa(9) .因此 也 (9) 一 沪 p(90) (Ta) (gs) 
部 对 上 而 数 也 -> 了 P(g) 关于 由 为 可 测 的 ， 妆 得 久 一 3 
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定理 3.3.4 对 群 G 上 的 每 个 正定 画 数 六 je 一 必 有 
(G', 个 上 上 的 唯一 的 桥 率 测度 P', 使 得 当 g&€ 如 时 ， 


f(9) =| ,oaP' (0). (8.3.15) 


【让 】 利用 也 造 R(G) 上 的 六 性 泛 琴 下: 
FIp) = 29) P(g), PERD, 
由 于 (9) [<1 所 以 当 pER( 的 时 , 般 数 避 f(9)p (9) 收 化 .出 
了 的 正定 性 得 到 
Plgrg) = DFI og p>D0, .pvERO, 

所 以 也 是 及 (O 上 的 正法 闸 ， 由 于 只 (G) 是 具有 单位 元 的 对 称 
Banach 环 , 以 有 IG) 的 实 米 性 泛 醒 空间 这 上 唯一 的 正 测 度 凡 ， 
使 得 当 pg ER(G) 时 ， 


F(g)—| (oan( 四 (8.8 区 


然而 由 引 理 3.3.3, 存在 着 对 到 吕 之 问 的 一 一 股 照 全 ,在 此 映照 
下 ,名 中 的 可 测 集 映照 成 窜 中 的 集 , 仿 作 入 上 的 集 责 数 PP' 如 下 : 

当 BEYNH, P(E-p(TE), (8.3.17) 
球 示 易 知 P' 是 (GH' 窜 ) 上 的 有 限 测度, 从 (3.16) 和 (3.17) 得 
到 / 


Flg) -| Falg)aP'(@). (3.8.18) 


特别 在 (3.3.14) 和 局 :3 418) 中 取 p= ps 就 得 到 (83:3.1B),， 肯 由 
了 (9) = 二 4 知道 PG) 二 I， 至 于 辣 的 暴 一 性 可 以 由 的 唯一 性 推 
出 .证 举 ， / 
我 们 有 叉 可 以 把 定理 33-53-44 改写 越 下 面 的 形式 ; z 
定理 3.3.4 发 《9G, 7) 是 交换 拓 提 群 ,， 全 荐 虽 上 的 符 征 标 
全 体 , 那 未 9' 是 拓扑 群 (Gf 2 ) 的 评 群 . 

.利用 定理 3.83:3 的 诈 法 ， 也 可 以 类 飞 地 得 知 局 部 紧 娩 的 最 小 
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苯 群 是 对 偶 群 ， 然 而 这 已 需要 索 长 的 篇 幅 ， 我 们 不 蕉 备用 这 样 的 
方法 ,因为 这 种 方 浴 依 束 于 "和 群 环 ”, 或 是 依赖 于 不 变 测 庶 , 因此 它 
不 可 能 更 进一步 地 拓 广 ， 下 面 采取 测度 论 的 方法 并 研究 . 

由 定理 38.8.4 可 下 看 出 ， 要 找到 击 较 小 的 训 群 ， 只 要 永明 
(3.3.15) 中 的 测度 P' 可 以 集中 到 蝎 小 的 子 群 上 来 好 了 。 为 此 我 
们 要 做 一 些 蓝 备 工作 . 


3” 上 其 赔 度 的 群 上 的 正 害 图 数 


我 们 再 介 灵 后 面 要 用 到 的 空间 .家 9 是 一 群 , 对 每 个 gEG,， 
作 复 平 面 上 的 单位 图 周 0, 宪 按照 复 欧 几 里 得 拓 盾 成 为 拓 提 空间 . 
座 0 是 这 些 0,, gE 他, 的 拓扑 积 . 因为 0 是 紧 的 Hansdorff 空 
闻 ， 显 然 Ce 中 的 点 了 二 {f(9) ,9 也 可 以 看 成 全 上 适合 条 件 
1 六 的 | = 工 的 复 值 画 数 . 任 取 拖 …， 9s EG 及 % 闪 空间 中 的 Borel 
集 吾 ， 称 形 如 
{fF| (fF 90), 10, FG)) EB} 
的 集 为 OF 中 和 棚 应 于 ;9r 的 、 以 如 为 基 的 Borel 和 柱 ， 合 只 是 
由 Ce 的 子 集 粗 成 的 .包含 所 有 Borel 柱 的 最 小 ec- 代数 . 
”我 们 注意 ,这 时 C05, 而 且 0 在 引 上 导出 的 拓扑 就 是 弱 
丘 扑 , 双 中 在 9' 上 导出 的 ec- 代数 就 是 村 ， 
下 面 进一步 假发 (好 , 轩 , 凡是 一 个 完全 的 可 局 部 化 测度 空间 ， 
没 [区 G 筷 之 是 对 的 一 个 着 分 ( 昂 定 慰 1:1.8), 又 设 对 每 个 
v2， 存在 本 到 五 。 的 一 麟 映照 9 个 [==1， 2,"…， 适合 如 
下 条 和 任 : / z | 
(i) yp 如 (9) 的 值 最 多 为 可 列 个 ,把 它们 记 为 9 一 二 2 
人 适合 荣 件 8x (外 一 钰 3 的 元 未 9 的 全 性 押 不 的 集 忆 于 


【 诈 ) 当 mr 这 内 pm (98?) 一 9 =1, 2， z 
我 位 把 3{( 忆 58:2)} 中 Borel 柱 线 吉 的 0 -代数 里 为 ge 
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引 理 8.3.5 识 G 是 交换 群 , /是 9 上 的 正定 画 数 ，f(9) 一 1 
而 且 关 于 入 是 可 测 的 ， 妈 识 对 每 个 ec, 如。 上 的 可 测 泵 数列 
{Hf (pL (9) 0g)} 
按 测度 几 疲 收 化 于 1， 那 未 必 有 (G”, 83) 上 的 、 唯一 的 概率 测度 
_P3, 使 得 对 所 有 的 gEG, 成 立 着 


f=| aaPa (3:3-19) 
【 讨 】 分 下 面 几 步 进行 . 
(GD 利用 定理 3.8.4, 得 到 概率 测度 空间 (Gr, FP') 使 得 
(3-3-15) 成 让， 我 们 先 把 P' 延 拓 到 (C5, 罗 上 ， 定 义 & 上 的 集 
订 数 外 如 下 : 当 4E 史 时 ,由 于 AG'E 久 ， 规定 
Q(4) =P'(40), (8.8:20) 
显然 @ 为 (0%, 2) 上 的 概率 测度 ， 让 (3.315) 得 到 
fig) =| ,a(94Q(0, gEG: 
而 且 妆 9， 9 村 时 ， | . 
fe Wa dP (=| ,al a dQ (a). (3.3.21) 
(2) 由 于 mE 时 是 特征 标 , 井 且 利 用 (8.8.21) 我 们 得 到 
2 —RF (yg) 9)) =| ,21 — Rat jalg))ap' (0) 


-| ,20 Nap alg)) Qe 


-| lag) -ato® (9)) PaQ(e) . (3.3.2%) 


由 于 假设 , 画 数 列 1 一 f(g 人 (9) 19) 按 测 度 点 和 概 收 名 于 0, 而且 
它们 是 均匀 有 界 的 ( 见 (3.3.2)), 因 此 从 (3.3.22) 得 到 


lm | (| lalg® (9)) —aty) Pa 人 ) dnly) 


~lim| 2(1~R/ (p(yg) 1g))dn Cg) =0. (3:8.28) 
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作 乘 积 测度 空间 (了 x05, 加 ,x wx 人 (这 里 溃 是 从 在 
如 .上 的 限制 ) . 由 于 站 (9) 满 足 条 件 铝 和) ,我 们 把 a( gp (9)) 
看 成 (9, 2) EB XOS 上 和 前 融 数 时 , 它 是 关于 沿 ,x% 可 调 的 . 
根据 Fubini 定理 得 到 


er a g)) 一 CC (g)) [dx xQ 
dim (| PCD) 一 < 各 GD) [aQ Ce))dn 0) 


< lim4|, [i~—Rf (pg) 9) + -RF (pm 9) 9)) dp(g) 
_0 加 四 
因此 有 子 短 数列 {a(g 和 名 (9))} 了 以 及 ( 罚 ,x O09, 为, x2) 上 可 测 画 
数 TTY(g,a) 使 得 对 如。x Ce 中 几乎 所 有 的 ( 按 测度 jx) (g,0)， 
成 立 荐 四 
tm a(g 久 (用 ) 一 Itg，q). (8.3.24) 
因而 有 到 .和 由 。, 及 (加 一 0, 使 得 当 g EBA 八 Fo 时 , Ulg, 9) 是 
(OF, 她 上 的 可 测 匡 数 而 且 
Ql{allima(g® (0)) U9, OD)}) =1., 
大人 :3.28) 和 届 *3.24) 和 看 周 - z 
| (fon, o _ sg) :aQ (a) Jay(0) -0， 
因此 必然 可 以 把 也, 取 大 一 点 ,使 得 等 式 
Q({alU™(g, o) =a(g)}) =1 
对 于 加 A 信 中 一 切 g 成立， 因此 当 9E 了 zu 时 ,成立 着 
Qallim eg 各 《人 —et9)}) =—4. . (3.3.265) 
(8) 作 Gx0O9 上 的 4 个 丽 数 (9;a),v 一 1 2, 3, 4 如 下 : 
当 gg 全 好 时， 必 有 5 E， 使 了 后 百合 
Vilg; 四 一 lm Wap (9)); 


0 我 个 注意 ;这 里 {Bn 与 0 有 关 , 但 我 们 不 入 进 了 , 竞 得 甩 号 过 分 复 麻 ， 
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Votg; 0) =lim Ral ph (9g)); 
Vatg; oa) = lim a (pm (9) ); 
Vlg; o) -Ii Sa lpg (9) ). 


因 状 当 我 位 把 六 ,限制 在 吾 。 xC” 上 时 ， 它 尖 于 由 o 闪 外 是 可 测 的 ， 
因此 VV 是 (GX09, 妨 x 划 上 的 可 测 画 数 . 
作 Ce 的 子 集 吾 : 它 是 使 不 等 式 
Va{toy: o) < Ralg) =<Va ly; om, 1 
Vaty; o) ENa(g) Vlg; oo) 
对 几乎 所 有 的 JyEQ 成立 的 aE 0 全体, 令 证 瑟 的 外 测度 他 (2 
为 : 


(3. 38.26) 


事实 上 ,车 T= UL 7 是 包含 互 的 一 列 Borel 柱 的 和 集 ,不 录 
起 工 , 是 相应 于 六， …, gs 忆 的 桂 ， ma = 二 2,…。 必 有 onE3， 
使 办 抵 而。 合 gh， go 是 {9x} 中 适合 条 件 gn EE Bo, 了， 
的 元 率 全 体 ， 作 和 集 

: 4= 门 {allim a(glee (ga)) —a(gm)}, 

由 (8.8:25), Q(A) =1. 

邻 证 AAC， 任 联 ooET, 作 aE0O* 如 下 : 对 于 一 切 g,， 我 们 


分 
ogy) 一 at) (3.3.271 
对 一 切 pr? (9) 的 值 98 和 %， 我 们 规定 
Og,) = oo (gE) (8.8.28; 


对 于 任 一 EB N(R U {qv}) ,规定 (9) 是 息 对 值 为 的 复 
数 且 满足 条 件 

.Filg; ao) EHae(o) EFatg; oo), (8.3.29) 

Volg? oo ENatg EVag; mm, (3.383.830) 


容易 看 出 ， 这 种 复数 a(g) 的 确 存 在 。 对 于 任 一 9 EG NL 盏 .， 
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规定 
az) =1. {3:3.31) 
下 面 来 如 明 aE€ 厂 ， 事 实 上 ,只 要 攻 明 对 于 a 和 人 GNU Fe 中 
的 g, 相应 的 不 等 式 (8.3.26) 成 立 好 了 
由 (338.31), 当 JEGN 囊 .时 ，Pu Ag 四 一 Ia(y)， 


2 一 二 2， 而 六 9) 一 0 一 站 CO 和 一 号 4 所 以 (3 各 .26) 碟 立 . 
及 由 Vlg, a) 的 定义 , 从 (3.3.28) 得 知 所 人 9 0) 一 了 (9; ao)， 
9E 咒 豆 .因此 ,根据 (3.3.29) , 《3.3-21), 当 g € Be、 ({g82 
U {9,}) 时 {3.8.26) 成 立 . 又 由 于 gq 人 9(g) 适 合 条 件 ( 远 ) ,当时 
parC9) 一 9 所 以 
lim a (ga, (OR)) gE) ， 
因此 , 对 于 gg 一 gh，(3.3.26) 也 成 立 . 最 后 由 于 oo€ 4 以 及 
(3.8.27) , (3.8.28) ,我 们 得 着 
oa) ~— lim a (gh (gm)), 

所 以 对 g,，(3.83.26} 也 成 立 ， 因 而 对 一 彻 9E UJ Fo,, (3:2. 326) 
感 谋 , 即 aEH, 

因而 aE 工 ， 名 必 有 名 使 aE 了 但 是 1 是 相应 于 qi,…, 
的 Borel 柱 ,由 (8.8.27), 得 知 ooE7T%, 妇 得 /ACT 从 QCD) =1 
推出 上 @(T) = 十 因此 号 的 外 测度 为 1. 

(由 会 加 {4 五 |4E€， 作 和 .上 的 集 画 数 Qo: 

QAANHI-QCA), AER. 
由 于 他 ( 吾 ) 一 1 程 据 $1.1 的 第 1 段 , 是 (如 , 8) 上 的 概率 
测度 ， 

由 于 GXOS 上 的 画 数 六 ,(9; a) 关于 加 x 中 是 可 测 的 , 把 写 
限制 在 Gx 五 上 的 画 数 时 ， 关于 员 x 关 也 是 可 测 的 ， Pl 
报 据 (8:3:265), 当 gE 如 时 ， 
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QaVtg; 0) =Vst9; ;Valtg; oO) =Vty;0}) =1, 
因此 当 yEo 时， 
ol{olV (gy; oa)=Vatg; oo Vetg; 0) = {tg}; @), aE HY) =1., 
由 Fubini 定理 ， 
witlig; oa) | Fa 人 o) Vaty, o) 
. 或 Vsly; oo) Vtg; ao}, a€E BH}) =0, 
所 以 有 如 的 等 子 集 瑟 o, 使 得 当 aE 女 和 Ho 时 ， 
wl{yl Fo; oa) FFstg; 4) Brag; ay) FFs(g; oD)) =0. 
他 是 当 a 太 且 ,(3.3.29) 对 几 半 所 有 的 9 成 并 .因此 当 a 人 全 瑟 \、 
Ho 时 ,对 几乎 所 有 的 成立 着 
Vg; 0 — Ratg) —Vs(g; o), | 
Vasltg; OO) —Natg —V(g; o). | 
不 妨 取 零 集 二 Go 充分 大 ,使 得 当 aE 入。 由 FL9; 0) 是 9 的 可 
调 画 数 ， 因 而 当 a€ 如 Ho(Wo(Ho) 一 0) 有 时, at) 是 y 的 可 渊 画 
数 . 
(5) 瞪 如 ;一 五 \ 五。 那 末 Hi G'CG3， 由 于 Qo (HD) =1， 
所 以 外 测度 (五 1) 一 1， 出 (3-3.20) 知道 
oH =P"*(H,N 全 ) ， 
所 以 PCBEnGD 一 1, 因而 P"(GR) -1 当 4E 他 时 , 合 
Pe(4PmGB 一 Pd (3.3.33) 
由 于 $3 一 {4 由 G3|4E8},，P*(G%) I， 根据 §1-1 第 1 眉 , P” 
成 为 (G3, 人 3) 上 的 概率 测 庶 ， 而 和 且 容易 知道 , 对 于 (GQ', 人) 上 的 
可 测 枉 数 a{g) , gEG, 成 立 着 


人 soap =[ soap 


因此 ,从 全 .3.1B) 知 尊 , 当 9E 人 时 (人 9.3:19) 成 立 ， 
(6) 最 后 来 新 明 满 足 (3.8.19) 的 油库 Ps 的 唯一 性 .车 叉 有 
(GS, Bs) 土 的 概 于 测度 PP 使 (38.3.19) 对 PP 成立 , 作 (G', 部) 上 


(83.3.32) 
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的 淹 座 呈 如 下 : 尖刀 和 等 时 ， 
Pi(d) = PANGSY. (3.3.84) 

容易 看 出 ,由 (3-38-34)，(3.8.1 人 得 知 (3.3.1 对 Pi 也 成 立 ， 但 
是 根据 定理 3.3.4 中 户 ' 的 趴 一 性 应 有 了 '=APi， 因此 从 (383.3.:33) 
和 (3.3.84) 得 到 Ps=P3， 施 毕 . 

我 们 注 沪 ,定理 3.3.8 中 和 条件: {NF(gpw (9) 1} 仿 测度 ， 上 i 
仇 于 1 的 假设 不 部 降 去 ,这 点 由 下 面 一 例 看 出 . 

[ 例 8-38:11 设 忆 是 实 娄 全体 按照 加 法 所 成 的 群 , 沿 是 汪 中 
Lebesgue 可 请 利 人 全体, 上 是 等 价 于 Lebesgue 调度 的 任 一 准 球 谢 
度 。 这 时 由 例 3.2.:4，R% 就 是 一 切 形 如 

at) = weER 
的 夯 数 ， 国 此 弛 3198) 的 堪 过 就 是 
| iaP 因 ，zEB (8.8.85) 


此 地 驰 为 ( 刁 , 咱 ) 上 的 概率 测 论 , 容易 看 出 , 当 在 R 上 荆 以 欧 儿 里 
得 拓扑 时 , (4383.83p) 是 五 王 的 连 炉 画 数 .现在 我 们 定义 品 上 的 档 
六 z 

天 0 


7 四 -{w 多 一 晶 ， 
这 显然 是 扣 上 的 正定 图 煞 , 而 且 关 于 届 是 可 油 的 , 但 是 家 不 基 连 
种 的 ， 因此 不 可 能 末 趟 成 (3.3- 了 IT) 的 有 形式， 

引 理 8.38.6 设 台 是 满足 第 一 可 列 到 理 的 拓 打 群 , (G, 多， 内 
是 正 旭 贰 话 宇 间 , 提 且 是 局 部 有 组 的 ， 那 未 必 有 全 的 一 个 莉 分 
{Bs |o EE} 以及 相应 的 上 映照 {fp 让 | 艺名, 一 1 ,2,3,…}, 适合 
5[ 理 3:3.5 前 的 条 性 0， oo 《证 ) ， 而 且 对 几乎 所 有 的 gE 明 ,， 

pr) 一 83.3.36) 


“【 效 ] (办 鹤 世 是 昌 人 下 玉 条 休 的 族 吾 不 相交 的 六 


可 


忆 
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空 时 (0 有 加 记 0， 例 六 交 上 沁 人 系 族 1 的 全 体 ， 在 总 中 规定 年 
序 如 下 : 当 JTct 时 ,34Hi. 利用 Zorn 引 理 , 窜 必 有 极 大 元 , 访 
极 大 元 为 {8s|o 3}. 

全 证 明 任 何 紧 集 下 最 多 只 和 可 列 个 召 . 相 变 。 事实 上 , 由 上 内 
的 正则 性 ,存在 有 限 测 度 的 开 集 0 二 KK 由 于 

co 用 (D) En NO), 
因此 最 多 只 有 可 列 个 召 , 使 (如 , 站 0) 关 0, 即使 召 , 几 0 不 空 . 

记 五 一 UL 可 ,再 永明 GNRR 是 岩 集 . 任 取 完 人 有 和 界 集 及 ,只 
要 证 朋 站 (GN\NR) 是 零 集 好 了 .由 于 区 只 和 可 烈 个 加。 相 变 ， 
让 REW, 因此 下 几 (9NBR) EB 洲 玉 个 ( 人 和 BR) 的 测度 不 是 
雳 ,已 必 包含 一 正 测度 的 完全 有 蜡 梨 百 ， 这 时 百 门 吾 . 是 空 集 . 

设 是 局: 全 是 他 审 音 位 元 的 环境 基 , 不 妨 说 
MD 二 ce， 轩 于 加 是 完全 有 界 集 , 必 存 在 吾 中 有 限 个 qi，…， 
g0， 使 gD 一刀. 如 果 有 mu > 使 召 1 (gpD。) 为 规 集 ,就 从 百 
中 除去 这 些 零 集 ( 罕 们 最 多 只 有 可 列 个 ), 翻 下 的 可 调集 记 为 百 。， 
显然 百 o 门 吾 。 仍然 为 空 集 , 而 且 0< 之 wo0) 一 jp( 本 < 之 o0. 舍 证 对 性 
何 开 梨 避 , 洪 0 与 Bo 相交, 则 CB 站 0) 0， 尾 取 g€EBNO， 
由 于 9g 是 口 的 两 点， 以 有 ?使 g0n 二 0, 又 由 于 4 Bo 对 任何 闻 


有 ?使 gyE9205 ,因此 9109ED2, 取 mm 充分 大 使 UaUnCU, 


条 沪 
gD ogUn Un CO. 

然而 9E90PUm, 9E Bo 因此 耳 站 (gqg590m) 不 是 零 第 ( 因 再 是 由 
妃 除 去 了 一 切 使 CBNg0m) 0 的 集 g4*Uw)， 由 于 B60 
Bon CUm)， Bo 站 0 不 是 零 集 . 这 样 , {8,, oo EZ}U {Bo} EE 久 . 
这 和 {8B.|o EZ} 的 极 大 性 训 突 .因此 全 和 \ 五 是 需 集 .不 妨 设 = 也 
(因为 可 把 GN\N 呈 放 在 某 吾 中) , 那 未 {8,1oE2} 是 保 的 剂 分 ， 

理 在 求 作出 {yp 水 芒 诅 DU.U7C0Us zm 二 2, 8,"…， 氟 者 


Er pn | 
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明 在 妊 , 中 必 存 在 有 限 个 或 可 刻 个 ,p,m 一 4， 2,…, 本 

pl BN A U0,) =0. (3.3.87) 

事实 上 , 吾 。 必 是 可 列 个 完全 有 界 集 与 老 集 的 和 集 , 而 对 于 完 
允 有 界 个 , 必 存 在 有 限 个 形 如 加 U0, …, in。 的 集 复 盖 此 梨 , 因 此 
锁 有 使 (8.3.87) 成 立 的 {到 中 ， 因 为 40。,E 弘 , 作 
Bn —haU. (CL 站 ra, ) Ew. 
当 yy' 肝 ， 加 与 如 9+ 不 相交 , 而 和 且 由 坊 :3.397), 洪 计 
Bi= EN Ee, 

则 ， | z 

wR 0 . (3.3.39y 
令 用 归 精 法 作 {pt}， 上 先 作 pg 名 如下: 当 四 不 空 时 , 任 芭 元 
碌 g 吕 EB 规定 当 gE 必 外 时, gp 个 (9) =g 加 . 则 pp 名 满足 条 件 
(和 (入 ) , 设 gp 让 ,gp 加 已 作 好 , 拌 且 它们 满足 条 件 信 , (入) 及 及 
着 ) 中 当 1<snsms<sI 一 的 情况 ,全 用 下 面 方法 作 pf: 和 了 任何 


2 各 果 本 加 包含 和 9 加 二 中 点 , 设 为 9 名 4 那 末 在 BSIN LJBE 


点 上 定义 gD 一 pg 加 (9) ,在 忻 中 的 别 的 一 些 点 9 上 规定 pj” 2 

一 9 他 如果 了 8? 不 包含 和 四 沾 中 的 点 ,而 且 B89 不 是 空 集 ,就 在 

到 好 中 任意 选 定 一 点 go 了 又 规 定 当 g 百名 时, gf? (9) 一 go; 如 是 

继 午 下 去 ,我 们 选 贞 一 列 页 数 {gf} , 它们 适合 条 件 们 ,GD), Gin) . 
我 们 注意 ,这 个 图 数列 {pf2} 又 有 下 面 的 性 质 : 若 * 世 0， 

当 9E 再 除 时 ， 9 人 (9) ER | 

因 兹 当 gEBR 时 ， 9 中 (gE B21CUUF1CU 因此 


在 局 \ LU Bee 上 上， 
lim gw (9) 一 9 


但 南 (8: 3.88), LE 如 是 中 的 团 上 集 。 定理 证 绕 . . 
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各 交换 拓 盾 烙 上 的 正定 这 纺 三 数 
定理 3.3.7 发 (G, 7 是 交换 拓扑 群 , 邓 是 G 的 基 些 子 集 所 
成 的 ec- 代数 ， 且 由 包含 忆 的 一 切 阴 子 集 , 双 识 在 (G, 员 ) 上 存在 
局 部 有 限 的 正 划 测度 jx， 那 末 对 于 介 上 的 每 个 正定 回炉 画 数 
ff(e) =1, 必 有 (6G8 S83) 上 唯一 的 概率 测 庶 Pa， 使 得 当 9 EG 
有 
f(D=| adaPamD (8.8.39) 


【证 】 发 是 全 上 的 正定 连 种 丽 数 . 任 取 中 单位 元 6 的 
一 个 环境 U, 使 LD0) 一 oo， 又 作 6 的 一 列 环 慢 z 
0. {gC9) < ND, (8.8.40) 
那 未 必 有 .9 C2 使 (人 多) 为 满足 第 一 可 烈 公理 的 充 换 拓扑 
群 ,而 且 以 区 为 在 。 的 环境 基 . 由 于 站 包含 一 天 闭 子 集 多 王 见 ， 
因此 信 己 呈 ， 这 时 A(D oo， 容易 看 出 (GQ, 员 , 凡 ) 关 于 拓扑 8 
也 是 局 部 有 限 的 .正则 的 ， 
- 利用 引 理 3.3.6, 我 们 得 到 如 的 剂 分 {如 .io EZ} 和 满嘴 引 理 
3.3.5 前 条 件 伸 ， 们 ) ，6 放 以 及 按 拓 扑 .7，(8:8.86) 成 走 ( 对 几 
和 平 所 有 gg 七 如 ,) 的 曾 数 到 {pg E2, nn 二 1, 2,…} ,由 (3.3.:40)， 
f 按 拓扑 :97 在 6。 点 连 业 .因此 由 (3.3-86) 得 知 对 几乎 所 有 的 
gE 
lim RF (gr (9) 9)) 一 十， 
这 样 就 可 以 引用 引 理 3. 3.5, 而 得 到 本 定理 ， 定 理 证 举 . 
现在 利用 定理 3.8.7 和 拟 不 变 测 度 的 性 质 来 建立 具有 拟 不 变 
测度 群 上 正定 过 炉 画 数 的 表示 定理 .， 
定理 3.3.8 设 他 是 交换 拓扑 群 , 名 是 他 的 子 群 , 久 @ 本 身 又 
有 拓扑 六; 它 比 如 在 甸 上 导出 的 拓扑 强 , 使 (你 ) 成 为 第 二 欧 
的 拓扑 群 ， 双 屋 男 是 好 的 某 些 于 集 所 成 的 0 代数 ， 它 包含 一 切 
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隋 集 , 而 且 在 (9 ,区 ) 上 存在 着 关于 全 强 所 不 变 的 、 局 部 有 限 的 正 
则 测 床 上， 富 蔬 为 (四 , .9 ) 的 对 惕 群 , 富 是 名” 中 器 Borel 集 全 
体 . 那 末 对 于 总 于 的 每 个 正定 连 炉 画 数 六 帮 e) = 二 1, 必 有 (区, 富 ) 

上 唯一 的 构 率 测 庶 .P" 使 得 : 


f(g9)=| aaP'(o), yES (3:3.41) 


成 立 ,而 且 P' 关于 他 在 久 上 人 学 出 的 拓 提 是 连 炽 的 . 

【证 】 由 定理 8-3.7, 有 (G3, $3) 上 唯一 的 概率 测 庶 P3, 使 
得 了 适合 (3.3.89)， 

根据 系 3:2-4, 对 每 个 aE9%, 当 我 们 把 a 限制 到 久 上 时 得 
和 到 名 上 的 特征 标 , 记 为 a', a' EE， 这 样 我 们 就 得 到 9 到 并 中 
的 同 态 映照 

o>, z 

对 每 个 全 生生 全 TT 了 4 一 {a|Ts。€4}), 那 末 TTi4E 匀 ,事实 
上 , 祝 中 使 人 -14E8% 的 4 全体 显然 成 为 0o- 代 数 , 另 一 方面 容 
易 看 出 当 44 是 办 中 Borel 柱 时 +4E 人 3， 因 此 ,由 于 千 是 分 
中 Borel 柱 全 体 所 张 成 的 -代数 ,知道 上 渡 4 的 下体 就 是 全". 

利用 Pu 作 舍 上 的 测度 P* 如 下 : 

P(A) = PE(T-1AY, 

容易 团 出 (G'S$*，P") 是 和 素 测度 内 间 ， 又 由 (8.8.89) 得 知 , 当 
9 万世 时 ， 


f (0) -| agaP® (a)—| ,alg dP'(o). 
至 于 了 了" 的 叭 一 性 , 花 证 明 于 下 . 
机 P" 是 (@" 各 ) 上 的 另 一 概率 测度 ,使 得 
jg -| aap). (3:83.49) 


认 六 是 久 的 代数 对 侦 奸 . 识 闻 是 名: 中 Boral 柱 爹 件 张 成 的 oo- 
代数 ， 因 为 当 . 几 怎 时 44 站 合生 全 ， 作 罕 上 的 画 个 集 画 数 
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P(A)=P(ANG), PI(A) =P™(ANG'). 
是 然 它 榈 是 {各 和 窜 ) 上 的 鬼 球 测度 。 妈 (8.:3.41) 和 :3. 贞 ) 分 别 

地 化 成 


f(9)—| alaAP'(a), gE®, 


F 的 一 | aigaP"(e), gEe®. 


对 名 上 的 正定 画 数 (9) 应 用 定理 38.3.4., 利用 定理 3.3.4 中 所 二 
的 概率 测度 的 唯一 性 得 知 
P'=P". 

因 天 一 P™, 所 以 (8.8: 抽 ) 中 的 测度 是 唯一 和 的， 至 于 测 论 的 连 
糙 性 可 以 由 把 了 看 成 拓 持 群 公 上 的 正定 违 续 郴 数 手 利用 83.2 的 
第 和 4 段 得 至 ， 放 上 毕 . 

我 们 留 泡 ,定理 3.3.8 只 答 出 了 在 区 上 的 表达 形式 .但 是 当 
在 会 中 币 密 时 , 由 了 在 当 上 的 值 显然 可 以 决定 出 ff 在 全 上 的 
值 . 事实 上 , 对 每 个 gE9, 取 {t 叶 二 名 使 9 一 lim gs 那 末 就 有 


f(g) 一 ]im f (gn). 
[全 3.8.2] 起 @ 是 局 部 紧 的 交换 拓扑 群 , G* 是 G 的 对 侦 
群 , 那 末 对 于 G 上 的 每 个 正定 连 种 醒 数 了 必 有 (G"， 8”) 上 唯一 的 
有 限 测 度 P*, 使得 
f(g —| .aDaP'(@), gEG. (8.3.48) 
事实 上 ， 只 要 在 定理 8.8.8 中 取信 一 G, 8 一 (Gf 风 ，w) 取 修 
Haar 测 论 空 间 ， 由 于 的 局 部 紧 性 , 1 是 局 部 有 限 的 ， 由 定理 
38.3.8 立即 推出 本 例 ， 
屋 上 GE 了 (9)， 作 他 上 的 画 数 
E00) -| até dug), aE, (8:38.44) 
称 国 数 & 是 面 数 志 的 -Fourier 次 棉 , 那 末 有 下 面 的 烙 时 : 
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当 EEDD), El0) 一 0 时 ， 志 一 90， (3.3.45) 
事实 上 ,对 每 个 7 EE 严 (人 ,作画 数 
fh) = [Inghm (gan (9, (3.3.46) 


那 末 , 了 是 G 上 的 连 夸 现 数 ， 又 显然 当 1， grEG ov 加 是 
复数 时 ， 


六 (gig ) tar= J p>: 2 7 (O98) a dn (9) =0， 

所 以 是 正定 过 秆 画 数 ， 因 此 有 (Go ,他 ) 上 相应 的 构 率 测 诬 疡 使 
(3.3.43) 成 立 . 将 人 :3.48) 两 边 滋 以 | 0 癌 ou (及 ， 并 在 人 
上 积分 之 ,由 于 

|jel FRDE an Wan gy 

[an (fn FD a 四) Var 


一 | 二 ( 四 lz | (8:8:47) 


| (ER EW a (PW dnl9) =0. 

然而 以 G .8.46) 代 天 上 式 后 间 交 换 积 分 次 序 ， 做 变数 变换 得 到 
[flirts Cann) Fang) -0 

因此 对 几乎 所 有 的 9 全， 

上 E (gE dn(B =0, 


再 根 据 季 1:1'5 就 得 到 (人 3:3.45) ， 

我 们 再 粉 出 局 部 紧 铬 上 连 种 特征 标的 完整 性 . 

了 引 理 3.3.9 谱 G 是 局 部 紧 的 交换 拓扑 群 , 那 末 对 每 个 go EQ, 
go 严 9; 尺 有 昌 上 的 连 芒 特征 标 o6, 使 ma (90) 天 工 ， 
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[证 】 次 易 看 出 有 g E72(G, 3, 1) (4 是 Haar 测度 ) ,使 得 
i 7 


FO -| 9 pdpy) 


具有 性质 了 (go) 了 (0) 一， 然而 是 人 上 的 正定 过 炒 责 数 ， 因此 
有 (9G", 售 ) 上 的 概率 测度 了 "使 (8.3.48) 成 并 ， 和 如 果 对 一 切 a€ 人 ， 
algo) 一 1, 逆 末 由 《8.8.43) 就 有 了 (go) =1, 这 是 矛盾 . .因此 有 
wo 全， 司 oo tl90) 玫 1， 部 替 ， 


§ 3.4 LL.-Fourier 变换 


本 节 中 始 交 候 散 全 (G, 好 ,各 ) 是 关于 可 测 变换 群 @ 拟 不 变 

的 可 局 部 化 测度 空间 ,而 且 色 是 交换 的 .在 88- 1 的 第 6 段 中 定义 

了 群 久 的 丁 开 了 未 DT: hh 一 0 ， 这 时 群 11= 人 (有 1hE 食 是 交换 

的 ,在 工 (2) 中 包 舍 下 的 最 小 弱 表 算 于 代数 Jia， 熙 ) 人 如 为 1) 
也 是 交换 的 ( 见 引 更 2 4: 省， 


1° 级 带 环 阐 度 、 | 

定义 3.4.1 裔 =(G; 如, jj) 是 关于 交换 变换 群 多 拟 不 变 
的 可 局 部 化 测度 空间 .如 果 矿 (9) 中 的 算 于 代数 对 (Q, 久 具有 二 
习 重 复 度 %, 那 未 称 测度 空间 各 (或 称 测度 各 关于 5 是 b 上 级 循环 
的 补 

特别 当 气 (0Q, 久 ) 是 极 天 交换 算 子 代数 ( 即 半 一 浅 时 ， 双 称 从 
(或 由 是 关于 名 循环 的 . 

[ 俩 8.4. 当代 只 舍 有 单位 元 时 ,如 果 I2(0Q) 的 契 数 是 大 
那 末 算 于 代数 !E(O2，g@) = 从 了 入 是 复数 } 具 有 均匀 重复 座 友 朗 9 
是 天 狗 循 环 的 ,因此 对 每 个 势 太 存在 着 于 巩 循 环 测度 

下 面 我 们 和 将 测 底 分 镍 为 互相 吞 异 的 大 级 循环 测度 之 和 ， 为 


了 这 时 是 航 了) 的 半数 ， 
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此 先 引 进 如 下 的 烽 念 ， : / 
定义 8.4.2 议 避 一 (G9, 姑 , 1m) 是 关于 交换 群 久 拟 不 变 的 可 
局 部 化 测度 空间 . 合 区 是 归于 关于 久 的 某 些 拟 特 征 标 所 成 的 群 ， 
如 果 区 是 吕 的 决定 集 , 那 末 称 吕 关 于 区 是 正规 的 .特别 当 Ge 是 . 
上 的 决定 集 时 , 称 Q 关于 久 为 正规 的 . 
我 们 留意 , 当 关于 多 不 是 正规 的 测度 空间 时 ,只 要 把 入 和 通 
当地 系 小 ,就 使 得 人 关于 代为 正规 的 . 
[和 例 8.4.:2] 届 好 是 变换 的 局 部 紧 群 ， 那 末 Haar 测度 空间 
局 一 【好 好 ，1) 半 于 挡 移 归 是 正规 的 . 
[ 鞍 】 我 们 要 证 明 G* 成 为 合 上 的 决定 集合 多: 是 使 G 成 
鸭 可 测 画 数 族 的 最 小 6c- 人 代数, 任 取 台中 的 ez 有限 介 了 ,由 切 的 
正则 性 容易 知道 必 有 中 的 一 列 紧 集 
CQ CC 
使 得 本 \L] @, 是 pp- 堆 集 . 合 忆 是 上 连 秆 特征 标 作出 的 一 切 痢 
性 粗 合 中 成 为 实 画 数 的 球 些 糠 性 灵 合 全 体 ， 任 取 召 中 紧 集 了 ,不 
妨 取 包 使 C@， 根 据 测 度 jw 的 正则 性 ， 必 有 一 列 包 含 了 的 开 
和 集 {0 由 使 (ONN 本 ->0， 由 于 了 与 多 入 0 是 正常 空间 尼 的 本 
个 不 相交 的 队 子 和 集 . 根据 Ypmeon 定理 ,有 过 和 粮 图 数 了 (9), 9 二， 
0<fsl9) <1, 它 在 了 上 取 值 为 1 而 在 把 NO, 土 取 值 为 0, 因此 
ff 在 人 上 几乎 处 处 地 收 租 于 集 丈 的 特征 面 数 Cr 双 由 引 理 
3:3.9 及 定理 2.f.2 可 广 明 局 在 必 上 过 积 功 数 全 体 中 稠 宕 ,， 因 
此 有 pn 邱 辣 ,使 


: pn I 
max| pn(9) fs (9) | < 元 


因 雍 pn 在 他 上 概 收 铬 于 Uz, 从 而 五 和 出 人 门 玉 只 相 壮 一 A 
项 集 ,而 


F'= 站 tm js pa) >1—T | Ee, 
的 二 =】 下 P12 


J | = 
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完全 类 位 地 ,对 每 个 有 人 多 EW 使 外 与 人 14 他 只 和 着 一 jw- 
需 集 ,由 是 可 知 吾 与 吾 门 以 站 瑟 相差 一 ww- 管 集 . 再 由 测度 凡 的 
正剧 性 知道 , 对 于 加 中 任何 测度 有 限 的 子 集 互 , 也 有 FP" EW3, 使 
如 门 五" 与 了 相差 一 秆 集 , 这 就 什 明 了 是 决定 集 ， 诈 些 . 

定理 3.:4.:1 设 名 = (39, 轩 , 1 是 关于 变换 群 电 所 不 变 的 可 
扁 部 化 测度 空间 , 区 为 某 些 拟 特征 标 所 成 的 群 ， 如 果 巴 关于 区 是 
正 炉 的 , 尖 末 对 于 每 个 势 , 必 有 崔 一 的 测度 宏 间 (全; 另 ，HB 适合 
下 面 的 条 性 : wr 是 彼此 相互 奇异 的 ; 《ii 当 mr 天 0 有 时, (GG, 办， 
ww) 也 是 美 于 伯 氢 不 变 而 且 半 于 区 正规 的 可 局 部 化 测度 空间 ; 
(i) 一 之 ME, z 

简 癣 之， 正规 拟 不 变 可 局 部 化 测 庶 必 可 唯一 地 分 解 为 一 族 胡 
瓦 奇 异 的 正 起 拟 不 变 可 局 部 化 般 循 环 测度 的 和 ， 因 此 以 后 要 研 
罕 关 于 一 般 拟 不 变 测度 的 问题 可 化 为 上 般 御 环 测度 来 研究 . 

在 证 明定 理 3.4.1 之 前 ,我 们 上 先 作出 世 在 (CQ) 上 的 酉 表示 
F: 当 wEECGE 时 , 作 了 六 (中 的 西 算 于 六 IwY， 

Teep) gr 99), gEG, opET2(O) 
到 吕 为 算 于 V (2) , 次 忆 区 ,交合 体 ， 称 做 相应 于 EE 的 乘法 群 , 及 分 
C 为 了 (DQ) 上 包 售 器 的 最 小 弱 闭 算 子 代数 , 那 未 由 于 做 为 决定 集 ， 
是 板 大 变换 的 ， 此外， 我 们 入 意 二 和 必 之 间 有 下 述 重 要 的 “ 变 
换 关 系 ”: 当 全 区 , 及 忆 世 时 ， 

AUF =V (OUOD, (3.4.1) 

这 由 局, 矿 的 定 这 和 了 的 性 质 立 即 扒 出， 

【证 】 因为 外 是 了 (9) 中 的 交换 能 归 算 子 代数, 根据 定理 
2-4.2, 对 于 每 个 势 mw 必 有 了 叭 一 的 PE 对 使 得 中 在 PT2(O) 中 
的 限制 生 有 均 多 重复 度 %， 醒 则 { 忆 彼此 站 变 ， 之 二 一 工 . 


”人 要 证 也 ,与 了 (6), wE€ 交换 对 每 个 zxE 允 , 作 时 上 的 映照 


D 落 里 各 为 是 z* 在 式 上 导出 的 桂 征 原 ，, 见 昌 8.2。， 


Ti 具 氛 不 迹 测 度 的 群 上 弓 稻 析 [种 三 章 

Tio): >， AEN, : 
对 证 全 (w)} 将 时 映照 成 下 ， 事 实 上 , 当 4 一 了 (WO EL 了 时, 由 交换 关 
乘 (8.4.1), TC 一 #0DU) EEA， 所 以 T 了 (2) 3 妊 是 包含 1 
的 交 锦 弱 冻 算 子 代数 ,但 针 是 由 基 张 成 的 ,所 以 人 (2) -十 二 和 ， 关 
似 地 了 (2 于 但 于 (下 ) 下 = 全 (4), 由 是 了 (3) 和 一 找 ,而 且 
T(z2) 为 时 的 自 同 构 映照 , 记 ,= 了 (w) P,, 它 是 投影 算 子 , QEN. 
此 外 , (DD) 实现 色 (D 到 P22 (9) 上 的 西 映 照 , 而且 由 了 (2) 妇 
一 外 着 出 下 (2) 使 所 在 72(Q) 上 的 限制 与 叶 在 PrL2(D) 上 的 限 
制 西 等 价 , 因 此 ,前 者 也 具有 均匀 重复 度 ww， 屎 由 {Pw} 的 相互 坎 交 
性 推出 {Qs} 的 相互 起 交 人 性 ， 由 于 nn->Pn 的 唯一 性 得 知 已 ,一 Q， 
让 PV (2) = 六 2) Ps， 因此 PE (38)! 一 0', 但 0 是 极 大 交换 的 ， 
所 以 P.EO, 及 因为 上 是 瑟 (@) 上 的 乘法 代数 ,所 以 有 人 上 关于 
% 可 测 的 有 界面 数 Pn(9), 使 

Pip) (WD EPAD PND, PETLIUD. 

因为 P= 了 ,所 以 Pl9) 一 了 (9)? 郎 P(g9) 是 某 个 点 集 
吾 ,E 员 的 特征 两 数 . 由 于 me 只 时 P,Pw 一 0, 印 了 P, (9) Pw(9) =0， 
所 以 百 ,与 吾 w 的 公共 部 分 为 夫 集 .， 双 由 于 忆 P,= 了 ,根据 引 理 
1.2.5，YV 如, 与 整个 G 只 相 送 一 需 集 ， 

再 部 每 个 用 , 是 关于 久 拟 不 变 的 集 . 事实 上 , 当 hE 儿 时， 
DR) EH 所 以 口 (有 )Ps= 了 P04), 因此 对 每 个 9EI2(0), 由 于 
Sa >0, 我 们 得 着 

h i z 
Phog) pig) = (9 pA, 
所 以 几乎 处 处 地 成 立 着 P(Ah0) = 二 Pl) , 序 h 与 态 只 相 症 一 
需 集 ,所 以 召 , 是 氢 不 变焦 . 
由 次 , 导出 (G, 由) 上 的 测度 Ln: 当 CE 四 时 ,规定 
Wa (EE) = BN ED).. 
当 史 学 中 了 时， 由 于 加, 门 轧 w 的 j- 测 度 为 0, 显然 po 与 jew 是 相互 


”= d=—_p 
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霖 晃 的 , 双 因 为 加 ,是 拟 不 变 集 ,容易 知道 , 当 jm 天 0 时, jpn 也 是 披 
不 蛮 测 度 ， 双 由 于 对 是 { 杏 } 的 上 界 和 集 , 好 然 吾 是 { 百 门 怕 :} 的 上 
界 集 ,再 由 引 理 1.2.4, 我 们 得 到 
p(B) 一 pn( EB). 

至 于 2, 一 (GG, 入 ，jn) 关 于 多 的 正规 性 是 显然 的 ,所 以 本 定理 中 分 
解 的 存在 性 证 毕 ， 玛 了 分 解 的 唯一 性 由 {Pj} 的 唯一 性 可 立 朗 得 
到 . 证 毕 . 

现在 利用 定 还 3.4f 导出 遍历 测度 的 一 个 性 质 . 

定理 3.4.2 发 妥 - (Gf, 好 , pw) 是 关于 变换 群 信 拟 不 变 的 正 


” 痊 的 通 历 的 可 局 部 化 测度 空间 ， 那 末 必 有 势 厂 使 日 关于 留 为 8 


毅 循环 的 、 

【让 】 根据 定理 3.4.1， 我 们 把 z 分解 成 相互 奇异 的 一 族 拟 
不 变 测 度 fuaj 的 和 ， 如 果 有 两 个 不 同 的 天 而， 使 由 mo 都 异 于 
0, 那 末 把 {jww} 中 异 于 0 的 那些 测度 分 成 两 租 , 各 自 各 加, 我们 就 
得 到 两 个 相互 否 异 的 所 不 变 测 诬 此 天 0,， po" 了 0, 使 得 = 十 凤 " 
碾 立 ， 于 是 必 有 可 测 集 B', B", 使 一 B'U B", 而 且 

Ww'(B") mp" (BN 一 0 

容易 看 出 , 这 于 B' 与 B" 都 基点 的 所 不 变 集 , 而且 (BB) 0, 
ww《(B") 关 0. 这 和 的 表 历 件 邓 盾 ,因此 有 一 个 使 =x. 王 毕 . 

问题 ” 当 有 关 工 时 是 否 存 在 关于 某 个 所 拟 不 变 的 .正规 的 、 湿 
历 的 .天 毅 循 环 的 可 局 部 化 空间 ? 

这 可 龙 是 一 个 不 易 解 决 的 问题 ， 下 面 我 们 答 出 一 个 非 平凡 的 
正规 . 通 历 .循环 测度 的 例 . 

[ 例 3.4.3] 发 他 是 交换 局 部 紧 群 ,= (G, 由 ,站 是 Haar 
测度 空间 , 屠 未 六 关于 平移 G 是 循环 的 . 

【应 】 由 例 8.4.2, Q 是 正规 的 ， 根 据 定 理 8.4.1， 必 有 势 天 
使 日 是 上 如 循环 的 ， 若 2, 必 有 了 (9) 的 商 个 相互 直 交 的 天 子 
空间 五 ; 和 五， 它们 是 扩 (Q, 介 ) 的 不 变 于 室 丙 , 而 且 存 在 瑟 1 到 


176 : 具 鬼 不 恶 测 库 的 妊 上 志和 分 新 [第 三 掌 
有 Hs 上 的 丁 算 子 卫 , 使 TU 一 局 ( 六 二， 尾 取 4 瑟 1 60， 计 
5 一 Tg€ 吾 ,, 那 末 5 关 0. 及 有 
(UR Va -Uo ), (UR Ds, 8)=0. . 
任职 当 E CO 站 古人 全 多 和 一 人 #0) 办 (pp) .将 上 式 两 边 
乘 以 p (有 ,和 壮 在 如 上 积分 之 ,容易 算出 
(OU (Dr, bre) = (UD hb, hxD), (UO here, ab) =0. 
(8.4.2) 
这 时 gz 一 节 hs 及 本 一 rb 都 属于 廿 (中 人间 玉 (D , 胃 在 (3:4: 恕 油 
边 乘 以 xi (aE9 并 在 日 上 积分 ,根据 (3.3.4) 得 汉 
名 (OD) = 入 (DD) 3， 调 (Dh =0, aEG'. | 
因此 刍 =0, 生 二 0, 由 (8.8: 杂 ) 得 知 员 =0,51 一 0, 再 根据 系 1:1:15 
知道 4 和 了 都 是 几乎 外 外 为 0, 这 是 矛盾 , 因此 忆 是 循环 的 . 放 
= 


2 对 侦 世 度 Fourier 变换 的 儿 仿 
我 们 要 把 局 部 颖 和 群 上 的 Li-Bourier 容 措 的 松 念 加 以 推广 , 
定义 3.4-8 设 届 = (G, 时, jp) 是 关于 变换 群 @ 拟 不 变 、 关 琢 
备 环 的 可 局 部 化 测度 安 间 , 座 和 = (@, 向 , 仙 是 关于 变换 改 伪 拟 永 
变 的 测 诬 空间 , 适 台 如 下 两 条 件 : 人 存在 部 到 岛 上 的 同 构 映照 
让 一 字 区 ， (8:4:3) 
及 有 包 到 售 中 的 同 构 映 照 
hh(g), FEQ, (3.4.4) 
使 合生 (.) |hE 8} 是 台 上 决定 集 ， 又 当 hE@ 时 , At) 在 仿 导 
出 的 特征 标 名 (-) 是 
页 (全 = , ac@ .4 
(让 存在 (人 到 司 () (此 $1:1 第 2 诊 ) 上 的 西 算 了 于 术 , 它 具 
有 如 下 的 性 质 : 吕 (Q) 中 的 西 算 子 下 (一 FFD (A) 了-!, 有 hE, 的 
形式 是 


和 号 41 Is-Fourier 本 换 177 
(OR 9p) GAD GD, ER, pERO,. (3.4:0) 
那 未 称 各 , 入) 是 (80, 加 的 对 但 (或 称 台 是 8 的 对 惕 测度 空间》， 
及 称 六 是 相应 的 (BC9) 到 品 ( 吕 上 ) 的 Fourier 变换 , 简称 为 
J 六 -Fourier 变换 
普 洁 ,我 们 翰 出 下 语 的 存在 定 奸 . 
定理 3.4.83 设 必 一 (GF, 入, 凡 ) 是 关于 全 拟 不 普 的 、 上 毅 循 环 
的 可 局 部 化 测度 空间 , 那 末 必然 存在 (他 , 你 ) 的 对 惕 人 8, 他 ) 以 及 相 
应 的 、 (人) 到 人 (内 的 Fonrier 变换 . 
【证 〗 取 归 为 中 (2，g) 上 的 对 称 可 潍 纤 性 活 画 全 体 ,全 为 人 
上 Borel 第 全 体 , 对 每 个 无 E 娩 ,全 8 及) = 万 (有 (9) .显然 久 的 代 
数 对 惜 包 使 在 日 中 , 双 取 一 站 ， 由 于 于 具有 均匀 重复 度 五 从 系 
2.4.7 知道 , 有 吾 便 人 (3.4.6) 成 立 . 记 广 (w) 一 FV (ww)F1， 这 是 
2(@) 上 的 碧 算 于 ， 由 (8.4- 了 ,加 (有 ) 和 广 (%) 有 如 下 的 交换 关 科 : 
当 48EG*, 天 反思 有 时， 
wDPF = OR | (3.4-7) 
利用 (3 和 4.7) 和 (83.4: 辐 我 们 知道 , 当 &E 吕 (人 时 ， 
OLAOIHIORLAOLIOLAOIIOR LAG 
会 名 为 丙 数 族 多 一 信 (9) |4E 留 } 的 黎 人 性 包 , 那 末 显 然 当 9 GE 站 时 ， 
: Pn) pO ED = (29 (0 EY. (3.4.8) | 
记 广 (@)#( 人 为 E61(9), 由 于 广 (m) 是 西 算 子 , 从 (83.4.8) 得 到 


[lp @ 8 Fag = {lode L210) lak 

| =|1960) [3 (@"8) [afs(D). (8.4.9) 
我 们 可 以 把 : 
cm(B) -| OPA palB) = | 1é' 9) bafta(®) 


看 成 (GQ@, 者) 上 的 两 个 有 限 测 度 , 因 为 多 是 奖 定 集 , 省 在 [5 Our) 和 
Lakes) 中 都 是 稠密 的 ， 由 (8.4.9) 立 部 可 知 ， 对 一 - 切 有 界 可 测 画 


了 73 有 具 型 不 变 袖 座 的 群 上 讽 稻 析 [第 二 重 


数 wp， 成立 着 | | pl9) | Aap (9) -| 。 plg9) I?4us(9)， 特别 ,在 上 
式 中 取 9 为 集 召 的 特征 画 数 Ca, 召 E 龟 , 那 林 pa{( 百 ) 一 tal), 
部 对 一 切 吾 筷 由 调 

村内 一 Gap 全 (38:410) 
车 良 全 4) 一 0 则 (3.4.10) 的 右边 为 0, 因此 {3.4.10) 的 左边 对 
一 切 EE€ 名 (00), 取 值 90. 由 是 易 知 把 ( 吾 ) 一 0. 这 样 , 当 EE 多， 
EE 时 , 记 如 一 Zz 了 , 如果 六 (FF) =0, 其 让 QF) 一 人 (BD 一 0, 因此 


， 让 关于 全 是 所 不 挛 的 . 证 些 . 


楷 3.4.4 访 自 一 (G, 3, jp) 是 关于 变换 群 人 @ 拟 不 变换 的 、 

胡 循 环 的 可 局 部 化 测度 空间 ， 在 名 上 取 1w- 拓 扑 . 多 . 珊 侠 是 ( 江 ， 
3 ) 的 一 性 群 , 而且 六 CQ. 取 息 是 他 上 的 Borel 集 全 体 ， 
6 名, 那 末 (@, 外) 上 几 有 关于 钝 拟 不 变 的 测度 让 使 (@@, 合 ， 访 ， 
鲜 为 (2, 轩 的 对 情 , 双 有 IO) 到 驱 (@, 委 , 队 上 上 的 Fourier 变换 . 
这 由 定理 8-4.8 的 证 明和 系 8.3.2 可 以 得 到 .下 面 再 答 出 , 相 

应 于 某 个 确定 的 对 侦 的 一 切 x-Fourier 变换 的 一 般 形式 .。 
我 们 考察 到 (的 中 相应 于 名 的 变换 群 出 一 二 (全 坟 E 便 ,这 
也 可 以 看 研 骂 (9) 中 的 变换 群 。 设 二 E 思 (加 )， te6, 规定 
CAOBIOP HC hE BD ‘(8.4.11) 
那 末 吕 (是 骂 ( 全 中 的 西 算 于 ， 我 们 又 注意 在 对 (G) 上 入 应 于 


侈 的 乘法 群 的 是 {从 (|hE} ( 哟 (8.4.6)). 类似 于 人 .4.1 ,我 


介 飞 有 交换 关系 

a TOD (= O OT 8), 有 EEG, BE (8.4.12) 
记 二 (a) = 了 (a) UG), 这 里 各 是“E G8* 导出 的 特征 标 & 在 映照 
(38.4.3) 下 之 象 ， 站 

FO0)= W (OU (RD, aE ge. (8.4.18) 
由 (3.4.7) 和 841 可知, 到 (a) 和 D0) 可 交 澳 ,部 


和 :41 La-Fourier 二 7 外 
WD = We), aEG. (3.4.14) 
由 于 和 (及 ,大 E 人 张 成 于 ( 周 中 的 乘法 算 子 代数 对 ,由 (3:4.414) ， 
WW 0) ,有 E}' 一 了 H', 再 根据 引 理 2.4.20, 必 有 总 上 、 取 
值 为 如 :中 酝 算 子 的 、 可 淹 画 数 z(9; a) , gE, 使 得 当 £9 (0) 
时 ， 和 
(W (a)€) (0) =2(8; ED. (3.4.15) 
当 Ctl1s EG 时 ， 
PF (ena) -VF {alr (es), 7 广 人 ) 一 土 ， (8. 4.18) 
从 {8-4-18) 和 (C3:4:1 人 0 算出: 当 四 ,aaEG 时 ， : 
(9; aos) 2 (9; oe (Gg; oa)D， zg, 1) =I. (38.4.17) 
因此 我 们 得 到 
定理 3.4.5 说 有 = (G, 好 ,由 是 关于 变换 群 久 拟 不 变 的 、 
(志和 0) 级 循环 的 oc- 有限 的 测度 空间 ， 设 (2, 加 是 (89, 贸 的 对 情 
(六 是 o- 有 限 的 ), 卫 是 相应 的 Fourier 变换 . 当 xEG 时 记 六 (ao 
一 FY (a) FP"1. 那 未 对 每 个 aEG, 必 有 取 秆 为 Hs 中 西 算 子 的 、 人 6 
上 的 算 子 值 可 测 画 数 z(9;a) ,# EQ@, 它们 适合 条 件 (8.4: 雪 ) ,使 得 
OOO Dl VEGDY PEN, eR). (3.4.18) 
我们 注音, 当 8=1, 部 号 是 关于 氏 循 环 的 测度 容 间 时 ， 定理 
8.4.6 的 精 验 还 可 以 化 迄 , 这 时 名 (2)， 可 以 看 成 已 (9)， (9 a) 
是 模 为 1 的 复 值 聊 数 . 
当 怠 是 关于 名 逼 历 的 测度 空间 时 ， 纺 上 相应 于 省 .上 特征 村 
1 的 所 特征 标 双 体 导 是 fo]e 为 复数 ， [el -1 因此 , 当 多 一 后 时 ， 
得 让 一 Ca tn 出 


z(83 os) =02 (9; oa). 
利用 类 局 的 万 法 得 到 相应 于 同一 对 人 慢 的 一 肯 Fourier 变换 更 
这 里 的 等 式 基 是 对 几乎 所 有 的 93E 和 成立 ， 


180 具 氛 韦 线 和 神 工 的 群 上 固 和 及 析 六 三 于 

定理 3.4.6 设 避 (GQ, 员 , pw) 是 基于 变换 群 名 拟 不 变 的 、 大 
( 云 So) 靓 循环 的 oc- 有 限 的 测度 空间 , 设 (人 @, 全 是 (2 人) 的 对 仿 
( 且 户 是 rc- 有 限 的 ) , 了 是 相应 的 一 个 Fourier 变换 , 潮 末 PF' 是 相 
应 的 届 一 Fourier 变换 2 的 充 要 条 件 是 存在 取 值 为 了 ,中西 算 子 
的 、 马上 的 算 子 值 可 测 画 数 w( 信 ,8 GE 人 @, 使 得 


Fu IF (3.4:19) 
【证 】 滴 玉 是 严 ( 全 到 对 (的 的 另 一 Fourier 变换 , 作 
= FF-1, (3.4.20) 


那 末 是 思 ( 铭 中 的 西 算 子 ， 于 是 由 
FU(MEi2FU MFI-U0D, ES (8.4:2) 
立即 得 到 | 
ut A =O Ry, hE (3.4.22) 
以 照 (8.4.15) 的 推导 , 根据 引 理 2.4.20, 有 丁 算 于 值 可 测 画 数 
xu (0), 959, 使 得 对 一 切 &E€ 如 (人 ,成 立 著 
: uw (9) ~ NE gEQ,. 

再 由 (8-4.20) 得 浏 (3.4:19).。 

反之 , 禹 %(*) 是 日 上 取 值 为 Hy 中 丁 算 子 的 可 测 醒 数 ， 利 用 
(3-4-19) 作 出 FF', 那 末 F' 是 2(Q) 到 串 ( 全 的 西 算 子 .由 于 算 
于 W)C)E(), EM(@) 适合 (3-4-22) ,因此 (3.4.21) 
也 刻 立 , 这 就 证 明了 了 王 是 另 - 一 Fourier 这 攀 ， 襄 上 毕 . 

利用 定理 3.4.5 和 3.4.6 知道 , 相应 于 同一 对 惕 0, 父 ) 及 同 
一 映照 (3.4 和 的 一 般 Fourier 变换 了 "具有 形式 : 


(pp PED uD ol a 
Ag) * 


£ €E QF (0), (3.4.23) 
这 里 的 图 数 wf*) 和 2(.; 四 的 意义 昂 人 3.4.18) 与 (3.4.19)， 
现在 我 们 来 建立 对 偶 测 度 空间 的 某 种 意义 下 的 唯一 性 定 理 ， 
Dn 这 里 候 酸 映照 (3-4: 必 对 玉 与 了 来 河 孝 县 一 样 的 ， 
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定理 3.4.7 珊 员 = (G, 如, 凡 ) 是 关于 甸 拟 不 变 的 .上 般 循 环 
的 可 局 部 化 测度 空间 , 后 = 但, 站 入 和 二 (他 镶 ', 9) 分 别 半 
于 岛 和 岛 是 的 不 变 的 可 局 部 化 测度 空间 ,而 且 (8, 全 与 (02', 全 
都 是 (2,， 贸 ) 的 对 惕 ， 涛 未 这 两 个 测度 室 间 8 各 是 等 价 的 ， 

让 】 相应 于 (内 人 @) ,定义 3.4.3 中 的 多 页 (.) ,也 ,UV (hh) 
等 分 别 记 为 &', 天 (天 等 ， 作 嘻 ( 内 到 对 (全 ) 的 酝 算 
于 

Q=F'F-!, 

那 末 @ 了 (由 人 = 站 .由 于 丽 数 族人 (hE 加 与 人 MCRE 四) 
分 别 成 为 ,6 上 的 决定 集 , 算 子 族 从 (14E 仪 及 人 "DIAE@ 
分 别 张 成 好 (全 与 吕 ( 人 A) 上 的 葬 法 算 子 代数 入 与 外 ,容易 清 
出 {@4Q71|4E8} 是 您 (好 ) 上 的 交换 弱 阴 算 子 代数 而 且 包 
合 {0 ES}, 因此 {Q4Q@-!+4E€ 朋 } 二 仙 ， 类 似 地 可 通明 
{@AQ"|AE 和 Nc， 因此 日 实现 了 名 (BB) 上 乘法 算 子 代数 寻 与 
对 (@) 上 乘法 算 子 代数 向 的 西 等 价 , 根据 定理 2.4. 叶 :与 必 是 
等 价 的 ， 诅 毕 . 

类 八 地 也 有 下 面 的 定理 . 

定理 3.4.8 发 (G, 轴 , jw) ，(G', 入 ', po) 是 两 个 关于 甸 拟 不 
变 的 此 般 循 环 可 局 部 化 测度 妆 间 ,而 且 宅 人 箱 相互 等 价 , 那 末 它们 有 
共 周 的 对 偶 调 度 空间 . 

“I 注 1] 我 们 再 考察 定义 3.4.2 中 映照 (3.4.4) 的 “唯一 性 ”， 
届 六 关于 久 是 通 历 的 ， 考 除去 映照 (83.4.4 外 叉 有 贸 到 ( 识 中 的 
另 一 周 术 配 照 

hh (9g), 9EG， (8.4.24) 
而 且 它 也 适合 条 件 (8-4: 辐 ， 换 徊 语 床 , 拟 特 征 标 及 (与 h'(.) 部 
出 总 上司 一 特征 标 

Bya (hy), EG 
由 有 的 逗 历 竺 , 根据 $ 3.2 第 二 疏 IIL， 存在 常数 e ( 内 《下 依 瑚 于 


re EE rp dO 
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四 ,jel 局 | 一 1, 使 得 
: 天 (的 =0 Dh, FEQ. (3.4.25) 
由 于 (3:4- 失 和 (3 和 4.24) 都 是 同 态 映照 , cf ,及 E 信 是 全 上 的 特 
征 标 ， z | 
如 果 相 应 于 有 yhW(.), 有 Fourier 变换 FF, 使 得 算 子 加 ' (8) 
一 (有 PI 有 CE 们 的 形式 是 
ODE GO ROE FEG, EENR(B), (3.4.26) 
闭 末 由 (8.4.24) , (3.4.25) , (8.4: 介 , 容易 算出 , 当 ,7 ER2(6) 
时 ， 
0 
由 此 易 昂 ,特征 标 0 ,hE 按 甸 上 的 -拓扑 是 连 炽 的 ， 假 如 
;上 每 个 按 ww- 拓扑 连 绪 的 特征 标 都 可 久 延 拓 成 品 上 关于 名 的 所 
奉 征 闻 , 那 末 就 有 aoEGm, 使 
(有 一 区 (从 ，2EG. 
因此 由 (8.4. 闪 得 到 z 
VF = (DBO mid). (8 4,27) 
反之 , 任 取 mEGr, 利用 (8- 和 :外 ) 作出 如 (.), 那 来 映照 
(8- 和 -24) 适合 定理 8:4-23 的 条 件 ， 而且 相 应 欧 Fourier 变换 
一 QFr, 这 里 / 


z z TE z z 
(QE) (9) 一 (Go 人 Y ha, e EMAQ), (3.4.28) 


如 果 口 是 对 上 的 特征 标 全 体 , 名 是 弱 Berel 集 所 成 的 o- 代 
数 , 而 无 (分 = 了 (于 未 ; 基 需 假 识 台 甘于 簿 移 子 群 仿 是 通 历 的 ， 
就 知道 (83-4 她} 矶 立 , 而 且 cE 合 ， 如 果 这 时 相应 于 (3.4.24) 帮 在 


”着 Foorier 变换 到 ， 那 未 利用 定理 3.4.7 的 证 法 可 以 证明 e 是 


(G, 秃 , 各 的 拟 不 变 点 、 
[ 福 :为 寺 名 测度 空间 不 一 定 是 唯一 的 Ea 是 区 ) 
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的 对 偶 , 相 应 的 Fourier 变换 如 为 交 ， 珊 应 是 (@, 售 上 的 另 一 测 
座 而 耳 使 总 与 全 = (人 ,向 , 四) 等 价 , 那 未 无 需 改 变 映 照 (3.4. 列 ) ， 


但 .4.25) , (8.4.26), 就 知道 (Q', 岛 ) 也 是 ( 旭 , 加 的 对 偶而 且 相 应 


的 Fourier 恋 刚 FF' 的 形式 是 


Apt) i 
pr IF yr (8-4.29) 


我 们 再 留意 车 在 多 上 到 jo- 拓扑 而 在 多 一 倒 () | 及 ES} 上 取 


-拓扑 , 那 末 映照 (3.4. 分 是 轧 到 区 的 拓扑 上 映照。 

事实 上 , 当 5EIRG) 时 ， 

[CODE =E 6) —1) FEl, | 

而 上 式 左 ,有 两 边 分 别 是 定义 伪 上 jw- 拓 盾 与 多 上 所- 拓 提 的 全 醒 
教 ,因此 (3.4. 人 是 拓扑 联 照 . 

[ 例 8.4. 和 发 G 是 交换 的 局 部 紧 拓 盾 群 , Q@ 一 (G, 好，m) 是 
Haar 测度 空间 ， 妈 设 人 FY 是 G 的 对 偶 群 ( 它 按 强 拓扑 成 为 局 部 紧 
群 ) , Q* 一 《GY*, 3*，p") 是 Haar 测度 空间 。 那 末 他 是 8 的 对 偶 


浏 度 窗 间 , 而 且 适 当地 将 就 范 后 ,及 M) 到 世 0 ) 的 二- 


Fourier 变换 Po, 使 得 当 FEIICQ) 站 2(Q) 时 ， 
Folf)=J, (8.4.30) 
这 里 郑 的 意义 见 (3.3.43)， 

【 亦 了 根据 例 3.3.2， Ge 是 人 的 讲 嫩 . 由 例 3.4.8， 关于 
平移 全 是 循环 的 ， 青 根据 例 3.2.6, HG*, 必 是 Gr* 中 的 Borel 
集 公 体 ,利用 条 8.4.4, 在 (Gr*, 信 ) 上 存在 可 局 部 化 测度 久 , 它 是 关 
于 于 移 G 拟 不 变 的 , 而 且 台 = (6", 急 , 有 成 为 0 的 对 介 测 度 空 
间 ， 这 时 则 态 上 映照 (3.4.4) 成 为 
jz， vc 人 (8.4.81) 

敲 再 是 相应 于 总 长 及 同 访 映照 (3.4.31) 的 任 一 Ls-Fourier 
变换 , 设 6,%9E 2(2), 则 当 hE 久 "时 ， 


加 网 全 ~ | “EPE (a) Prt) apo). 
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任 取 aE 王 (9) Nn I2X0), 将 上 式 酚 边 乘 以 a( 有 ,并 对 积分 之 ， 
注意 到 (3.3.43) 我 们 得 着 
(as 由 一 人 Blo) FE la) Fa) dh (a). (3.4.82) 
因此 当 a EZ 八 (44) 时 ， 
Flaxé) (a) ~ (a) FE Cm) (8.4.88) 
任 取 4,5E C9) N12(9), 根据 引 理 1.1'14, 有 如 E 玉 (站 使 
limlaxé, — cals =liml|6*é.— bla—0, 
因此 由 (3.4.82) 知道 
用 (3.4.34) 可 知 当 GE 这 人) 从 (9) 时 ， 
Fo(a)b(a) = Fh(a)é(a), (8.4:.35) 
我 们 注意 ,要 据 定理 3.2.6, 当 志 ED) 时 ,二 (o) 是 @ 上 的 
连结 机 数 , 如 果 专 不 几乎 处 处 为 0, 由 (3.3.44), (aq) 不 恒 为 0, 因 
此 |é(a) [在昌 的 某 个 开 集 0 上 大 于 一 确定 正 数 6, 我 们 再 留 汐 当 
EEIA(D) 而 4 aEG 时 ， : 
| Datang) Ela, 
因此 对 每 个 xEG', 必 有 《EE 政 (9) nC9), 使 |E(@) | 在 xz 的 革 
个 环境 中 的 下 界 大 于 0。 由 是 易 知 车 合 员 ' 是 为 中 满足 条 件 : 
有 一 列 {9 迄 上 LW2) 站 二) 使 
Hc LJ {alé Co) 藉 中 ~ (8.4.36) 
的 集 瑟 公休 所 成 的 集 族 ， 那 末 疙 中 的 紧 集 及 EV3'， 然 而 显然 3 
是 o- 环 ,因此 人 GY 中 由 紧 集 全 体 张 成 的 ec- 环 见 "于 妇 / 
对 于 万 E 和 8', 合 {es} 是 使 (3.4.86) 成 立 的 夯 数 冯 , 我 们 作 古 


上 的 可 测 画 数 wp 如 下 : 


当 杀 (人 g 关 0 时， 
wa) ~ (8.4.37) 
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根据 (3.4.35) 易 知 ws (lo) (除去 一 个 堵 集 中 点 外 ) 有 确定 的 意义 ， 
而 且 除 去 在 一 老 集 上 的 画 数 值 外 与 {0,} 的 选取 无 美 ， 及 由 
(3.4.385)，(8-4.87) 易 知 当 下 是 8' 中 另 一 集 时 , 对 几乎 所 有 的 
zx 石门 上 二， 成立 奉 
Wp (lo) = (0). (3.4.38) 
下 面具 要 用 天 好 中 的 五 和 了 .在 (由 ) 上 作 集 副 数 J 如下: 
当 吾 所 由 时 ， 


p(B) —| ea [9p (a). (3.4.89) 
由 (3.4.88) 容易 参 诈 4G ， 对 ,jz ) 是 测 嵌 空间 . 
又 由 (3-4.34),(3.4-8 四 和 (3.4.37) 容 易 验 证 : 当 £, 16 Lt(0) 
NCO) 时 ， 
ar- Fé) FH) df ea) 


=|, ERajar .84-40) 
令 诈 吾 一 价 |nE 亚 (OP(9)] 在 了 2(G", 对 mw) 中 稠密 ， 
事实 上 ,车 丰 E 王 (G"， 3", jp) ，E 上 万, 那 末 当 ETI(0) NP(0) 
时 ， 
| WRadp a) ~0, 
然而 30 D)) EC9) NI2(9), 又 有 
| #0 a Re a (0) -0. 


因为 公 ( 有 ,有 EQ} 是 【人 , 由 上 的 决定 集 , 由 引 理 二. 和 6, 成 知 
Ea) 舍 (la) 光平 外 处 为 0, 因此 Eta 几乎 处 处 为 需 , 所 及 五 在 
Ta(G*, 姐 '，p 中 稠密 由 (8.4.40) 知道 映照 Bo: 和 法 可 以 
延 拓 成 了 2( 吕 ; 济世 (G*, 对，H) 的 丁 映 腿 ， 双 由 于 当 ED (0) 
用 天 (人 时 ， 
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Poy (Elo) = x (DE (9) aap (9) 
一 上 fax) = Fé (ax™!), (8.4:.41) 
从 13.4.401 (3.4.41) 知道 


[eao5aawo -| SH os 


-| Slax Fax I afle). 


出 此 易 知 y' 是 不 变 测 度 , 由 前 所 述 有 ED (8) 六 (9)， 使 ta) 
在 G* 的 某 个 环境 口中 |2(@) |>1., 因此 由 (8.4 和) 得 到 


w 0O) < él ape) =| 1€ 09) [dnlg) <o0, 


所 以 u' 是 局 部 有 限 的 ,因此 后 是 Haar 测 论 .再 由 {8.44 各) 易 姓 
五 0 .是 上 ,Bourier 变换 .， 评 些 ， z 

E 河 3 .4.5] 设 /=( 乓 ,和 ,jp) 是 关于 芳 拟 不 变 的 让 般 循 
环 的 可 局 部 化 测度 宏 间 , ( 岂 ， 鲍 ) 是 它 的 对 偶 , 1=1, 2, … 是 有 限 
个 或 可 列 个 指标 ,分 省 是 X 太 上 如 下 的 变换 及 公 体 : 存 在 有 限 个 
涩 间 岂 及 及 毛 思 [== 二， 2, …, WW 使 当 gg 一 和 i J nl 
ED t=l1, 2,**, NH, 

hg = {hg °°) finn Psst Gat *}. z 

类 似 地 定义 入 那 末 9= X 从 是 关于 全 拟 不 变 的 全 服 特 
环 的 可 局 部 化 测度 空间 ， 而 且 (X 2 岛 ) 是 它 的 对 偶 ， 

葡 明 从 格 ， 


3? 所 历 基 度 空 间 的 对 偶 划 度 空 阐 
”下 理 3.4.9 发 中 = (G, 由 ,由 是 关于 变换 群 作 拟 不 变 的 可 
局 部 化 测度 空间 , 车 EP 卫 s 为 骂 (0) 中 在 五 外 竹 为 零 的 画 
数 全 体 所 成 的 关子 空 间 , 那 末 轧 下 为 关于 包 的 拟 不 变 集 的 充 要 条 
件 是 Ha 对 群 寻 = 人 证 ( 闪 1hE 二 不 变 ，、 


【证 】 识 8 是 拟 不 变 集 , 任 取 pgEHs， 这 时 NBE 轩 也 是 


Tl 


1 it ee, | 
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所 不 变 集 ， 当 有 E 久 时 , 对 几乎 所 有 的 gEGNB, gEGN 上 BB. 因 
此 / 


可由 六 的 -OODMYS -0 


对 儿 乎 所 有 的 9EGN\ 成 立 , 序 UR ypE Hy. 这 就 本 明了 Hs 
对 群 1 的 不 变性 . 
反之 , 坑 忆 E 妈 而 和 且 及 s 对 群 仙 不 变 ， 若 忆 不 是 拟 不 变 集 ， 
必 有 hE, 使 ABN\B 不 是 凡 回 集 , 因此 有 测度 有 限 集 百 EW， 
司 0B <oo, 0<n(hE <o0, ECB, hECAB" BB, 这 样 ， 
旦 的 特征 加 数 Oa(*) E 互 a， 然而 


(UY) Os) (9) = Op 9) 9 -sO Ve. 


当 gEhEBCGNBNH, (UR On) (9) 0, 因此 URICgE Dy. 这 
和 五 s 对 群 1 的 不 变性 予 拓 ,因此 B 是 所 不 变 集 . 

系 3-4:10 在 引 理 3.4.1 假设 下 , 倒 陡 为 态 ( 人 0) 上 由 乘法 代 
数 跑 (0) 及 站 = 侣 (及 |8E 如 强 刻 的 最 小 弱 朋 算 子 代数 ， 那 末 个 
关于 包 带 历 的 充分 而 生 必 要 条 件 是 于 为 因子 . 而 怠 关 于 名 弱 静 
历 的 充 要 条 件 是 型 的 中 心 儿 有 可 列 可 分 解 的 投影 算 子 ， 
”定理 3.4.11 设 介 是 关于 甸 拟 不 变 的 地 循环 可 局 部 化 测 
度 空 间 , (6, 全) 是 (9, @) 的 对 但, 及 证 Q 关于 臣 是 正规 的 , 若 马 
关于 生 是 逼 历 的 , 则 台 关 于 仿 也 是 汤 万 的 . 

” 【起 】 如 果 马 关于 色 丰 是 源 历 的 , 必 有 真 E 作 ; 它 关 于 多 拟 
不 变 , 而 且 扩 (六 地 0, 扩 GN 便 子 0， 合 瑟 $ 为 避 ( 辐 中 在 人 ~、 全 
上 等 于 堆 的 向 量 值 西数 全 体 所 张 成 的 阳 子 室 间 ， 那 末 

(0) Hi #0). {人 3: 生 . 42) 
根据 引 理 3.4.9， 互 3 是 一 切 算 子 本 (x) , xX 久 , 的 不 变 子 宏 间 , 显 
然 也 是 算 于 一 2z(.; EC) 的 不 变 于 空间 , 由 (8.4.18)， 
广 (@) 一 za UB ,gE GY ,因此 瑟 $ 是 一 切 算 了 于 六 (@), EG， 


188 具 拟 趟 变 测 座 的 群 上 秽 和 分 析 [第 三 举 


的 不 变 了 于 定 间 ， 取 显然 HB 也 是 (及 ,有 hE, 的 不 变 于 空间 . 

记 吾 ~ 了 了 188, 那 末 瑟 是 也 (2 的 于 和 村 性子 空 央 而 且 关 于 
群 1,8 都 是 不 变 的 , 记 卫 为 下 ( 四 到 及 的 投影 算 子 , 那 未 PEW'. 
由 于 人 是 如 上 的 闫 定 人 入, 而 且 QQ 是 可 局 部 化 的 ; 因此 至 张 成 乘 
法 代数 中 而 且 喷 是 极 大 交换 和 的， 因此 3'= 跑 '= 钢 . 郭 得 PE 驶 . 
肥 PEW, 利用 系 3.4.10, U 及 驱 张 成 的 代数 于 是 因子 . 因此 
PEMNM', 而 得 P=0 或 IT， 这 和 (3.4.42) 冲突 .因此 马 关 于 
售 是 源 历 的 、 诈 毕 . 

-一 般 部 来 ,定理 3.4.1L 的 渤 不 展 , 举 例如 下 : 

[ 例 8.4:6] 设 刀 是 代 有 了 廿 个 元 束 4， 时 的 属 , 4 志 8, 人 二 9. 
吊 为 如 的 子 集 个体 , 以为 器 上 的 测度 , (fge， 6)) 一 2, pj({0}) 
一 (12}) 一 二 ,jw( 空 个 ) 一 0， 妈 合生 为 单位 元 6 所 张 成 的 单元 素 
子 群 . 多 是 人 上 的 一 切 模 为 1 的 尔 数 全 体 . 这 时 (G ,好 ,站 ) 是 关于 
检 移 名 不 变 的 二 般 循 环 的 、 正规 的 有 由 测 度 空 间 , 然而 上/ 不 是 沁 
历 的 . 事实 上 ,单元 案 集 14，{e] 都 是 非 平 凡 的 拟 不 变 集 ,这 时 由 
区 导出 仿 上 唯一 的 特征 标 二 因此 有 对 避 测 度 空间 (@, 外 , 局 如 
下 : 父 为 董 位 元 站 粗 成 的 单元 素 群 ,外 只 有 { 合 与 空 集 , 语 CH{ 时 ) ==1， 
让 ( 空 集 ) 一 0, 意 为 恒 等 变换 ，、 这 时 ( 亿 , 钨 , 站 关于 访 是 通 历 调度 
空间 .这 疼 明 了 不 是 通 历 测度 的 拟 不 变 测 度 可 能 具有 遥 历 的 对 惯 
洱 座 ， z 

然而 当 5=1 时 ,定理 8.4.11 的 逆 定 型 成 立 ， 

定理 38.4.12 设 自 是 基于 久 拟 不 变 的 ,正规 的 , 循环 的 可 局 
部 化 测度 空间 , (8, 他 是 人 9， 鸭 ) 的 对 偶 ， 若 号 关于 外 是 通 历 的 
可 局 部 化 测度 空间 ,期生 关于 入 也 是 还 历 的 . 

【 葡 】 仿照 定理 3.4.11 的 区 法 来 证明 本 定理 . 融 马 不 是 浙 历 
的 , 必 有 关于 名 拟 不 变 的 集 BE 叶 , 而 有 征 请 ( 吾 ) 天 0 ww(G\B) 2*0. 
全 五 为 (0) 中 在 GNB 外 概 为 雾 的 匣 数 全 体 , 那 末 吾 是 忆 和 
小 榴 未 变 子 空间 ,而 且 
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(OO) FAHo (0). (4:43) 
合 = 了 Hs, 则 备 是 好 凤 ) 一 2(@) 的 朋 称 性子 空 间 , 而 且 关 于 
和 群 革 = 过 (由 RE 时 及 煞 ={ 广 (a) |nE G9} 是 所 不 变 的 , 合 @ 为 
和 (全 到 总 的 投影 算 子 ,用 鸡 表 示 和 上 乘法 代数 ,由 于 定 多 3.4.3 
中 色 是 决定 集 , 根 据 $2-4, 介 张 成 辟 , 但 和 是 可 局 部 化 的 ,所 以 骂 
是 极 大 变换 的 . 因此 入 = 证 = 禾 ， 当 waEGe， z(9; 四 是 (3.4.18) 
中 图 数 {由 于 =1, 这 时 是 数值 画 数 ) 时 , 算 于 E92(.; oq)E(.) 局 
于 坊 . .因此 由 (人 ) 一 z(-; Q) - 坊 (a) 得 知 久光 于 这 (17E 便 
是 不 变 的 ， 因 此 QE 全 (|x€ 全 '， 车 记 贫 和 二 (|xE 创 强 
成 的 算 子 代数 为 局 , 根据 系 8.4.10, 由 名 的 台历 性 推出 作为 因 
子 ， 然 而 虹 E 弄 , @E 开 I',， 所 以 量 或 是 口 或 是 IT， 这 和 (3:4.43) 
矛盾 ,因而 0 关于 名 是 到 历 的 .定理 证 比 . 
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下 面 特别 考察 对 偶 测 度 为 有 限 测度 的 人 情况. 
由 于 og- 有 限 测 上 典 等 价 于 有限 测度 , 下面 一 些 业 果 可 以 很 容易 
地 推广 济 o- 有 限 测 度 . | 
定义 3.4.4 蔽 癌 一 (好 , 好 , 1) 是 关于 名 拟 不 变 的 可 局 部 化 
测度 空间 . 设 pe 人 五。 为 到 中 和 包含 8 而 且 对 一 葬 
UCR) ,hE, 不 变 的 最 小 阴 子 空间 , 称 瑟 , 为 由 循环 元 gpg( 及 群 山 
生成 的 空间 ， 认 {gp;| 和 AE 兴 是 可 (9) 中 一 族 向 量 ,如 果 
: PP (0) ~ DOH,, 
而 且 画 数 
bv) = (UD) gp ps) ， hE (3'4.44) 
不 依 吉 于 X, 著 末 称 {p; | 入 © 习 为 循环 元 租 , 而 称 业 (如 为 (相应 于 
这 循环 元 条 的 ) 件 随 画 数 ， 称 (9f, 寻 , /中 是 关于 当量 点 珊 循 环 的 ， 
上 为 二 的 热 
05 和 忆 刘 一样, 当 北 二 1 时 ,和 为 由 稍 环 的 ， 
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定理 3.4.18 设 吕 =(G, 沿 , pp) 是 关于 全 拟 不 变 的 可 局 部 化 
浸 度 空间 ,如 果 如 关于 名 是 流亡 地 循环 的 , 那 未 介 关 于 名 是 裔 
循环 的 ， 反 之 , 车 L?(G, 办 ,是 可 析 的 , 而 和 且 介 关 于 伪 是 上 般 
循环 的 , 那 末 3 所 可 列 全 的 势 Ko, 而 且 介 关于 久 是 强 上 般 循 环 的 ， 
【二 】 如 果 存 在 德 环 元 得 {g;| 和 Ej, A 的 势 是 区 匀 是 
相应 于 变换 寿 立 的 算 子 代数 , 那 未 互 。 是 并 的 不 变 了 于 宏 闻 而 且 氏 
在 五。 中 有 循环 元 9,, 根据 系 2.4.9,8 在 .五 。 中 是 极 大 交换 的 . 
又 由 于 忻 随 两 数目 (5) ( 哟 (8.4.44)) 与 入 元 闫 ; 当 和 到, 和 A'E 
时 ,中 在 互 。 与 Hw 中 的 限制 是 西 等 价 的 . 事实 上 , 作 互 。 到 
Hi pa 的 贞 昭 以 i; 如 下 : 当 调和 所 十 ， Yr 是 小 ， 一 十， 2， 的 时， 
Us 之 2 (Rr) pa = FU At) Pats 
那 采 直人 3.4.44) ,我 们 得 到 
[aU Cn oad’ = Bh rd) a = | EdD (ww 下 (8-4.46) 
所 成 Ua 是 由 吾 ,, 的 秽 密 子 空间 和 UD) py | 加 马 进 } 到 Ho HH 
稠密 于 空间 {ZsD0 G4) pn| 加 EE 名} 的 等 距 米 性 映照 。 因 此 可 以 把 
Uw 暴 一 地 延 拓 成 如 w, 到 囊 。 上 的 西 算 子 , 而 且 这 时 UDOUR 
一 可 () . 因此 卸 在 吾 。 中 的 限制 与 并 在 五 ww 中 的 限制 是 西 等 价 
的 .根据 定义 3.4.3, 外 在 (中 具有 均匀 重复 诬 , 它 就 是 4 的 
势 . 加 
叉车 2 (QQ) 是 可 析 的 , 而 且 @ 关于 久 是 有 级 循环 的 , 那 未 存 
在 I2(Q) 中 的 防 子 空 沿 石 ,, EA 的 煞 是 人 及 , 宅 们 关于 中 是 不 
变 的 ,使 所 在 互 , 上 的 限制 为 极 大 交换 的 而 且 彼 此 相等 价 , 同 时 
z PO) -DBOH,. 
由 于 I2(0) 是 可 析 的 ， 而 且 好, 不 是 雳 亲 的 , 所 以 js<so, 而且 
这 些 五 ,也 都 是 可 析 的 , 根据 季 2.4.9, 对 在 互 , 中 有 循 永 元 .了 到 
定 XoEd, 在 五 , 中 任 取 虹 的 循 还 元 px 对 每 个 MEA, 7zjo， 
作 五 ,到 豆 , 的 本 算 子 刀 ,使 Fi DU,=0U(A). 记 px=Upa， 
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那 末 显然 pg 是 并 在 瑟 , 中 的 循环 元 , 换言之 , 吾 , == 吾 。, 而 且 这 
时 成 立 着 
CU CR) pa Ta) = CU HRI Up Up) 一 《区 (有 pa, pa) 

吕 {8'4.44) 所 定义 的 人 与 入 雹 美 ， 天 此 {1pxxE 4 是 循环 元 
得 ， 诅 毕 . / z 

特别 , 当 I2(0) 中 存在 9g 使 了 (0) 一 五 , 时, kv 是 循环 的 

定理 3.4.14 发 怠 一 (人 , 由, jv) 是 关于 各 所 不 变 的 强 天 毅 特 
环 测 论 空间 , 则 它 必 有 对 避 的 所 不 变 有 限 测度 空间 台 = 9, 人 名 ,各 ， 
而 且 以 的 健 随 丽 数 目 作 为 记 的 广义 特征 画 数 : 


=| ADARD, hES, (34-46) 


这 里 全 又 可 以 取 为 @ 按 &- 拓 扑 的 策 群 , 仿 可 取 做 了 Borel 集 至 
条 . " . | ， . : 

[证 】 改 {gi| 和 Ed} 是 日 的 一 铂 环 元 粗 , 汕 ( 和 各 是 相应 的 但 
随 西 数 ， 显然 , 由 (从 是 区 上 上 正定 夯 数 2， 而 且 
(0) 一 sp) 一 到 | 人 7 全 一 太 p 扫 (人 4. 条) 
从 不 等 式 (8.3.3) 知道 由 关于 A- 拓 井 是 连续 的 , 所 以 有 谐 群 全 及 
弱 Borel 集 全体 为 上 有 限 测 度 站, 使 (人 :4.4) 艳 立 ， 

取 上 办 Hiibert 空间 中 的 完备 就 范 直 交 有 季 如 | 入 EJ ,本 的 执 
是 我们 作出 (0) 到 吊 ( 台 ) 上 的 丁 上 映照 五 如 下 ; 任 取 和, …， 
A EA, A ss 如， 复数 Lg 本 上 -3 规定 

F(aU pn)— DubuD)on,. (3.4'48) 
那 未 五 是 等 距 上 映照 事实 了 上 ,由 (3.4.46) 得 到 
> 2 (hn) Das | 一 2 Zzay Var hoa) O42 


-|| 3, (9) 0 Pet ) . 


4u 参看 (3.4.45). 
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由 于 {9s|AEA} 是 循环 元 粗 , 形 如 如 z.0 (px 的 元 素 全 体 在 
2(G, 8, 育 中 是 傅 窗 的 ,又 因为 画 数 埃 世 (.) |hE 3} 是 (人 @, 多) 
的 决定 集 ,根据 引 理 11.6， 它 在 (全 中 黎 密 ,再 根据 红 : 工 第 一 
眉 , (3.4.48) 的 右边 的 画 数 全 体 在 侍 (9) 中 是 稠密 的 , 因此 我 倘 
将 五 唯一 地 延 拓 成 天 (的 到 骂 (Q) 上 的 西 映照 . 

记 D() 一 了 UWB， 从 {3.4.48) 看 出 ,对 于 形 如 

上 (人 一 > Za (及 Ga 
的 画 数 ,成 立 着 
(U (RE OF) =h NDE). 

再 根据 第 188 页 ,对 于 每 个 在 EE 世 rs, 外 按 久 上 的 ww- 所 站 : 回 秆 ,因此 
接 照 重 群 的 定 尺 有 使 E 好 .我 们 合 和 部 ' 序 是 久 , 那 末 仿 是 上 不 移 
变换 ， 下 面 完全 仿照 定理 8.4.8 的 浆 明 可 以 客 成 本 定理 的 浆 明 . 
证 上 替 . 

下 面 我 们 再 其 出 定理 3.4.14 的 道 . 

定理 3.4.15 设 (G, 加 , 内 是 关于 攻 拟 不 变 的 服 循 环 可 局 
部 化 测度 空间 , 如 果 有 e- 有 限 测度 空间 (@, 和, 及 ) 作为 它 的 对 个 
济 论 室 半 , 痢 末 它 必 是 强 般 第 环 的 ， 

[证 】 设 (@, 所 , 训 是 关于 久 拟 不 变 的 有 限 测 论 空 间 ，, 且 是 
(G, 区， 几 的 对 俩 测度 空间 、 裔 不 是 到 ( 人 , 旭 , 站 到 双人 ,全 , 衣 
上 上 的 Fourier 变换 ,全 {ex|xE 全 为 天 和 维 Hilbert 空 凤 地 ;中 的 完 
备 就 范 直 交 系 , 4 的 势 为 方 衣 w= 一 了 1e,, 那 末 fxE 全 是 
(G, 几 ， 由 关于 全 的 循环 元 粗 .事实 上 ,由 于 

Uh)p;, = CC, (3- 生 49) 
当 六 关 六 ,下 , 丰 后 已 时 ， 
(U prs To 一 | OO Co ov) af) =0. 
所 其 当 和 z 和 时， 百 。| How. 及 因为 形 如 也 zh (-)en 的 元 素 僵 
也 因为 呈 有 限 重 度 等 入 于 有 限 击 诺 。 
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体 在 媒 (G, 息 , 月 中 笛 窗 , 所 以 (Gf, 入 ,jo) 一 忆 四 HH。, 再 从 
(3-4.49) 知道 
$= UB) ps pa) =— he)e, os) ~ |, RO) AR) 

不 依赖 于 入 ,所 以 (G, 见 ， 只) 是 强 天 级 循环 的 性 毕 . 

下 面 葵 出 后 面 要 用 的 一 个 关于 空间 五 , 的 引进 。 

引 理 3.4-16 裔 9 一 (G, 妇 ， 1) 是 关于 色 拟 不 变 的 可 局 部 化 
测度 空间， 任 取 0%oE 下 (人 作 空 问 HH, (网 定义 3-:4.:3), 座 
全 忆 @， 那 末 ML。,(h) >0 的 充 要 条 件 是 西 算 于 序列 {J (hn)} 在 


五。 上 强 收 全 于 恒 等 算 子 . 


【 斋 】 充分 性 由 M,C) 一 全 一 五 go ，2o 芭 五 。， 站 部 
得 到 . / 
有 反之, 车 型 。( 人 一 0， 对 短 个 jp 扎 吾 。 和 下 数 8, 有 狼 E 信 以 
皮 孝 ME, t=1, 2， "**， 汪 4， 使 得 
I» — TU (gn po| < 三 (3.4.50) 
取 自 然 数 上访 , 使 当 8 关 交 时 ， 


MM, (Rr) < (3.4:61) 
2 2 | Ay | 


由 于 (3.4.50) 和 (3.4. 多 ) ,我 们 得 到 
FOB) -Dol<I00) -I 9 — SAD (gp 
tm) I< 


(在 上 式 的 证 明 过 程 中 利用 了 UIU (92) 一 DUCgw 0 (Ch,)) .区 上 毕 ， 
录 3.4.17 发生 一 人 站 ,由 是 关于 岛 拟 不 变 的 可 局 部 化 测 
诗 室 冯 , 又 设 3 关于 全 是 强 循 坏 的 , 而 且 以 go 为 循环 元 , 那 末 志 
上 的 凡 拓 填 等 价 于 旺 融 数 型 克 生 区， 导出 的 拓扑 ， 
【证 由 于 五。 一 严 (@)， 由 引 理 3.4.416 知道 ， 对 每 个 
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Pp ED), HH = 一 了 | 对 于 形 ,. (让 是 问 业 的， 由 此 
易 知 四 上 的 ji 拓扑 能 于 型 。 导 出 的 拓扑 ， 另 一 衣 面 , 对 。 导出 
的 拓 丰 显然 弱 于 -拓扑 ， 因 此 这 两 个 折 扑 一致. 

系 3.4.18 设 信 一 (人 f, 居 , uw), j=1,2, 是 关于 人 留 拟 不 变 
的 、 可 局 部 化 的 、 强 循环 的 测度 空间 , 又 误 ps, 4 一 1, 2， 分 别 是 它 
们 的 循环 元 。 包 


Ho = (| pg) Va ~ P(g) Va 2 ), he®, 


如 果 关于 ma 是 粮 对 连 芒 的 , 那 末 名 上 的 上 站 证 夯 形 由 人 站 于 
型 人 (让 是 连 秆 的 . 特别 ,如果 jm 与 ua 是 等 价 的 , 那 末 村 吕 (h) 与 
WH (Rh) 是 签 此 拓扑 等 价 的 ， 

系 8.4.18 是 柔 3:4:17 和 定理 2.4.13 的 直接 灶 果 ， 它 可 以 用 
来 刊 断 两 个 拟 不 变 测度 的 不 等 价 性 ， 


Lh hb | 


第 四 章 。 克 性 拓 扩 空间 上 的 
拟 不 变 测度 及 调和 分 析 


”入 性 拓 掉 空间 可 以 看 成 榨 加 法 所 成 的 一 类 交换 拓扑 群 ， 因 此 
名 性 拓 盾 室 问 上 的 拟 不 变 测 底 的 理论 可 以 看 成 群 上 拟 不 变 测 诬 理 
验 药 特殊 情况 .然而 由 于 欧 伺 拓扑 空间 多 了 一 个 “ 数 匀 ” 的 运算 ， 
就 发 上 生 了 许多 新 的 情况 .本 音 科 琢 第 三 章 中 的 一 些 概 念 及 铺 果 在 
炽 性 宏 间 博 九 下 所 应 考虑 的 特有 的 问题 ， 其 中 有 许多 博 台 得 到 了 
比较 完善 的 业 果 . 应 误 说 明 , 看 来 对 拟 不 变 测 度 理论 来 说 ,重要 的 
部 分 或 应 用 可 能 性 较 大 的 部 分 却 是 炙 性 拓 挤 空 铝 的 情 吏 ， 例 如 在 
量子 场 洽 或 随机 过 程 、 广 义 随机 过 程 等 方面 部 是 和 粮 住 所 半 宏 卫 
上 拆 不 变 测 庶 理 给 有 过 多 联系 的 . | 

”在 $4.1 中 我 们 着 重 研究 如 何 决 定 拟 不 变 太 性 子 空间 上 邮 
s_ 拟 距 启 所 导出 的 拓 和 ， 在 $4-2 中 相应 于 拟 特 征 标的 概念 ,我 们 
讨 瞪 了 拟 芝 性 泛 画 的 概念 ， 妈 由 于 工 -Fourier 变 挽 理 窒 对 条 性 
拓扑 容 半 情况 无 需 作 很 大 的 改变 ,所 以 只 盘 略 地 在 84.2 中 担 了 -~- 
下 . 在 84.3 中 我 们 壮 重 村 惟 三 个 天 题 : 一 纺 性 泛 汞 空间 的 柱 测 
度 的 可 列 可 加 性 ,这 个 概念 和 Segal[3] , [ 征 ， 上 6] 的 交换 能 分 布 概 
念 有 过 多 联系 ， 二 、 核 空间 上 正定 连 态 活 画 的 表示 定理 ;这 和 是 猎 性 
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拓扑 闪 间 上 调和 分 析 的 一 个 比 较 重要 的 业 淋 ， 三 、 广义 随机 过 得 
的 测度 论 基 础 


§ 44:1 线性 拓扑 空间 上 的 拟 不 变调 度 


1” 氢 不 交角 性 空 二 上 的 拟 开 敲 
我 们 先 介 和 一 些 概念 . 
定义 4.f 设 引 = (G, 妇 ， 四 是 测 诬 空间 , 华 是 怠 上 的 一 族 
可 测 变 换 所 成 的 变换 群 5, 而 且 在 芒 上 定义 了 '“ 数 滋 使 敬 成 为 从 
性 空间 , 那 未 称 包 是 如 土 的 可 油 变 换 多 性 空间 . 妇 果 只 双 是 有 限 
测度 空间 ,而 和 且 全 上 的 泛 融 ? 


Mh =—(| (Va TH VY?) , hEG, (4:1.l) 


是 世上 的 拟 连 粮 丽 数 , 凤 对 每 个 及 CE 名 ,前 1( 太 ) 是 市 一 ce 二 三 co， 
的 回炉 加 数 , 那 未 称 测 座 空间 机 关于 岂 是 拟 连 秆 的 ， : 

引 理 4:1:1 裔 人 = (9, 轩 , j) 基 测 府 窗 阅 , 久 是 其 上 的 一 埃 
可 测 变 换 所 成 的 入 性 空间 ， 当 jp EF(9, 办 ,jp) 时 , 作 总 上 的 凸 
证 亢 


MD (| og Va Va ), 
/ hE 多 . (4:1:2)- 
设 及 ,有 是 名 上 的 拟人 连 粮 泛 画 。 作 当 上 的 是 活 图 
: R, (NA) = (| em 有声 ) say), (4.1:3) 


那 末 久 按 不 变 拟 距 离 pe (加, 有 2) 一 忆 , (各 一 h)， 加 aE 蔬 ; 股 为 入 

福 拟 距 效 空间 ， 特 别 , 当 02 关于 甸 拟 连 粮 时 ,全 挡 (ia ha) 成 

为 纹 性 拟 距 离 空 间 . 
[ 址 】 容易 看 出 MW) 满足 引 理 I1.23 中 对 于 证 画 有 到 从) 


D 才 生 当天 外野 ,9E 妆 时 疏 到 和 韶 为 下 HH 了 莽 了 有 让 二 4D 为 人 一 二 
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所 加 的 三 个 条 件 . 因此 由 引 理 工 T.2， ,5 按 po ;,") 成 为 下 性 拟 
焉 离 容 间 ， 诈 毕 . 

此 后 如 果 不 另 外 声明 , 总 大 把 @ 署 成 按 oa (部 ”一 卫 的 粮 性 
拟 距 离 空 中 pa 称 做 志 上 的 s- 扒 距离 . 

定义 4.1.2 屋 企 = (好 , 风门 是 测度 空间 , @@ 是 马上 可 测 变 
换 所 成 的 米 性 空间 ,如果 对 每 个 加 EE 俐 , 加 去 0， 必 有 昌 上 的 实 可 
滑 锣 数 也, 使 得 对 几乎 所 有 的 gEQ, 等 式 - 

Fig9itho) 一 大 (的 十; { 生 - 苷 ,44) 

成 立 , 那 未 称 介 关于 人 瑟 为 隔 闪 的 . z 

例如 当 如 是 交 性 安 间 ， 久 是 昌 的 粮 性 子 室 则 ,人 祝 是 好 上 的 
一 族 入 性 泛 图 , 而 且 当 及 CE 名 ,及 关 0, 时 有 了 E 宫 , 使 fh) 大 0， 肥 
发 航 为 由 他 的 于 集 糙 成 的 而 且 使 各 关于 (他 , 好 ) 可 测 的 最 小 o- 代 
数 , 几 是 (@, 男 ) 上 的 任何 测度 , 那 末 (G, 加 , jw) 关于 平移 留 症 隔 
离 的 . z 

定理 4:1.2 堆 磊 零 的 有 限 测 度 宏 间 避 = (好 , 区， 四) 关于 可 测 
变换 粮 性 空间 人 @ 是 隔 闪 的 、 拟 连 冲 的 ， 那 未 盏 按 pi(h, 局 ), 且 ， 
hn 扎 省, 成 为 多 性 距离 空间 . | 

【证 】 根据 引 理 4'1'1， 只 要 仁 朋 是 距离 ， 也 就 是 只 要 总 
明 当 大半 0 时 (4) >>0 好 了 ， 

设 和 握力 ,各 浆 0, 然而 本 (J0) 二 0， 由 (4::3) 及 H(to) 对 
的 连 米 性 易 知 ， 对 一 加 1>>0， 于 (1w) =0， 然 而 由 于 Ma 一 大) 
一 Mtho), 所 以 对 一 切实 数 二 Mi (tio) 一 分 ， 罕 电 和 咎 出 Wa 三 记 ， 

当 一 oo<t<o0, 月 E 寻 时 ， (十 析 0) = (BB) (4:1:D) 
有 于 旨 关 于 省 是 隔离 的 ， 有 使 等 式 (4- 工 ,4 成 立 的 ，。 利用 这 个 
图 数 了 , 作 G 到 韦 米 的 可 测 映 照 y 二 f(g)，g EQ， 又 作 直线 上 的 
Borel 测度 pz 如 下 :对 于 直 和 区 上 的 Borel 集 B, 规定 

aa) 一 人) 


198 焙 狂 拓扑 空间 芋 的 氢 不 变 测 度 及 黄 和 和 髓 本 tL 第 四 章 
由 (和 :4), 当 吕 是 Borel 策 了 时， 六 1) 十 tho 与 1B 十 认 只 相 
着 一 个 wp- 零 介 ， 国 此 从 他 江 : 拓 得 知 
当 一 co<t<coe 时 ， mm(B+ 一 p(B), 

即 ma 是 实数 直线 上 的 平移 不 变 的 Borel 测度 jm 必须 是 Lebe- 
路 ae 一 度 溢 以 常 数 ,但 由 于 上 是 有 限 的 ( 非 等 的 ) ,所 以 uz 世 是 有 
限 的 (和 厘 雪 的) ， 这 是 矛盾 ， 因 此 户 是 距 高 。 证 毕 . 

我 们 六 意 ， 定 理 44:1:2 中 对 于 2 关于 沪 隔 离 的 假 训 不 能 除 
去 . - 
[ 例 4.f 1 设 侣 是 糯 性 空间 (水 正 一 个 间 量 )， 喘 只 有 两 个 
元 梁 : 避 与 空 集 0, 是 畴 上 的 测度: (的 一 1, (0) =0， 那 
未 (Gf, 多, jw) 关于 平移 弛 不 是 隔离 的 ， 这 时 对 一 如 天 GE 他 ， 
五 (下 0, , 


2 ”对 平移 拟 示 变 的 情况 


下 而 考察 G 是 粮 性 空间 的 情 殉 ， 设 (GF, 员 ， jw) 是 测度 空间 ， 
8 是 人 的 灵性 子 空 间 ， 如 果 (他 , 辕 , 1) 关 于 平移 个 为 拟 不 变 ( 拟 
不 变 及 拟 连 炉 的 ), 而 且 不 存在 全 的 米 性 子 空 间 多 一 3, @'¥ 贸 ， 
使 (G, 轴 ， pw) 关于 他 为 拟 不 变 ( 氢 不 变 及 拟 过 奈 ) 的 , 那 末 称 @ 为 
测度 空间 (G, 由 上) 的 极 大 拟 示 变 ( 拟 不 谈 及 拟 连 稿 ) 的 糖 性 子 肉 
间 , 
发 六 是 人 的 线性 子 空间 ,而 有 卫 对 一切 用 E 交 , 有 如 下 的 性 质 : 
= 人 A 
那 末 称 六 为 测度 空间 (G, 黄 , 多 ) 的 不 变 太 性子 空间 ，、 显 然 , 在 并 
上 s- 拟 距离 恒 为 0, 而 且 存 在 着 最 大 的 不 变 粮 性 子 空间 , 刀 做 %. 
车 (G, 其, 几 ) 关 于 全 是 氢 不 变 拟 连 稿 的, 则 
SN sin(s, 0) =0, s EH). 
利用 Zorn 引 理 容易 证 明 : 当 如 是 粮 性 空间 , (@, 始 , 1) 是 测 
度 空间 了 时， 必然 存在 次 (GQ, 如，p) 的 极 大 拆 不 变 氢 让 粮 久 性 于 安 
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阅 当 ,而且 容 易 厦 出 tG ,加 ，) 的 极 大 不 变 子 空间 名 己 名 ， 
定理 4.1:3 慢 妇 是 线性 拓扑 室 间 ,， 吕 = MG 串 , 名 ) 是 有 限 的 
正则 珊瑚 空间 , 名 是 过 的 极 天 所 不 蛮 兵 拟 连 蒜 徐 竹子 空间 元 未 
久 按 拟 亚 离 pr(ha, 有 a) ,如 ,hs 5 首 , 成 为 完备 的 炎 性 拟 距 并 空间 . 
【证 】 只 要 诈 明 也 的 元 备 性 ， 尾 取 馈 中 按 记 的 基本 点 到 
人 慨 :} ， 取 自然 数列 {wj 入 过 mg 之 过 ry 之 :使 得 当 澡 , 二 mw 时 ， 


Ri (hn — hm) 一 -去 (4.1.6) 
记 j 为 直 粮 上 的 Lebesgue 测度 ,如 
水 一 上 as 一 和 > 六 OR » tt 《0， 1]|， 
那 采 由 (4, 革 6) 得 到 
pa As) Sedr| ohn ~ bons)? de. 
起 4 一 Jim 4 则 px( 人 一 0、 妈 起 @ 一 (0, 如 一 4， 那 末 对 每 个 
1EQ, 必 有 轴 使 得 当时 , iE (0, 本 一 必 , 朗 : 
/ MG 一 ia 二 天 一- 
因此 当 #E@ 时 ， 
> A (th — Fn) ) oo, 


所 以 {二 沾 按 拟 距离 Ma (和 一 名) ， 而 ， aE 包 , 是 基本 的 下 面 为 了 
书号 汾 恒 起 见 , 簿 写 w 为 

根据 定理 3.1:23 的 证 明 , 任意 取 定 而 EQ@, 必 有 襄 EG, 使 
po 的 性 何 环境 ( 按 忆 的 原来 的 拓扑 ) 六 必 含 及 加 } 的 于 列 。 因 


此 当 tEQ 时 ,th 的 环境 pa 中 必 合 有 {tg] 的 和 王 烈 ， 再 继 芒 利 


“用 定理 3.1.24 的 证 明 , 朗 知 当 #5 时， z 
lim M(t(hs— hn)) —0, 人 


- 


umn dl EE 
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全 总 为 台中 搞 引 所 未 变 的 点 生体 所 胞 的 群 ， 刀 其 是 使 
tho 毛 世 | 的 实数 二 全 体 ， 用 于 全 是 群 ， 所 以 tw 按 实数 加 法 也 成 
为 一 群 . 由 于 坑 4 捷 伪 1, 根据 引 理 3-1.26, 当 #E@ 时 ,ho 全 沪 ， 所 
以 @Ct， 令 起 是 山中 使 (17) 成 并 的 实数 tt 全 体 . 显然 成 
站 着 : z 
UC. ‘4*1:8) 
"全 诈 明 Qi 是 一 群 ， 
事实 .上 , 拉 ]1 消 足 尖 条 
Mi(h tt ha) < Mith) + Ma thy), A, Rs 1, 
一 于 1 一 各 ， 矶 所 总 
者 如 ， tf9 ER 居 由 (4:1.9)， 
lim Mi (tf1+ to) (Rr— Po) ) 
<lim Ma (hin — Jo)) + lim Mu (ta (fn — ho) 
得 知 碳 二 EQ， 类似 地 ,车 iE 久 , 则 一 托 鳃 因此 全 成 为 群 . 
再 由 导 *:1-8) 得 知 


(4:1.9) 


Q— HQC. (4'1.10) 
由 于 Lebesgue 测度 jm 是 不 变 测度 而 且 ma(Q@)>0， 由 定 
表 3.1"18 的 放 明 看 出 @ 一 包含 着 站 焰 上 0 的 环境 ， 从 (4.1.10) 
知道 @ 包含 着 直 儿 上 0 的 环境 ,例如 (一 $8, 8) ， 当 # 为 任 一 实数 
时 , 取 自 然 数 % 充 分 大 ,使 二 E《 一 8, 58), 因此 疡 EQ， 由 于 怨 是 
群 ,所 以 t 一 % 大 一 六 于 … 十 二 E@, 即 是 整个 实数 直 米 ,这 就 
是 襄 对 一 急 实 数 二 加 Eg@, 而 且 (他 江 : 仿 成立. 
会 留 是 偶 与 二 o| 一 co<t<co} 的 糖 性 和 . 今 坦 凡 关 于 线性 
襟 间 @' 是 拟 不 变 、 拟 如 藏 的 、 事 实 上 ，@ 中 元 素 的 一 般 形式 是 
9 十 加 ho， 9 E 图 ,一 co<<co， 由 《4 民 : 站 ,这 时 点 列 信 甩 十 g， 
E=1, 2, “中 按 拟 距 克 Mi — ha), hi, ha 收 种 于 9 十 ho， 由 
于 wg 蕊 镶 己 1 粮 据 引 理 38.1.25, tio 十 9 E31， 又 由 前 让 ， 
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分 好 + 是 了 全) 中 包 合 ] 避 对 一 切 二 UU [让 十 门下 =1 ,2， … 
不 变 的 最 小 了 表 炉 性 于 空间 ， 这 时 西 算 子 披 列 {6 及 十 四 从 ,大 = 
1, 2,"…} 在 本 圭 强 收 化 于 Cioho 二 9) 站 .由 于 MMU( (for 十 加 
是 上 的 速 炉 画 数 ， 从 引 理 38.4.16 看 出 , 五 : 上 的 单 参 数 酉 算 子 矢 
{Ut 二 让 | 一 oo 之 tco} 是 强 连 种 的 . 因此 五 ; 是 可 析 的 ， 
而 且 对 性 何 £，%E Hit 的 疼 数 (DU (Goh 十 四 人 Et, 7 作为 连 炸 画 
梁 列 (Utttohx 十 由 站 ,中 的 极限 是 Lebesgue 可 测 的 .由 . 引 理 
1.38.2 知道 1 加 种 干 及 有 | 一 ce<tcol 是 五 上 的 强 连 车 音源 
数 西 算 子 群 ， 因 此 
Mi(ttomt 9 = (TC tg) 一 五 到 

是 1 的 连 种 画 数 .这 就 是 说 1 在 名 上 是 拟 连 蕊 的 , 

所 以 避 关 于 米 性 空间 名 是 拟 不 变 . 拟 连 车 的 . 由 于 人 一 并， 
以 雪 的 极 大 性 得 知 加 一 名 , 即席 皇 燥 、 风 作 江 站 碎 及 Lepesgne 
积分 的 控制 收 伐 定 理 知道 im pi(h, ho) 一 lim Rm 一 加 ) 一 0. 因 
此 留 是 完备 的 .证 毕 ， 

定理 4:1-4 改 弛 是 炉 性 拓扑 空间 , 攻 是 他 的 入 性 子 空 间 ， 
(好 , 急 , 太 ) 是 关于 名 拟 不 变 、 拟 连 芒 的 有 限 正则 测度 空间 ， 合 贸 
按 氢 距离 pi a) 襄 , 四 革 并 ,成 为 蕉 性 拟 亚 高 窑 间 , 那 末 
Zi 级) ,GE 他, 是 匠 上 的 连 灶 证 醋 ， 而 且 洲 人 SG | 

Pi (bn jo) 一 0 的 充 可 条 件 是 
lm M(t(h, ho) 一 0， —oo<t<o0, (41.11) 


[ 杜 】 未 妨 改 外 是 完备 的 ， 不 然 的话 , 把 外 扩张 为 极 大 的 拟 
不 变 、 拆 连 炽 冯 性 于 空间 ,这 样 ,根据 定理 4.1.8, 儿 就 是 完备 的 了 ， 
根据 引 [理工 2.8, 欲 证 了 1 (及 ,hE 人 @ 的 连 炉 性 ,只 要 证 明 M1(h)， 
hE 名, 是 下 牛 连 炽 的 好 了 、 任 取 {ho} 己 久 ,ho 如， 急 Ri (hn 一 所 ) 
一 0， 必 有 访 ,) 的 子 曾 令 w'} 使 
lim Mi (hh, 2 ~ lm Mn). 
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根据 定理 4:14.3 的 癣 明 ; 由 于 仇 v 按 距 离 pi 为 基本 的 , 必 有 
{hi) 的 子 列 {hw} 以 及 如 CE 独 , 征 得 对 一 切实 数 志 
~ lm Mth ~)) =—0, (4:1.12) 


由 于 pir 有 0) 一 0， 所 以 pi (J, 巾 ) =0。 因此 由 条 的 拟 连 秆 
性 ,对 一 切 t， 
一) 一 {4:1-18) 
大 ( 生 -1-12) 各 性 :1.18) 得 到 
Tm Mi (hn — Fn) ) —0. 
因此 z 
Mi Co) < lm CAM (hn) + AM (Chr — hn) ) 


= lim Mi (Ch) Hm NM, Chr) . 


这 就 证 明了 用 的 下 咎 巡 秆 性 、 因 此 Ma), ES, 基 过 和 炉 的 ， 

显然 (4.1:11) 是 pi (hh, 如) 一 0 的 充分 条 件 。 车 pi(hs, 加) 
一 0, 腌 由 于 名 按 五 是 各 性 距离 空间 , 对 任何 实数 pi (th tho) 
30, 根据 活 画 屠 1 (Rh) 的 连 钙 性 得 到 (二 *11)， 衣 替 ， 

定理 4:1:4 也 部 明了, 在 总 上 赴 拟 距离 于: ( 现 , hE 贸 , 导出 
的 拓扑 .GZ 比 册 拟 距离 px 导出 的 拓扑 F1 弱 . 更 进一步 , 9 与 
.73 间 有 如 下 的 关系 . 

定理 4.1.5 设 G 是 线性 安 间 ， 伪 是 的 名 性 子 空间 ， 
(G, 旭 ， 央 是 关于 平移 久 拟 不 变 、 拟 连 种 的 正则 、 有 限 测 度 空 间 . 
闭 末 名 于 由 s- 拟 距离 pa 入 出 的 拓 折 3 是 强 于 (内 M1(h), hE 饭 
导出 的 ) 拓 扑 .85 寿 旦 使 区 按 此 拓扑 7 成 为 线性 拓扑 空间 的 一 
切 拓 失 图 中 最 能 的 一 个 

【 主 】 只 要 话 明 满足 定理 中 条 件 的 拓扑 多 必然 比 .Zi 强 好 
了 , 这 时 jz (站 成 为 急 上 按 拓 扑 .7 的 连 灶 泛 画 、 设 {Ah,} 己 入， 
Bo 忆 儿 ,而 且 搂 照 拓 扑 了 ,点 列 倒 二 收复 于 有 如， 那 末 由 于 驴 按 .了 久 
成 为 名 性 拓 拓 空 赔 ; 对 一 切实 数 友 点 列 ft} 按 拓 盾 久 下 钙 王 
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场 "， 由 用 ; 对 .7 的 连 粹 件 知 道 (4:1.11) 成 立 ， 因 此 pi (2 fn) 
0 ”出 此 可 徊 多 上 比 久 1 强 . 证 毕 . 

下 面 再 来 比较 多 上 和 由 s- 氢 旺 启 导出 的 拓 提 .5 与 9 原 有 的 
拓扑 在 甸 上 导出 的 相对 拓扑 之 间 的 关系 . 

定理 4.1.6 改 好 是 线性 拓扑 空间 , 贸 是 映 的 矿 性 子 空间 ， 
(G, 见 ， 各 是 关于 全 拟 不 变 , 撤回 种 的 有 限 正 居 测 度 空 间 ， 那 末 
G 在 甸 上 导出 的 拓扑 上 比 鲁 按 s- 拟 臣 认 ps 导出 的 拓扑 .9 弱 ， 而 
且 人 中 有 紧 集 包含 名 中 0 的 接 拓 扩 9; 的 环境 

[ 广 】 根据 引 理 3.1.22, 必 有 终 中 紧 集 站 包含 车 轧 中 的 
( 搂 拓 托 .76 的 ) 需 的 环境 她 | Ma (人 < 一 se 有 E 人 }，e>0， 这 时 五 
包含 0 的 拓 朱 多 的 环境 信 |p1(h, 0) 二 5, hE 8}, 58>>0， 不 然 的 
话 , 有 一 列 {bs} 史 , pz (hin, 0) 之 二 而 加 七 及 ,然而 由 定理 41.4 
这 时 了 (pa 一 DO， 因此 有 使 于 it) 6, 对 这 样 的 n, hb 包 区 ， 
这 是 了 矛盾， 由 是 易 知 仿 ( 搂 拓扑 .Fi 到 如 的 刻 大 算 子 是 全 达 粳 
的 ,更 是 回炉 的 , 所 以 拓 扑 .2 比 他 在 色 上 上 导出 的 折 扑 强 . 诈 毕 . 

系 4.1,7 设 避 是 满 足 隔 痪 公理 的 黎 性 拓扑 空间 ， 儿 是 如 的 
粮 性 子 空间 ，(G, 见 ， 由) 是 关于 名 拟 不 变 、 拟 连 秆 的 有 限 正 则 漳 
度 空间 , 那 末 这 个 测度 导出 的 四 上 的 s- 拟 焉 离 pi 成 为 距离 、 

[ 商 E】 由 定理 4.1.6，m 导出 的 拓扑 .F1 强 于 在 名 上 了 邓 出 
的 拓扑 , 而 后 者 满足 隔离 公理 , .7 更 满足 隔 竟 公理 , 因此 pi 成 为 
距离 .证 毕 . 


3”#- 执 下 再 的 后 扑 竺 征 


定理 4.1.8 设 G 是 六 性 拓扑 空间 ,全 是 全 的 糠 性子 空间. 
受 设 久 按 昂 一 拓扑 成 为 第 二 各 的 粮 性 拓 扩 空间 而 且 人 在 馈 上 
导出 的 拓扑 比 9 弱 ， 家 (GF, 则 ,由 是 关于 多 拟 不 变 、 拟 速 炉 的 有 
限 、 正 则 测度 空间 那 未 由 疡 造 出 的 证 夯 及 ( 册 ，MNap 都 是 包 
上 关于 拓扑 乡 连 秆 的 证 画 ， 换 言 之 ,拓扑 9 必然 比 - 拟 距 离 ps 
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导出 的 拓扑 .Zi 强 . 

【 诈 】 由 于 了 Na 人 有 关于 人 的 拓扑 是 下 中 违 苇 的 ( 妮 有 条 
3:1-21) ,记忆 Ma 和 关于 名 的 拓扑 .是 下 秆 连 菠 的 . 再 根据 
氢 连 车 性 ,lim Mi( 坪 加 一 0， 从 引 理 I2.8 得 知 M4(h) 为 @ 上 
的 连 冲 泛 画 , 也 就 是 就 ， 由 Ma 导出 的 多 上 拓 盾 . 殉 比 条 蔚然 
而 人 济 按 成 为 钨 性 拓扑 室 间 ,出 定理 4-1.5 立即 可 以 看 出 .93 比 
多 骑 . 三 毕 . 加 

利用 定理 4.1.3 和 4-1-8 我 们 答 出 全 上 上 由 s- 拟 距 癖 所 导出 
的 拓 拓 的 特征 ， 

定理 4.1.9 设 G 是 移 性 拓扑 空间 , (G, 加 , 1w) 是 正 划 的 有 限 
测度 空间 . 名 是 它 的 极 大 拟 不 变 及 的 连 种 秋 性 子 空间 , 8 是 测 
度 空间 (G, 团 , pp) 的 极 大 不 变 炉 性子 空 间 , BoC@8， 设 p 是 全 
上 的 狼 距 离 ,， 使 钊 全 按 p 成 为 完备 的 粮 性 氢 距 高 空间 ; (和 区 
={z|p(lz, 0) 一 0}; 而 且 (ii 留 上 由 p 时 风 的 拓扑 上 比 宫 在 
介 上 导出 的 拓扑 强 ， 那 末 . 罗 就 是 和 本 上 由 * 拟 距离 和 导出 的 拓 
扑 .Fi | 

【证 】 我 们 考察 商 空 间 区 一 首 /@o。， 由 于 一 {|pi(w, 0) 
0} , 浴 记 多 为 oz 所 在 的 剩余 类 2+， 于 末 可 以 把 p 和 pi 都 变 
成 多 上 的 距离 , 仍 分 别 训 为 p, pi: : 

pt 全) — int ,Ptz， 多 ， 
pl 人 2 从 一 inf prtz, 只， 


这 时 他 :按照 p 和 pi 仍然 分 别 成 为 完备 的 粮 性 距离 空间 ， 由 问 知 
的 定理 ， 完 备 的 狠 性 拟 距 离 空 间 是 第 二 凌 的 , 拓 半 了 满足 定理 
4.1.8 中 的 条 件 , 因 此 光 比 .9 强 . 由 此 容易 看 出 在 空间 多 上 由 
p 导出 的 折 扑 罗 ” 比 由 pz 导出 的 本 站 G> 强 。， 因 此 把 @@; 上 的 己 
等 算 子 za 看 作 由 (8G, 了 中 到 (GG, .397) 的 灵性 算 子 时 是 回填 
的 。 根据 Banach 的 道 算 子 定理 ， 宅 的 赣 算 子 也 是 连 炸 的 , 部 
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TY* 一 ZT， 从 这 里 容易 推出 .7 一 .F711. 疾 毕 . 

我 们 注意 定理 4-1.9 中 对 .8 所 加 的 条 和 件 确 是 .91 所 满足 的 ， 
这 三 个 条 件 人 站， 全 ，( 征 ) 吉成 为 拓扑 .F535 的 特征 .这 样 ， 拓 并 
了 1 就 由 名 , 名 和 在 甸 上 导出 的 相对 酉 提 所 决定 , 而 知 需 知道 
的 形式 (只 需要 知道 它 的 极 天 拟 不 变 、 拟 连 先 黎 性 于 窑 间 , 和 极 
大 不 变 黎 性 于 空间 ). 

际 生 1.10 起 侣 是 满足 隔 篱 公理 的 入 性 拓扑 宏 间 , (GG, 时 ,jx) 
是 正 风 的 有 限 测度 空间 ， 久 是 它 的 极 大 拟 不 变 烤 性 于 空 几 ， 裔 p 
是 名 上 的 距离 ,使 由 信 按 p 成 为 完备 的 条 性 距 讽 空间 ; (ii 在 总 
上 出 p 导出 的 拓扑 比 刀 在 名 上 导出 的 拓 拓 强 。 那 末了 就 是 外 
上 由 8- 氢 距 交 ps 导出 的 拓扑 .GZF 

【 诈 】 我 们 注意 , 根据 柔 4.1.7, 这 时 世 |pzt, 介 = 二 上 0 为 
10}， 因此 不 变 入 性子 空 间 多 遂 熔 为 了 0} , 由 定理 :9 灾 即 得 
本 系 . 

我 们 再 考察 寻 , (4) 为 拟 连 米 的 条 件 . 

”下 还 4.1.11 发 从 是 纺 性 拓扑 罕 间 ，G 是 G 的 粮 性 子 空 间 ， 
= (如 车 ， 0) 是 淆 于 总 扳 不 恋 、 拟 连 稿 有 有限、 正则 番 度 空间 .和 那 
未 对 每 个 gp 所 (人 ， 形 。( 和 ) 是 久 上 的 拟 连 和 粹 画 数 ， 而 且 拟 距离 

Ropu 一 刀 ) 在 多 上 导出 的 拓扑 比 s 拓 扑 志 . 

【 语 了 了 命名 取 二 拓扑 1， 根据 定理 和.1.6, 如 在 忆 上 导出 
的 拓扑 比 .9 能, 根据 引 理 3.14.7,， 多 上 的 拓扑 .7 是 适宜 的 ,用 
由 定理 4'1'4, Hi1( 及 是 总 , .F871) 上 的 连 燃 证 而 ,由 定理 3.1.30， 
.9 蜡 于 信 上 的 4- 拓扑. 因此 对 每 个 pgEPCQ)， 对 ,(h) 是 
(名, .F131) 上 的 建 种 活 画 ， 然而 饪 , .9 31) 是 粮 性 拓扑 宏 因 ,所 以 
车 是 所 连 矿 的 、 当 {hj 二 全， lim mir, 0) =0 时 , 

Hm M,(h,, =0 


疙 一 3 


， oi<o0, 


因此 
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部 B,C 一 和 导出 的 拓扑 比 了 1 对 ， 证 堪 . 

定理 4:.1.12 裔 G 蚌 和 贸 性 拓 扩 空间 , (Gf 对，me) ,上 £ 王 1,2 是 
郴 个 有 有 限 正 由 测 度 空 间 , 入 分别 是 它们 的 极 天 氢 不 变 、 所 过 和 炳 炮 
性 于 空 涪 . 记 pr 是 由 测度 空间 (和 ,Bx,， pr) 作出 的 也 上 的 #- 拟 中 
离 ， 识 久 , 己 区， 那 末 由 ps 在 人 上 导出 的 拓扑 . 久 s 比 由 pi 在 包 ， 
上 导出 的 拓 扩 乡 1 蝇 

证 】， 由 定理 4:1.8, 甸 , 按 ps 成 为 完备 的 镶 性 氢 距 离 空 浊 ， 
所 以 是 第 二 先 的 。 由 于 这 时 (GG， 加 ，J0) 关于 名 是 氢 不 室 、 扫 连 
著 的 , 而 且 根 据 定理 4:1:6, 了 比如 在 名 上 好 出 的 相对 拓扑 强 ， 
利用 定理 和 44:1-8 {在 其 中 短 jw 一 2) ,了 Y 朗 得 知 了 3 比 了 了 1 强 ， 产 
== ， 


4。Lebesgue 式 测度 空间 


下 面 我 们 要 研究 一 种 远 常 用 的 测度 空间 (G@, 加 ,jp)， 它 的 扫 
不 变 竺 性子 空间 必然 也 满足 拟 连 炉 条 件 . - 

定义 4.1:3 识 吕 = (G, 妇 ， 有 ) 是 测度 空间 , 若 有 人 G， 和 好， 有 
上 一 列 米 性 无 关 的 实 可 测 丽 数 {ft} 成 为 日 的 类 定 集 , 而 且 对 任 
何 %, 相应 于 疡 ，…， fi 的 有 限 灯 测度 等 价 于 Lebesgue 调度 , 这 
就 是 退 , 作 避 稚 实 空间 如 上 的 测度 jw: 对 有 B, 中 每 个 Borel 集 4 

/ Ad 一 地 | 人 GE 

那 未 yn 绒 等 价 于 BB 上 的 Lebesgue 调度 ， 这 时 称 〔〈G 另 ,， 网 为 
Lebesgue 式 测度 空间 上， 

例如 , 屋 全 是 一 列 实数 直 秋 {Ro|aE} 的 乘积 , 外 是 由 台中 
Borel 柱 张 成 的 o- 代 烽 , 是 (对 别 ) 上 的 概 素 测度 ,对 每 个 
xc 并 , 我 俩 把 中 点 8 的 or 学 标 记 为 %, 寿 把 旬 看 胞 9 的 男 数 
一 一 {他 , 加， 上 的 随机 变量 ， 如 果 对 尾 何 有 限 个 az …-, or, 涟 
机 变量 go， …， 9 的 联合 分 布 等 价 于 Lebesgue 测度 《例如 
(tygalaE 邓 是 Ganss 变量 族 ) , 那 末 (G, 臣 ， 内 是 Lebesgue 式 测度 
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i 

下 面 狂 出 测度 空间 是 Lebesgue 式 的 充分 条 件 . 

引 理 4.1.13 设 避 是 黎 性 室 间 , 渭 是 人 避 的 族 性 于 空间 ， 
二 ;上 兴 定 的 一 到 妈 人 性 泛 副 ,具有 如 下 性 质 : 对 尾 
何 n, 有 向 量 加 , -…, 志 © 汪 使 

filh) =6u, k,le=1, 2,-...,% (4:1-14) 

认 员 是 由 人 鸭子 个 和 粗 成 的 使 {4} 可 潮 的 最 小 gc- 代数 . 又 训 点 是 
可 调 空 间 (好 , 好 ) 上 的 oc- 有 限 测 度 , 而 且 关 于 久 是 拟 不 变 的 ， 那 
示人, 员 , ww) 是 Lebesgue 式 测 度 罕 间 ， 

1 【证 1 作 %% 稚 欧 几 里 得 空 阐 BR, 上 的 Borel 测 座 jw 如 下 : 车 
4 基石 .中 的 Borel 从 , 那 示 

pk 一 站 好] Fg Fn tg) EA})., 
任 取 8 一 ap EB, 由 过 -1414) 易 知 有 EG, 使 所 (0) 
= fy, 太一 二 ， 2， “1 因 此 
natd + = {9 Fg) 六 (全 ) EAY+D, 
因此 jr (4) 一 0 的 充 权 条件 是 in(4 十 豚 一 0 (和 由 下 甘于 总 的 拟 不 
变性 ) ， 所 以 jp 是 品 上 上 关于 总 氢 未 变 的 HoreE 测度 ， 根据 系 
3.1.6, jn 与 Lebesgne 调度 等 价 ， 证 毕 . 

”定理 4.1:14 识 如 = (9, 轴 , 是 有 限 询 Lebesgue 式 测 度 
空间 , 而 且 关 于 人 的 灵性 子 空间 名 是 拟 不 变 的 . 那 末 , 当 
y EI2 (0) 时 , 外 上 的 证 本 伐 ,(8) 是 拟 连 入 的 ， 特别 冒 之 , 起 
于 岛 是 拟 连 炉 的 . 

让 不 妨 设 AI =1,. 由 假说 有 (GG 好，m) 上 的 一 列 六 性 
无 关 的 焰 性 可 测 泾 轴 记 ,fn，…, 使 相应 于 方 , …, 让 的 有 限 
蕉 测度 ji 等 价 于 Lebesgue 调度 , 记 冯 ,关于 % 亲 空间 上 Lebesgus 
测度 的 Radon-Nikodym 了 导数 为 (wv -… wn) ,不 妨 取 Baire 画 
数 ,适合 0 过 2 二 oo0。 闭 末 测度 (4 十 四 ，y 二 ws Yn) 关 
于 包 ( 机 的 Radon-Hikodym 导数 是 


0 多 性 拓 补 空 阐 上 的 所 不 次 漠 度 及 鸯 和 秀 析 [第 四 举 


Cm .了 十. 15 
Fs (cr "i ns | ‘4 0 
记 好 ,为 台中 使 方 fs 可 测 的 最 小 oo- 代数 ,6 为 将 应 限 
制 在 3, 上 时 所 得 的 概率 测度 . 兰 林 由 (4-4.15) ,对 取 定 的 hE @， 
成 立 着 


te ) + #3 a Cg) ER 
PE CF “ pg)) 


本 Ws 为 直线 有 上 Borel 集 全 体 , 那 未 丽 数 ET 
E BixGf 关 于 个 x 委 是 可 测 的 ， 然而 由 定理 1.1.20, 对 每 个 
有 hr- 寺 集 盏 ,E 风 ,使 得 当 E GAN\ 思 时 ，lim -2 人 二 加 存在， 


上 县. 


A Ti Con 十 场 ) 了 ,1.16 
dug) a dmtg) 


作 | 
E—{C, 9) um ln hs gt. 不 存在 | 


本 是 (Rix 和 Xx 罗 ) 上 的 可 测 丽 数 ,因此 五 是 可 


测 集 . 然而 对 每 个 如 , 全 | to, 办 EE 四 CBE， 因此 根据 Fubini 
定理 ,EB 搂 测度 KiX. 册 为 需 集 ， 这 里 jz 是 Lebesgue 测度， 所 以 
对 几乎 所 有 的 人 9) ( 按 测度 各 x 丫 ,jn 一 作 2 二 存在 ,而 且 
极限 图 数 是 (Bx G, 各 xx 男 , px A) 上 的 可 测 画 数 . 根据 (4:1.16), 
这 个 极 琅 图 数 可 瑕 为 ey 因此 2 是 (Rix@G， 
和 xX 轩 ， wx 内 上 的 可 测 丽 数 ， 获 画 数 &(9) 关 于 身 可 测 , 可 以 让 


明 有 49 十 二 出 是 (ixXC 人 X 弄 ) 上 的 可 测 夯 数 、 利 用 Fubini 
定理 , 当 #, nn€223(88) 时 


ern /Te EBRs, (4:1.17) 
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是 (Ri 人 上 的 可 调 画 数 . 
我 们 葵 察 (0Q) 上 的 单 参 数 酉 算 子 群 

{UR) | — to}, 
(UGh) 的 意义 见 53.1, 那 未 疆土 :了 让 就 是 (0D (2)5, 7)。 由 是 ， 
西 算 于 群 他 G0) | 一 ce<t<ce 是 弱 可 测 的 . 由 于 只有 可 列 的 总 
定 集 , (DD) 是 可 桥 的 ,根据 引 理 I:3.:2, {DU ( 示 ) | 一 co 二 上 co 
对 于 套数 + 是 蝇 连 种 的 .特别 当 ww L029) 时 ， 

Mo th) = | (Uh) —I) ol 
是 主 的 回炉 画 数 ， 证 毕 . 


56” 和 强 熏 环 的 拟 不 交 出 度 罕 阅 

引 理 4:1.15 坑口 = (GG 入, jw 是 关于 线性 空间 偶 拟 不 变 的 
可 局 部 化 测 论 空 间 ， 双 设 唱 关 于 多 是 强 循环 的 而 且 以 go 为 循环 
元 . 及 设 Mo (有 ), 大 E 多 , 是 拟 速 芝 的 , 合 名 按 拟 距 离 Ry, (hz 一 Ba), 
hu, ha 七 贸 , 成 为 入 性 拟 距 辣 空 间 { 见 引 理 4.1:1)。 奢 末 对 任何 
pe), Bo hEG, 是 (BB， Bio) 上 的 巡 种 泛 图 . 

【省 ]】 根据 和 对 834.17， 当 男生 天 (9) 时 ， 开 ,让 ) ,六 全 世 ， 关 
于 HD) , hE， 是 束 炉 的 。 因此 由 对。( 坊 )， 一 ce<i<coo 对 
的 连 炽 性 知道 , 对 一 切 p ECQ), 及 (级 )， 一 oo<t 忆 oo 是 1 的 


" 违 秆 融雪 ， 所 以 Roth) 有 演义 . 由 51 玲 生 : :1. i, Ro lh ~ a) by 


hz 名 ,是 六 性 拟 距 府 . 


设 {jC 乞 好， | z 
lim R, {hh) =0. [4.1.18) 
今 误 四 
lim R, (ha) =0. (4.1.19) 


如 漆 ( 生 :1: 19) 不 成 立 , 必 有 {hr} 的 子 列 th, 使 
lim Ro Uiw) —c>0, (1.20) 
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这 里 6。 可 能 是 十 ce， 然而 由 (:14.18) 易 知 ,在 尾 何 有 限 区 疝 
[9, TP] 上 图 数列 {型 。。(tw)} 依 Lebesgue 测度 收 化 于 0 因此 有 
[0， co) 中 的 堆 和 集 4， 及 子 画 数列 《型 wii 使 得 


当主 4 时 ， Tim Ms, (thw) ~0， (4.1.21) 
南 Me 人) 对 re 人 (zi 的 连 种 性 ,从 (4.1-21) 推 册 : 
当 证 4 有 时， lim Ms (th) =0. {4.1.22) 


利用 Lebesgus 积分 的 控制 收 争 定 理 ,我 们 知道 
0 吾 
lim Ro (hw) = Hm (| -ae (thw)? dt) =0. (41.23) 


这 和 (4.1.20) 矛 盾 , 因 此 (4.:1.19) 成 立 .证 些 . 

系 4-1-16 在 引 理 4:1.15 的 假 届 下 ,如 果 口 关于 久 又 是 强 御 
环 的 ,而 且 入 yo 为 循环 元 , 那 末 在 名 上 图 氢 班 离 Bj,( 加 一 向 ), 各 ， 
站 sc 疯 ， = 8- 拓 站， 

[ 考 】 根据 引 理 4:1: 了 6，#- 拓 扩 强 于 By, 一 Ra) 导出 的 拓 
卦 . 罗 0， 有 根据 直 理 和 .11，.FFo 及 强 于 他 (一 必 ) 一 pi (M1 ha) 
导出 的 s- 折 扑 , 所 以 这 两 个 拓扑 一致 证 毕 ， 

利用 系 4.1.16, 我 全 把 系 8.4.18 收 写 如 下 : 

系 4.1.47 识 吕 ==(G, 和 8, pox), 上 £==1, 32， 是 关于 总 性 空间 人 @ 
执 不 变 的 , 强 循环 的 油 诬 空间 ,分 别 以 gr 为 循环 元 。 妈 过 


MPD) 一 (| En Cg 十 本) AGO 十 并 — pialg) OO | ?) ， 
让 它 吉 
是 久 上 的 拟 连 米国 数 . 作 
至 
Bo 一 (| eM (hs) , 


如 果 Qi 关于 Qs 是 算 对 连 炽 的 , 那 末 外 上 的 拟 距 痊 Rh 一 hs) 关 
于 拟 距 离 RY (如 一 ja) 是 连 秆 的 ,特别 , 当 Qs 和 是 等 价 时 ,RE 
与 BR? 是 拓 插 等 价 的 ， 


TY 
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我 由 有 了 时 区 可 凡 无 需 用 振 环 元 见 王 面 的 定理 ， 

定理 4.1.18 总 站 是 线性 括 打 空间 ， 也 是 台 的 线性 子 空 间 
Dr (FF, ,pr) 是 关于 作 拟 不 变 、 强 循环 专 圳 独 、 下 
守 加 , 计 


Ro-(| | eV VR) a), he 


如 果 Qi 关于 Qs 是 绝对 连 鞭 的 ; 那 末 Be (有 关于 Re (内 是 连 征 
的 。 如果 81 与 Cs 是 等 价 的 , 那 末 瑟 生 (下 与 BB 店 (h) 导出 总 上 上 施 
同 的 拓扑 . 

【证 】 根据 系 4-1.16, RD (与 Re (人 导出 丰 同 的 拓 拉 ， 
因此 由 有 笋 4.1.17 立 妆 得 到 定理 4.4.18， 诈 毕 . 

这 个 定理 也 可 以 用 来 剧 断 画 个 拟 不 变 测度 空间 的 不 等 价 和 性. 

[ 例 4.1.3] 乘积 测度 空间 ， 设 Rs, a 一 I 2，-…, 由 … 是 一 
列 实数 直 六 ,名 s。 是 Rs 中 Borel 集 全 体 , .Fs。 是 BR。 上 由 通常 距 
离 引 大 的 拓扑 。 合 1 一 X R。，3。~X WW。, 那 末 1 就 是 实数 到 
2 一 {gi :to …} 全 体 ， 在 1 中 规定 入 性 运算 如 下 ; 当 
EC 是 实数 时 ， 

art+By= {ov By ve, omat Ba rt, 

那 未 7 按 上 述 运 算 成 为 米 性 空间 ,双全 .外 ) 是 { (4 .F755) ,a 一 1 
2,…} 的 乘积 拓扑 空间 ， 那 未 它 是 可 距离 化 的 ， .多 世 就 是 出 距 
离 p 人 , 殷 = 局 地 天生 罗 Ts 一 各 jg 一 区) E1 所 导出 
的 距离 拓扑 . 

设 pe 是 (Bs, 3s) 上 的 概率 测度 ,而 且 等 价 于 Lebesgue 调度 ， 
记 pu 的 鬼 率 密度 是 fx, 0<fo<o0， 


palB)—| FO NU, HE,. 


- 作 bp 一 X pa, 那 末 (人 轩 。， 站 是 Lebesgue 式 测度 空间 、 
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对 于 和 尾 柯 一 1 2， -…} EE?, 作 ,和 3) 上 调 诬 wy: 当 
及 EB 时, py (如) 一 (如 二 四， 屠 末 由 定理 :4.5 容易 算出 
pity, M0) = 下 | Ce) Fr A es, (4:1.24) 
记 画 数 fi 的 通常 的 Fourier 变换 为 疡 : 
FA —li.m | fr er dr. 
由 于 所 是 实 画 数 ， hr 一 (一 癸 ， 下 利用 Plancheral 定理 得 到 
plpws = A ?eon iyedt. (41-25) 
由 熟知 的 定理 ,无 穷 滋 积 (4. 工 .3) 收 讨 的 充 机 条件 是 
3(1—| FDlooniygedi) 041.26) 
项 就 ,然而 由 Planocheral 定理 ， 
| A ha) al, 
因此 条 数 (4:1.26) 丸 可 以 改写 成 
| A si 加 (4.1.27) 
若 读 久 , 为 测度 空间 名 四， 的 拟 不 变 点 全 体 , 则 色 . 就 是 使 
(4'1 .27) 收 狭 的 y= vy, "" VE; “…} 全 性 ， 
对 一 邹 古 色 , 包 含 着 这 样 的 矿 竹 子 空前 曾 : 形 如 3 一 {v4 …， 
ss 0, 0，…} ( 印 当 E>n+1 时 y=0) 的 向 量 例 体 . 根据 定理 
38-1.32, 定理 4.:1.65 等 , 我 们 斯 言 台 = UH, 轴 , pp) 是 关于 色 强 御 
环 、. 涯 历 . 拟 右 村 .、 拟 不 变 的 正则 概率 测度 空间 . 
特别 当 产 在 每 个 有 限 区 间 上 有 是 全 连 蒜 画 数 ,而 且 


一 | IFC Pat<oo, 5 二 2 (28) 


时 ,由 于 
疡 (人 iii | ,ef dy, 
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我 们 得 到 . 
| AOl Pa) FAD lam, 

sty 2 
因此 ,由 sin 从 <(- 弥 ) 得 知 , 当 
Dl aii <o0 (4:1.29) 
Er . 


时 ,( 生 :1.27) 由 谣 。 所 以 在 条 件 (4':1.28) 之 下 名 包 售 着 这 样 的 
Hilbert 空间 ?1{as}); 它 是 ?中 适合 条 件 (4':1.29) 的 y= {9} 至 
体 所 成 的 灵性 于 空间 ,而 且 当 g== 仆 1 五， 2 二 31 
ELgz) 时 ,规定 z 和 3 的 内 积 是 僻 , 级 = 二 之 apvreh. 


84. 之 烤 性 衬 间 上 的 模 性 泛 玫 与 的 车 性 泛 男 


1。 悉 性 空间 上 的 生性 共 画 与 拟 速生 特征 标 、 


设 6 是 实 秋 性 空间 , 于是 于 上 的 实 米 性 活 画 合体 .在 名 中 
规定 龙 性 运算 如 下 : 当 六 9E 而且 0 8B 为 实数 时 , af 十 Bg 是 
线性 江 图 (af 十 89) (9g) 一 af (Pp) 十 B94(p), 9 七 呈 ， 这 样 ,至 成 为 
入 性 空间 , 称 全 * 海 玫 的 代数 河 偶 ,在 本 章 中 B* 的 作用 上 司 第 三 章 
中 群 的 代数 对 惕 的 地 位 相 仙 .我 们 注意 加 按 加 浅 殉 为 妊 . 

定义 4.23: 革 届时 是 络 性 空 困 ,ae 是 里 上 的 特征 标 ， 和 霖 对 
每 个 gEE 硬 ，a tip) 是 实数 体 BR ( 搂 欧 几 里 得 拓 六 ): 一 ce 天 4<ee 
上 芍 连 灶 画 数 , 涛 未 称 a 是 所 过 粮 的 ， 记 轨 ' 为 五 上 拆 连 医 特 征 标 
至 体 所 成 的 莱 潜 群 ， 

对 每 个 了 EFA, 作 鲍 上 图 数 : 

z fp en yes, | (4.2.1) 

由 于 了 是 实 值 的 多 性 泛 图 , 了 是 特征 标 而 是 拟 连 种 的 , 这 祥 得 到 
了 人 4 到 劝 的 映照 
A: 了 一 产 . (4.2.2) 

显然 , 4 是 同 访 上 映照, 它 又 是 单 询 的 ， 囊 实 上 ,者 了 , gE 四 而且 
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疡 =g', 那 末 由 (4:2-1) 易 知 , 对 一 切 iE BR, eign gE 
因此 (9p) 一 4)， 

忆 | 理 4.2.1 说 苗 是 粉 性 空间 ， 2 是 且 上 的 拟 连 车 特 征 标 , 那 
未 必 有 了 了 E+, 使 得 

(wm) = Pp 抱 中 

{证 】 由 假设 可 知 对 每 个 固定 的 pgER,，altp) 是 实数 群 呈 
( 按 加 法 及 欧 九 旦 得 拓扑 ) 上 的 连结 特征 标 . 出 例 3-2.4 知道 , 必 
有 唯一 实数 了 (p) , 使 得 和 

tp) = ot<o0, {和 :22.3) 


只 要 证 明 pg 一 fp) 是 古 上 的 辜 性 流 闻 , 车 3EE, 旭 当 mwE 瑟 时 ， 
eit G9 otsgp) = EI) [4 .2.4) 


对 一 切 iER 成 立 , 因此 sf(g) 一 f(sp)。 同 样 地 , 当 %, 风 E， 
iER 时 ,由 

CHP) oo oe (4 (+) =atfp) ottw) gtilp}+i)) 
即 知 了 (十 下 ) = 站 (p) 十 六 ( 业 )， 证 些 ， 

因此 和 4 是 G4 到’' 的 同 构 映照 ， 

定义 4.2.2 设 严 是 科 性 拓扑 空间 , 1 是 上 线性 连 粮 泛 醒 
全 体 , 1 是 吓 + 的 粮 性 子 空间 , 称 二 + 为 惠 的 共 四 空 间 . 

这 时 委 按 加 淋 戌 为 拓 盾 群 ， 本 章 中 gt 所 起 的 作用 与 下 的 对 
偶 群 于 在 第 三 章 中 的 地 位 一 样 . 

定理 4.2.2 说 本 为 入 性 拓扑 空间 ， 那 末 作 1 济 久 的 映照 
ff 二 外 (部 巡 在 下 上 的 限制 ) 是 同 构 上 映 限 . 

[证 】 显然 464# 于 于 .车 <EG 由 引 理 4:2.1 有 了 EB4, 使 
cf 的 一 ef gEB， 只 要 谣 明 了 是 连 炽 的 好 了 。 由 a 的 连 灶 性 可 
知 

Dt{glalig) =1}, 一 ce<< 友 oo 
是 甸 的 闭 子 集 ， 因 此 DD 一 _ 开 DD; 也 是 陋 的 . 但 是 容易 看 出 也 
也 是 枪 人 性 诈 画 了 的 办 空 于 [9 fF (9) 一 0}， 邻 证 了 基 连 粮 的 . 
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只 可 考察 ff 插 0 时 的 情况 好 了 .和 任 取 goE 卫 ,由 于 司 是 闭 牛 ， 
以 有 0 的 环境 六 ,使 go 了 CEND. 取 0 的 环境 全 使 得 当 |X| 专 1 
时 , AWC, 那 林 当 gE 邢 , | 入 | 所 I 时, go 十 pC 二 唐 和 .D, 艺 
fF lpot+ hy) 0, 
或 和 (Lp) 天 fgo)， 由 此 易 知 当 pE 玉 寺 , [Cp) | 过 |ftgpo)|. 这 


就 妹 朋 了 对 性 何 溃 ES, 8 守 0, 当 ww 在 环境 b+ Frost 中 时 ， 


fF (po) 
FCP) fF op) |<. 
我 们 得 到 了 活 图 了 的 连 粮 性 ， 所 以 AT1 一 个 ，。 至 于 映 照 4 的 划 
调 性 前 面 已 脖 过 ,所 以 4 将 轩辕 构 映照 成 路， 庄 毕 . 

定义 4.2.8 设 全 是 禾 性 实则 , 如 是 多 的 某 些 于 集 所 成 的 
o- 环 , 计 由 , 是 实数 直 粮 Ri 上 的 Borel 集 双 体 租 成 的 o- 代 数 ， 如 
果 中 满足 如 下 条 件 : (i) 对 每 个 回 定 的 pEV, 映照 i->tp 是 
(RB, 入 1) 到 (更 , 好 ;的 可 测 陕 照 ; ( 池 对 每 个 固定 实数 tp 一 >tp 是 
(5, 入 ) 到 (, 好 ) 的 可 测 上 映照 , 那 末 称 (多 , 员 ) 为 多 性 可 测 空 间 , 这 
时 测度 空间 ( 盏 , 久 ， jw) 称 做 入 性 测度 空间 . 

下 面 我 们 再 考察 可 测 特 征 标 与 可 测 铝 性 泛 画 的 关系 . 

设 (二 , 见 ) 是 粮 性 可 测 空 间 , 车 是 芒 上 的 纺 人 性 活 画 而 且 是 
《GB, 入 ) 王 可 测 画 数 , 那 末 称 了 是 (更 ， 3) 上 的 可 浏 矿 性 活 丽 ， 这 种 
可 测 粮 人 性 泛 画 全 体 租 成 的 禾 性 空间 记 成 By.， 

“定理 4.2.8 裔 便 , 咽 ) 是 入 性 可 测 宏 间 , 那 未 映照 

由- 
成 为 加 法 汰 Bw 到 (可 测 特征 标 群 ) 63 上 的 同 本 其 照 

耻 姓 了 显然 4 是 Bw 到 6 中 的 同 态 映照 而 和 是 单 袜 的 , 现 
在 只 要 证 明 /ws 一 3 枉 取 aE 邻 证 明 & 是 拟 连 秆 的、 对 
每 个 pC 由 轴 的 性 质 介 容易 看 出 实数 群 上 的 特征 标 
ti—>altp) 是 (Ri 和 0) 上 的 可 测 画 数 . 由 例 3.2.4 知 道 altgp)， 
i 人 Bz 是 二 的 迷 况 图 数 , 妇 aE ， 根据 引 理 :2:1, 有 了 后 外 ， 和 使 


ee 
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得 ea 一 4 名 
cf pp) 一 Bi， ges, (4.2.6) 
对 每 个 固定 实数 tz0 及 复 平 面 中 任何 Borel 集 4, 由 的 可 
渊 性 知道 {1g la(p) 蕊 4 所 对 ,页 出 轩 的 性 质 ()，{p1attp) 万 44} 
-了 [pla(p) EA4} EN8, 郎 al(ip) 是 (外 ,3) 上 可 测 融 数 .由 (4-2155) 
得 到 
f(g) -lmin(1-a(j9)) 
因此 了 (8) 是 十 , 轴 ) 上 一 列 可 油画 数 的 极限 ,所 以 EVw， 族 毕 ， 
我 们 仿照 定义 3,2.4 和 熔 出 下 面 的 
定义 4.:2.4 刷 总 = (名 名， 4) 是 线性 测度 空间 ，A (4 台 | 一 co， 
训 J 基色; 的 料 性 于 空间 , 称 
Pearnfe)，7Ey 
是 村 (在 J 上) 的 特征 尔 数 . 


2” 拟 生性 花 盏 
当 比 于 第 三 章 中 所 特征 标 , 我 们 引出 拟 粹 性 泛 酚 . 
定义 4-2.6 设 可 是 实名 性 空间 , {GG, 中 ，10) 是 关于 入 性 和子 定 
膨 久 拟 不 变 的 测度 空间 , 双 寺 /是 {fF, 吕 ) 上 可 测 实 画 数 , 话 合 条 件 
中 对 任何 实数 #, 当 gEGQH 有 时, (9) = 本 (四 (i 对折 个 记忆 省， 
存在 数 了 (加) 以 及 于 和 集 为 E8, pp(GN 术 ) 一 0， 使 得 对 一 萝 上 9 
所 也， — coolio0, 


Fhtig) tf (g) +7 0), (4-2-6) 
那 示 称 了 为 (G, 和 多， 1) 上 关于 入 的 氛 米 性 泛 画 ,其 全 体 记 为 9，， 
也 称 了 为 相应 于 了 的 拟 粮 性 活 画 ， 


这 时 了 是 名 上 如 性 泛 画 . 事实 上 ,天 的 可 加 性 可 以 仿照 有 3.2 
而 得 独 ， 室 于 齐 效 性 , 座 朋 如 下 : 当 3 为 实 灶 ,#3 赤 内 Te, 时 , 鼎 
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(和 .2.6) 得 到 


fF (shrig) —af(h+ Eg) tf (9) +sF(h), 


于 是 (sh) 一 8 了 (人)， 

称 了 为 由 上 导出 的 和 龙 性 活 画 ,其 全 体 记 为 名。 

我 们 把 几乎 相等 的 拟 米 性 泛 画 看 成 同一 落 数 , 宅 们 避风 外 上 
同一 个 灵性 泛 画 . 

和 $8.2 的 第 2 段 中 II 类 位, 有 如 下 事实 ， 

引 理 4.2.4 毅 人 是 实 族 性 空间 ,多 是 邓 的 部 性 子 空 间 ， 
(G, 内, po) 是 关于 平移 作 涯 历 的 拟 不 变 测 度 空 间 , 又 芒 方 , EG 
而 且 它 们 导出 著 中 同一 的 证 冰 ， 那 末 fs 一 所 几乎 处 处 等 于 一 党 
数 ， 

【省 】 仿照 §8.2 第 2 段 中 III, 立 郎 知 诞 ， 对 任何 两 个 实数 
C1 "Ca; C40a, 集 {9 过 (7 一 六 (9) < 之 cg} 是 所 不 变 的 ， 因 此 由 
+ 的 通 历 性 ， 有 实数 ce; 性 集 {9|fatg) — f(g) 一 人 与 作 只 相 着 一 
需 集 . 证 些 ， 

由 引 妊 4.3.4 的 证明 可 以 看 用 ， 车 熙 中 不 存在 如 下 的 第 吾 : 全 是 报 
不 变 的 ; (iD AG 琴 一 Di (让) 对 每 个 9EG, 9 于 0, 大 往 fig| 一 %* 天 < oo 
上 与 互 只 相交 于 一 点 ; 那 末 前 和 壕 的 常数 。 必 为 需 ， 因此 六 与 方 几 乎 钼 钼 相等 ， 

记 站 是 Gu 中 相应 于 和" 中 米 性 证 面 0 的 元 素 全 体 , 那 末 商 空 
岩 G/8 ( 记 为 全 jo) 与 节 间 有 自然 的 同 构 映照 

RR: pf, mEG,o, (4.2.7) 

这 里 ?是 相应 于 同一 检 人 性 证 画 , 的 拟 炉 性 证 面 全 体 粗 成 的 翻 余 
汪 

盏 写 出 定理 8.2.3 的 一 个 和 对， 

陛 二 .3. 世 设 他 是 楼 性 丘 扑 空间 , 名 是 好 的 疙 性 子 空 间 ， 但 
外 本身 具有 拓扑 多, 使 久 成 为 第 二 移 的 炎 人 姓 拓 扑 宏 间 , 而 且 这 个 
拓扑. 上 比 G 在 入 上 导出 的 拓 站 强 ， 又 识 (他 丸 ， jw) 是 关于 平移 
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甸 拆 不 变 的 正则 测度 空间 , 那 末 (GQ, 轴 ,， jp) 上 的 每 个 (关于 岛 的 ) - 
扩 各 性 泛 画 导出 多 上 的 条 人 性 回炉 泛 丁 . 

特别 , 从 上 的 每 个 可 测 粮 性 泛 画 也 当 它 限制 到 省 上 时 , 是 
( 甸 ， .7 ) 上 的 入 性 连 填 泛 丙 . 

[ 诈 】 识 了 EG6, 作 

a en geq, 
显然 me 是 允 上 的 拟 特征 标 ， 由 了 系 3.3.4，a 导出 区 于 的 连 粹 特征 
标 ， 然 而 由 (4 2.6)， 对 每 个 jE 多， 
tf (9 FN) 二 所 下 ety 
对 几乎 所 有 的 9 有 碾 袜 ,因此 
. &(g) EY 

再 根据 定理 和 4-2-2, 由 名 的 连 灶 性 导出 了 的 连 种 性 ， 诈 圭 . 

我 从 由 可 以 利用 定理 82.3 的 诅 法 来 直接 诈 明 了 系 4.2.5. 


3” 杰 性 攻 图 空前 及 纹 艇 性 攻 玫 空间 上 的 拓扑 


仿照 83.2, 我 们 葵 出 姜 性 证 画 空 间 上 几 种 常用 的 拓扑 

1. 设 人 是 一 缆 性 襟 间 , 了 是 人 上 某 些 多 性 活 卫 所 成 的 如 性 
空间 ,对 于 每 个 庆生 .7 , 任意 的 9 …, gn 他 及 正 数 5, 作 

UCfo; gp ga; 8) | 
—{f||f (gw) —folgn) | <e, 一 1 2, ., 1}. 
用 这 些 集 作为 态 的 环境 基 , 这 样 得 到 7 了 上 的 一 个 拓扑 , 称 它 为 能 
拓扑 .容易 看 出 了 了 按 这 个 拓扑 成 为 粮 人 性 拓扑 空间 . 

如 果 在 A 上 取 弱 拓扑, 那 示 4 是 7 到 A 的 连 灶 映照 . 
事实 上 , 这 容易 由 不 等 式 |1 一 et9| 专 | (9g) | 得 到 、 但 一 般 就 来 ， 
不 是 拓扑 映照 ， 

IT. 遍 G 是 米 性 拓 半 空间 ,了 是 他 i 的 粮 仁 于 空间 ,对 于 每 个 
foEJ, 全 中 的 尾 何 有 异 集 忆 及 正 数 8, 我 们 作 集 

力 下 里 腔 脱 二 的 窟 放屁 人 绽 :3, 纺 ， 


FR ep 


和 二 3 炉 性 空 人 名 上 的 粮 性 证 夯 与 机 入 人 性 证 苗 31 
Vifo; &, 5) =— tflsaplf tg) —fol9) | <e}, 


用 这 些 集 作 为 在 fo 的 环境 基 , 这 样 得 到 上 的 一 个 拓扑 , 称 它 为 
蝇 拓 扑 . 强 拓扑 强 于 联 拓 扑 。 -一般 有 闹 来 ， 强 拓扑 与 能 拓扑 井 不 一 
3 . 

如 果 是 满足 第 一 可 列 公理 的 简 性 拓扑 空间 ， 痢 末 GT 按 强 
折 和 盾 .多 成 为 满足 第 一 可 列 肥 理 的 完备 糙 性 拓扑 空间 . 

IIT， 仍 全 9 是 绕 性 拓扑 空间 , J 是 G1 的 线性 子 空间 ,而 且 
J 中 泛 夯 在 母 中 零 的 环境 俯 上 有 界 . 作 J 了 上 范 数 

: 了 lw 一 sap |f (9) |. 


7 按 范 数 | 站 |, 成 为 赋 范 空间 , 它 的 拓扑 .9 1 是 以 下 壕 类 型 的 集 : 
Wfo; HU, ej= {Ff—fols<8}, 8>0 
为 在 fo 的 环境 基 , 这 个 拓扑 称 做 - 拓 提 . 
我 们 贸 意 , 了 上 的 Ut 拓扑 等 价 于 均衡 贡 活 图 


ap TF yc7 
对 出 的 拓扑 、 z 
识 多 为 全 中 和 性 一 有 界 柴 , 必 有 正 数 8, 使 QCUH, 因此 
Wlfosll, a CFP (fo, Q, #). 
因 些 , 革 - 柄 拉 强 于 强 拓 扑 , 这 两 种 折 持 一 融 癌 来 天 丰 一致. 

当 G 是 米 仁 典范 室 间 时 , 若 训 1= 世 ||z1 < 二 (| 为 G 上 
范 数 ) , 那 末 Gi 中 一 切 证 茵 在 世上 上 有 界 ,这 时 > 了 上 的 -拓扑 等 价 
于 强 拓扑 ,也 等 价 于 范 数 sup 上 1 一 人 f| 导出 的 拓 首 、 

YY. 襄 如 是 黎 性 空间 ， 沪 是 如 的 各 性 子 空间 ,(, 丑 , jw) 是 
关于 坊 拟 不 变 的 测度 空间 , 了 是 (G, 员 , 由 二 (关于 名 的 ) 某 些 拟 


多 性 话 画 所 成 的 粮 性 空间 ， 任 到 和 集 4€ 轩 ,jp(4) 二 oo, 在 J 上 引 


进 均 衡 凸 泛 因 
BRAD- 一 eg 
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由 了 1，{ 有 Ra(-)} 导出 了 上 拓扑 如 下 : 对 每 个 各 EJT, 任意 集 
4E3, jp(4) <co 和 任意 正 数 6， 我 们 作 入 
Y (fo, A; s) ={f|R(F—fo) <e)}, / 
用 这 些 集 至 体 作为 在 名 的 环境 基 , 这 样 得 到 一 个 拓 盾 ， 称 为 pv- 拓 
直 ,vv 按 gs- 拓 扑 成 为 条 性 拓 提 空间 . 特别 当 上 为 有 有限 测 庭 时 ， 
H~ 拓 扑 也 就 是 外 距离 
“> 、 只 .3 

RU -0)-(), TH GD), frET 
所 导出 的 拓扑 ,这 时 {f,} 被 跟 离 收 铬 于 /的 充 要 条 件 就 是 
(fs 依 测 讼 名 收复 于 了 

车 QcGo, 当 AE3, jp(4) 之 oo 时 ,全 

RilW) ~inf Ra(f), EQ, 


称 由 {BA(*), 且 E 加 ,jt(A4) 过 co} 导出 的 电 上 的 拥 扑 为 六 -拓扑 ， 
尾 别 当 jw 二 co 时, 称 由 总 ( 人 一 总 cf) 天 总 导出 的 拓扑 为 
=- 拓扑， | / 

若 信 忆 rx, 当 AEB, (4) <oo 时, 全 

Rp)= fad pp), yyES, 
称 由 {Rlg), 4E 姑 ,jC4) <oo} 导出 的 各 上 的 拓扑 为 w- 拓 提 ， 
特 嘱 当 Pt 二 ce 时， 称 由 吕 ( 的 一 互 so) ，V 捷 劝导 出 的 拓扑 为 
”下 面 我 们 把 8 3.2 中 拟 特 征 画 数 构 念 移植 此 处 . 

定义 4-2.6 起 中 一 (8, 秃 ，A) 是 关于 久 拟 不 变 的 有 限 测度 

空间 , 了 是 GF 的 入 性 于 空间 , 称 


y=) ermalg), FE, 


是 日 的 (在 J 上 的 ) 拟 特征 求 数 . | 
J 了 上 均衡 帅 泛 画 情 (了) 与 拟 特 征 桓 数 汪 (有 ) 之 间 有 如 下 


和 时 .3] 悉 性 空 阐 上 的 米 性 证 画 与 所 炎 性 污 面 231 
RG) ny)) od (4.2.8) 
事实 上 ,这 起 等 式 
Ta | 这 一 9ieso)ertd 一 0 


及 交换 积分 顺序 的 Fubini 定理 可 得 . 

引 理 4.2.6 在 定义 4.3.8 的 假发 下 ,发 .多 是 了 上 的 拓扑 ,使 
(J 多 ) 成 为 线性 拓扑 室 间 、 那 末 拟 特征 画 数 沙 ( 访 在 (9) 
上 过 篇 的 充 要 条 件 是 .9 强 于 &- 拓 扑 . 

换言之 , uw- 拓 插 就 是 了 上 使 拆 特 征 一 数 连 灶 妈 使 (J, .多 ) 成 
为 米 性 拓 盾 空间 的 最 贸 拓 着 . 

【证 】 条 忻 的 必要 性 由 人 -2-8) 及 积分 的 Lebesgue 控制 收 敏 
定理 可 知 .反之 ,证 .2 强 于 ww- 拓 盾 , 不 妨 设 .9 满足 第 一 可 列 公 理 ， 
不 然 的话 ， 可 以 把 .9 茂 能 到 仍然 强 于 ww- 拓 盾 但 满足 第 一 可 列 琶 
理 的 程度 。 讼 {fj 在 (7, 7) 中 收 笋 于 了 则 搂 mr 拓扑 {fs} 也 
收 黎 于 了 , 即 {fn 依 测 讼 名 路 化 于 于 ,由 Lebesgue 控制 收 化 定理 
及 |ero| = 二 知道 出 (f4) 一 出 (fF)， 证 上 毕 . / 

引 理 4.2.6 和 出 了 几 拟 特征 夯 数 快 定 pp- 拓 站 的 方法 . 

引 理 4.2.7 发 人 是 攀 人 性 空间 ， 久 是 代 的 矿 性 子 空间 ， 
【《G, 由 ,站 是 关于 久 拟 孙 变 有 限 测 度 空 间 ， 那 未 Go 按 拟 亚 敲 
(fF 一 gp), ff, 9 EQ 是 完备 的 ; 好 按 距 高 六 佑 一 四 ,二 相反 Ga 
也 是 完备 的 ; 车 ' 按 距 离 召 ( 他 一人) ， 了 9 所 况 " 也 是 完备 的 ， 

[ 诅 ]〗 识 {f,} 是 基本 序列 , 朗 当 m, mn->oo 时， 
lim R(fn—fo) 一 0. 
由 于 (人 @, 喘 ,， 1m) 上 可 测 画 数 至 体 按 距离 成 为 完备 空间 ， 必 有 子 
列 {fx} 在 G 上 汪 收 仇 ， 我 们 定义 而 数 f(9) 如 下 : 在 {fw} 的 
收 雍 点 (其 全 体 记 做 百 ) 上 规定 了 (9) 一 lim fw(9) ,而 在 98、N\ 囊 上 
规定 f(g) -0， 信 证 fEG,， 事实 上 , 了 是 实 可 测 画 数 ,而 且 赴 于 


— —— dd ee de ee 一 一 ， =- A 
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fm 是 齐 次 的 ,对 一 切 gEG 与 洋 数 二 成立 着 了 (9) 一 矿 (9)， 及 对 
每 个 自然 数 记 肥育 人 间 有 BE 轩 ,适合 条 件 : (EC 喧 B?， 
一 coco (Hw HN HBO)=0; GD gE EB, —o0<t<o0 时 , 

fultg + = +tfn lg). (4.2.9) 


合 门 EB) 站 瑟 = 记 ,, 那 未 最 然 IB 二 也, 而 和 且 wn(GN\NB) =0. 
又 当 gEB， 一 co<t<oo 时 ,由 对 :29) 竺 到 
ftg th) —if (9) = lim (fs (tg +A) —tfm (9)) —lim fn Ch) » 


记 了 (一 lim 了 nm(D， 那 末了 EGs， 显 然 , 这 时 BR(fw 一 站 ->0， 
因此 Gu 按 如 为 完备 空间 ， 

由 于 由 是 名 的 了 用 于 空间 , 商 窗 间 Go 一 好 /省 按 BR)， 
委 亿 他 jo 也 是 完备 的 ， 

卫生 .33 车 好 路， fF Et,, 而 且 lm RO 一 让 = 二 0, 那 未 对 
一 切 为 E 僧 ， 

lm ulh) 一 (和 

引 御 4.2.9 设 避 是 秘 性 拓 提 空间 , 名 是 他 揭 太 人 性子 空 疗 ， 
在 多 上 上 有 拓 扯 多 使 (@, 9) 成 为 满足 第 一 可 烈 有 公理 的 第 二 移 苞 
竹 拓 赴 空间, 而 且 多 比 在 任 上 导出 的 拓扑 暗 . 双 坑 (G, 轩 , jy) 
是 关于 平移 色 拟 不 变 的 正则 测 诬 空间 . 

那 未 和 人 中 几 有 零 的 环境 玉 , 使 得 部 中 的 一 切 了 都 在 六 
于 是 有 界 的 ; (证 对 每 个 正 有 限 测 度 集 4E< 叶 , 有 ( 当 , .9 ) 中 堆 的 
环 志 V4, 使 得 加 上 的 1 拓扑 强 于 全 二 的 了 4- 拓 挤 ， 

【证 】 对 于 每 个 了 EG,, 作 如 上 的 拟 册 画 数 各 

PF 一 ey ， 人 好， 


BD | eg. 


1- 1 FB ? 


D 例如 (如, 7) 是 完备 粮 性 所 蛛 离 要 间 . 


TT 


2] 粮 性 空 呈 上 的 炉 福 琵 台 与 所 梳 性 泛 丁 233 
根据 柔 3.1.18, 对 每 个 正 有 限 测 庶 集 4E 见 , 有 (如 , 乡 ) 中 逢 的 环 
霸 Vi 太 正 数 CC 司 得 对 一 切 子 EY,, 成 让 看 


up — | _ Ch) | _ If)| _, 
ett pT Ree), A Feo)? dmtg) 


uBR fy. (4.2.10) 
这 样 , 对 每 个 EG 取 正 数 主 认 分 小 , 使 o4B4( 地 ) < 工 于 
末 由 《4.2.10) 部 知 


| Oh) | 
ne MT #9 < 


因此 sup f(t) | 过 oo， 妈 一 切 了 EG 都 是 在 V4 .上 有 界 的 ， 这 就 
是 四 
他 :2 .10) 中 子 在 剩余 类 n= {p19 EG,, $= 入 内 赛 化 ， 对 
(和 :2-.140) 右 回 取 下 界 得 到 as 
FB) | | 
ic 由 V1+ Fh)? Fh) <0ala (ny). 42) 
”对 任何 正 数 。<1， 取 正 数 8< 了 -57， 那 末 由 (4-2. 入 ) 知 
道 当 wE {tp| RB 二 全 时 , EfF| Flr}. 这 就 证 明了 只- 拓 - 
扣 强 于 六 -拓扑 .证 替 . : 
我 们 在 (4.2'10) 式 两 边 把 了 换 式 六 ， Dt 1 再 把 两 端 除 
以 Ff 然后 分 一 oo， 就 得 到 : 


sup | 了 (从 |<o| fl9) lang). (42.12) 


系 4.2,10 在 引 理 和 .2.9 的 假 腰 下 , 名 :+ 上 的 u- 拓 盾 强 于 强 
拓扑 ， 

让 于 种 上 任 一 天 -拓扑 强 于 强 拓扑 , 由 引 理 4.3.9 查 郎 推出 
深 4-2-.10. 

定理 4.2.11 敲 G 是 粮 性 拓 提 空间 ， g 是 完备 的 糖 性 距离 空 


DD 这 里 员 一 94 rd。 
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间 ,， 久 是 的 条 性 于 空间 而 且 岛 的 拓扑 比 邓 在 翁 上 导出 的 拓 牛 
强 ， 在 1 上 取 强 拓 卦 9，、 叉 发 = (G, 区 ,pm) 是 关于 @ 拟 不 变 
的 有 限 . 正则 测度 容 间 . 那 末 当 芒 一 也 1 时 , 8 郎 为 -拓扑 .到 
车 名 CB 且 名 在 ( 久 1, .9 ) 中 稠密 ， 那 末 下 面 的 两 件 事 等 价 

(i) Gt 

人) 可 " 上 MA 拓扑 在 岛 王 导出 的 相对 折 扑 .Z5 能 于 必 在 意 
皇 介 出 的 相对 拓扑 多 1 

【证 】 由 中 理 4.23.7，Geo 授 A- 拓 扑 为 完备 的 生性 距离 室 间 ， 
因此 种 搂 ww- 拓扑 多 也 是 完备 的 线性 距离 空间 , 又 @1 按 .地 
是 完备 的 纺 性 拓 拓 空间 , 素 由 条 4.2.10，.Z .二 .9 因此 (Go .7 ) 
可 距离 化 . 若 办 = 人 @t, 根据 Banach 道 算 子 定理 , ,9 一 9. 顺便 
由 全 推出 了 (地 . 

反之 , 发 ( 谊 废 立 ， 任 取 了 E 人 1， 忆 有 -可 {天 } 到 可 , 接 拓 扑 
入 收 筑 于 户 因此 {5} 按 .F751 是 基本 的 , 持 .9。 也 是 基本 的 ， 由 
好 < 按 ww- 拓 半 的 完备 性 ( 昂 引 理 4.2.7) 必 有 9E 侣 ' 使 1 六) 按 
pi 拓 扯 妆 笋 于 p。 再 由 条 4.2.10, {fr} 按 了 也 收 角 于 gg, 因此 
了 一 区 所 余部 如 一 @t, 再 由 柔 4-2.65 得 到 (1)， 误 毕 . 

当 可 =? 时 , 称 是 相应 于 人 久 的 标准 所 不 变 测 度 空 间 . 

瑟 面 的 一 些 引 理 答 出 了 决定 B+ 的 方法 ， 我 们 再 考察 一 些 过 
和 尾 殊 的 情况 . 

定义 4.:2.7 识 各 一 (GG, 时， Am) 是 线性 测度 空间 , 且 是 关于 糖 
性 于 空间 多 拟 不 变 的 测度 容 间 , 车 FE 卫 (9) MGr = 如, 那 末 称 


BE(f)=| FJandg) 
为 了 (在 马上 ) 的 平均 值 ， 车 yg, EI(Q) NG, 一 G8, 那 末 称 
of, =| fg pn dg) 


是 了 与 g 的 相关 数 。 肥 称 两 元 江 画 c(f, 由 ,六 op EG3 为 相关 省 
匣 ， 显 然 , 这 个 相关 证 画 成 为 绽 上 的 内 积 ， 
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引 理 4.2.12 谢 吕 = (好 , 好 , 4) 是 关于 粮 性 于 空间 名所 不 变 
的 区 性 测度 空间 ， “9) <o0, 那 末 Gi 按 内 积 c(9, 了 ,9p, EG 
是 完备 的 . 

【证 】 发 {f,} 按 内 积 efp， 方 是 基本 的 , 郎 在 (6) 中 是 基 
本 的 ,由 (9) 的 完备 性 , 有 poE P00), 使 {f,} 在 323090) 中 收 
玄 于 go。 由 于 

RIf)<~v el 廊 ， 
{fn} 按 距 离 RC(f 一 gp), fp EG 也 是 基本 的 , 由 引 理 4.2.7 有 
方 全 G ,使 吾 ( 户 一 Po 一 0. 容易 醒 明 这 时 wo 与 产 见 乎 处 处 相等 ， 
因此 go E200) 门 9,， 放 替 ， 

我 们 记 格 一 {7IEGS， 当 灿 E 栈 时 ,名 

cy $) —inf elf, 力 . 


容易 看 出 Metyy, 由 地 是 由 内 积 导 出 的 范 数 , 这 个 内 积 也 认为 
cfD，， 也 称 之 为 信 上 上 的 相关 证 画 ， 

定理 4.3.13 在 定理 4.9.11 的 候 设 下 ， 若 栈 一人 fi， 则 用 疤 
为 由 wet 由 由 ), 业 七 本 ,导出 的 拓 丰 ， 车 全 C 药 且 汪 在 (@， 7) 
中 秽 害 , 那 末 下 面 两 件 事 等 价 : 

(i) 全 一 僧 +， 

i) 名 上 由 Vey 办) ， bE 名 导出 的 相对 拓 外 多 ,能 于 .多 
在 各 上 导出 的 相对 折 拌 ， 

【证 】 诊 他 8 一 售 t+， 分 加 一 了 (0) 站 如 各 的 意义 见 3217 页 ) 
由 引 理 4:2.12, Gx 接 c(g, 贡 ) 为 完备 空间 ,因此 商 空 间 多 一 G3/ 入。 
按 Vel, 也 是 完备 空间 ， 妈 由 (4.2.12) 容 易 推 出 

sup | 人 |] So VtG) Vole, ), EB. 


因此 储 + 一 全 上 上 Ve 他, 四 导出 的 本 扑 强 于 多， 由 Banach 逆 算 
和子 定 理 , 这 两 个 拓扑 一 激 ， 而 且 由 人 立即 得 全 ) 
仿照 定理 4.3.11 的 刘 明 明 可 医 由 和) 推出 如 。， 谢 毕 . 
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我 们 也 可 以 考察 Gd, 门 17 098), pz， 上 类 人 羽 的 问题 , 不 再 蓉 
迹 ， 四 

和 定理 3.2.40 完全 类 但 地 有 下 述 定理 : 

定理 4-2-14 袁 G 是 厂 性 拓扑 空间 ， 当 是 寻 的 线性 子 空间 ， 
只 = (G, 好 ，H) 是 关于 平移 外 拟 不 变 、 源 历 的 正则 测度 空间 , 双 
配 和 有 拓 扩 ( 它 比 在 全 上 导出 掏 盾 强 ) 使 全 成 为 第 二 移 的 生性 
拓扑 空 间 , 取 非 路 向量 溃 EL(Q), (9)0, 作 G 上 的 均衡 同 活 


RD (| 王 和 入 yan 全 ) Fe, (42°18) 


那 末 如 (7 在 马上 导出 的 拓扑 与 由 无 闫 ,而且 等 价 于 Gu 上 的 
Hz- 指 四 ， 
”事实 上 , 由 于 久 是 线性 拓扑 空间 , 人 必 是 联络 的 ， 因 此 仿照 
定理 8.2.10 的 证 明 可 以 导出 定理 4.2.14,， 仿 失格， 

此 外 ,我 们 注意 (4.2.13) 中 的 证 醒 和 定理 3.2.10 中 的 泛 商 有 : 
如 下 的 关系 : 


B01) Woe), (2 区 


这 一 点 完全 类 人 世 于 导 .3.8). 

又 4'.2.156 在 定理 4.2.14 的 假 坟 下， 著 岂 是 (G, 办) 上 的 测 
度 ， 而 且 jw' 与 & 十 蝇 等 价 的 ?, 洪 灿 ELIG, 轩 , 下 (09) 字 0， 
作 Gs 上 上 的 均衡 西 泛 画 


机 (月 =-(| Dag)), fe, 人 


屠 未 By 与 天 ,在 时, 上 导 册 相同 的 拓扑 ， 

【 许 】 如 瑟 = 和 | 业 (9) 记 0}， 则 百 悉 pw' 是 0- 有 限 的 ,因此 
按 点 此 是 0“ 有 限 的 . 由 点 与 w' 的 能 等 价 人 性 ， 存 在 忆 上 的 可 测 
一 斤 
由 于 Wi 与 4 的 眼 等 价 福 ; 全, 与 在 -… 笋 ， 
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0 一 SG oo, 
dm to) 


使得 9 一 由 - 池 - E12), p>0, p 不 类 为 0, 而 且 
R= Py. 
程 据 定理 4.2.14, 及 , 与 Bo 计 出 相同 拓扑 ,所 以 Ry 与 局 导出 
相同 的 拓扑 .证 些 . 
这 个 系 也 可 以 用 来 物 别 两 个 测度 不 等 价 ， 
[ 例 4.2.1] 我 们 考察 例 4.1.2 中 的 测度 空间 、 首 先 我 们 姓 


总 , 若 会 为 了 上 如 下 的 元 性 证 夯 全 体 : 对 每 个 7E€6， 必 有 目 然 
数 m 以 肥 实数 了 …', fn, 使 得 


Fo) Dnsn, w= {vo} €L, 
( 阁 取 上 的 拓扑 为 欧 几 里 得 拓 提 的 屠 积 , 则 小 就 是 多 性 连 积 泛 


夯 全 体 .) 合 厂 是 形 如 {所 ，…, fo, 0, 0, … 了 的 全 体 ， 所 以 和 是 3 


对 应 ， 


的 -天 空间 . 通过 1—* {fy "~ fm, -建立 了 下 E 引 to 时 
由 于 入 中 的 了 是 Q, 为 ,) 上 的 可 测 太 性 证 本 ,因此 六 所 好， 
下 面 考究 一 种 特 斧 情 北 ,我 们 知道 , 当 a<2 时 关 玖 


6 一 a 


是 一 个 无 穷 可 分 分 布 的 特征 图 数 ( 例 如 参看 Doob[1D, 而 且 由 于 该 


个 图 数 按 Lebesgue 测度 是 胖 方 可 积 的 ,因此 有 了 EI( 一 0, 00)， 
jh / 


| ef (wm de 0, — oo<to0, 
而 且 这 里 的 了 可 以 取得 几乎 处 处 大 于 0 (例如 网 赵 仲 哲 , 数学 学 
报 8(1953) ,177 页 ) .我 们 在 例 4-I-2 中 取 fo= 了 , 4 一 1,，2,…, 这 


样 得 到 所 不 变 测 座 ,把 它 计 微 wo， 我们 来 计算 相应 的 Bi(f)， 
GEH， 首先 计算 训 (et 仿 ， 
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Ny (eu 2 一 2 (1— ew dp (w) / 
=2—(1—R1T| ote fn (wm) dm) 
=2(1—exp| 一 访 1fnl"li)"|),， Ff er, 


因此 BR (7)?= | (1 -exp{— 名 falltl)eia. 个 后记 这 个 
Ri( 有 ) 为 Rr( 了 )， 


4” 线 性 空间 上 的 茶 此 0 一 代数 


我 们 在 这 里 粹 出 后 面 常用 的 其 些 c- 代 数 ， 以 及 它们 之 间 的 六 
滩 . 
定义 4.3'3 裔 更 是 怒 性 空 因 , 全 是 2 的 粮 性 子 罕 间 , 和 伍 取 
% 丰 鹤 间 中 Borel 集 召 ， pa，…，pnE 芋 ,， 称 形 如 
CPLD 1 Fp) ER, FES} 
的 集 汶 相应 于 gp， 的 以 召 微 基 的 Borel 柱 , 若 Pi Pn 
强 成 驻 , 也 称 相 应 于 形 的 Borel 柱 . 认 相应 于 型 的 Borel 柱 孚 
体 汶 和 辣 ( 好 ) ， 它 是 -人 代数， 一切 Borel 柱 的 全 体 ( 记 为 入) 是 一 
代数 ， 包含 SS 的 最 小 o- 代 数 记 为 名 ， 那 未 称 员 中 的 第 为 (相应 
于 吐 的 } 弦 Borel 和 集 ， 特 别 当 全 是 条 人 性 生 盾 符 问 , 取 名 性 Bi 时 ,就 
简称 喘 中 集 为 又 Borel 集 . 显然 (和 名, 好 ) 是 态 性 可 测 空 间 . . 
证 惠 是 粮 性 空间 , 名 是 4 的 六 性 子 空间 , 分 音 是 由 名 的 子 
合租 成 的 包含 一 霓 集 
{oIF(p) a, og<o0, PER 
的 最 小 o- 代 数 ， 那 末 称 器 中 的 集 为 (相应 于 下 的 ) 双 Borel 集 ， 
特别 当 二 是 杰 性 拓 盾 空间 , 全 CFT 时 , 就 入 称 窗 中 集 为 允 ‘Borel 
上 展 .- 1 
我 们 注音 , 当 包 是 完整 的 " 时 候 , 把 每 个 gE 嵌入 g< 和 
nn 部 对 于 更 中 每 个 不 为 0 的 多 赔 有 了 E 名 ， 使 7 二 1 1 
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9 如 下 : 
gif fp), fFES. 

但 pi1 二 {81 PD}, 那 未 总 中 (相应 于 下 的 } 避 Borsl 第 也 就 
是 (相应 于 $4 的 ) 阴 Borel 集 ， 这 样 可 以 把 两 种 弱 Borel 集 的 概 
念 获 一 起 来 ， 

我 们 注意 ,能 Borel 集 已 都 是 足够 广泛 的 一 类 集 . 

中 逻 4.2.162 设 外 是 可 析 的 里 可 列 范 空间 ， 剧 中 每 个 开 
(天 ) 理 都 是 弱 Boral 第 ， 

【 艇 村 贡 |p 有 入 jp 有 和 拓 … 科 12 有 <… 是 盏 上 的 范 数 列 ， 
记 S47) 一 {pi| gl,<<?}。， 半 来 用 明 Ss 一 5.(1) 是 弱 Borel 和 集 ， 
由 于 外 是 可 析 的 , 必 有 一 列 {pn} 二 N54, 在 ENS 中 按 上 pl 
秽 密 ， 由 Hahn-Banacb 的 活 画 延 拓 定理 , 必 有 fw€$1, 使 

[fm | = Sup [futp) | =1, fnlipm) 一 pa。 (4.2.16) 
作 舍 
B= {pl lfn(9) <}, 

显然 瑟 是 绸 Borel 集 、 今 证 明 召 一 SS ， 事 实 上 , 外 (4.2.16), 显 
然 有 盏 8。。 如 果 ES 取 正 数 83< 于 (lj 一 巧 ， 那 末 必 有 


om 使 pm 一 9 外 过 5, 因 兹 [fn(gpm 一 9) | 过 6, 其 而 
z fm) | fn pm) | —6= | pon); -6>|o|,—23>1, 
郎 9 七 刀 这 就 是 沽 明了 5, 是 弱 Borel 集 ， 类 似 地 可 以 证 明 对 
一 茹 gpg 全 呈 ,St?) 十 基 弱 Borel 集 . 
由 于 多 是 可 析 的 , 对 于 甸 中 每 个 开 集 0, 必 有 一 列 {gx} ,. 正 
数 {ro} 及 一 加 自然 数 {mw} , 使 得 0 一 | {gn 十 Sw。 (ro)}， 因此 
0 是 弱 Borel 集 . 由 于 下 也 是 验 Borel 集 ， 所 以 一 切 闭 集 理 \O 
也 是 弱 Borel 集 . 证 毕 .， _ 
因此 在 引 理 4.2:16 的 假设 下 , 下 中 能 Borel 和 集 人 全体 就 是 本 
b 关于 引 理 4.2.16 4.3.27 及 其 性 明 中 所 用 到 的 一 切 术 新 参 略 附 句 3， 


T= 
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中 开 集 爹 件 爵 强 成 的 0- 代数 ， : 
引 理 4.23.17 设 盏 是 可 析 的 赋 可 烈 范 空间 , {jp1,} 是 它 的 范 
数列 ,出 六- 光 人 一 4 2- < 他 是 人 中 能 Borel 集 . 
[证 】 设 {gm} 是 8 中 秽 密 的 点 列 , 作 / 


B= {fllf (pn) | < 分， 


则 是 1 中 的 弱 Borel 集 . 令 证 BB 一 S_.,(7)， 由 于 {pm},， 
显然 B 二 .7)， 反 之 , 衣 fEB, 车 gE8,, 出 必 有 子 列 {wm}， 
使 得 Hm gw 一 p( 按 锣 中 拓扑 ), 因此 当 了 EB 时 ， 


[fw) | — lim [fF (gms) | 全 


朗 得 fES_.C7)， 因此 司 _,(7)=B 是 弱 Borel 集 ， 诈 毕 ， 
转 别 并 之 ,， 守 " = 局 S_,Cmy) 是 弱 Borel 党 . 


5” 执 了 不 变 周 度 的 存在 竹 


下 面 答 出 利用 不 等 式 (4 2 12) 来 求 拟 不 空 测度 存在 的 必要 条 
件 的 方法 . 这 里 只 写 出 Hilbert 空间 及 数列 空间 的 情况 , 但 这 个 
万 淡 还 有 可 能 用 到 更 一 般 的 情况 . 此 外 ， 这 里 所 举 出 的 必要 条 件 
事实 上 也 都 是 充分 条 件 , 这 一 点 将 在 55.3 中 裔 明 . 

定理 4.2.18 设 G 是 可 析 的 Hilbert 宏 间 ，(w, 办 是 介 中 内 
积 , 外 是 G 的 各 性 于 空间 ,而且 久 本身 是 党 备 的 可 列 内 积 空间 2， 
(pn 一 12,… 是 旋 的 一 列 内 稻 而 且 〔g，phis (的 as 
“…， 识 坟 到 如 的 嵌 久 算 于 是 连 和 粳 的 ”, 那 末 必 有 自然数 m%, 使 得 
当 把 了 看 成 外 按 (yg, 而 的 完备 化 空间 借 , 到 如 的 嵌入 算 于 时 ， 
全 六 Hibert-Sehmidt 型 算 子 . 

【证 了 我 们 不妨 改 上 适合 条 件 


0 关于 再 列 因 积 宅 间 的 概念 见 附 对 工 . 
人 出 就 划 葵 ,0 在 坟 上 导出 的 拓扑 轴 于 区 的 托 症 ， 


$ 4: 楼 性 符 癌 上 的 粮 性 省 症 与 拟 楼 性 活 面 a 
| Ms=| 人 oanle) <o, 
不然 的 话 , 把 凡 换 成 等 价 的 测度 

mE)-| eds), BEN 


好 了 ，( 我 们 注意 ,这 里 (2, 疏 是 (9, 入) 上 的 可 油画 数 .) 
根据 (4-2.12) , 存在 正 数 c 和 刍 中 零 的 环境 斑 , 使 得 对 于 他 
上 的 每 个 名 性 连 灶 汉 加 了， 


sop |f(h) | so 1f (9) 1dpt9), [4.2.120 


这 时 六 必 包 含 革 个 形 如 很 | ,及 ,过 89 的 环境 。 任 取 人 中 的 一 
个 完备 就 范 直 交 系 {em}, 由 (4.2.4127 得 着 


3 sop, |(h, em) 0 DB) 1Gg, em) lanlg) 


-co Parlg). 


不 六 敲 % 充 分 大 , 使 得 了 TT 按 (w, 办。 是 过 炉 的 。 因此 呈 可 以 延 拓 
成 久 到 的 移 性 有 界 算 子 ， 这 时 


. 要 一- 性 得 
Pp, | Ch, em) | SUP ， | Pren) | 


一 和 (Tree {4.2:17) 
涯 此 程 据 生 :2-:12”), (4.2.17) 和 引 理 玉江 2， 了 是 Hilbert- 
Bohmidt 型 算 子 ， 再 由 引 理 开 :1.8， 知道 全 是 Hilbert-Sehmidt 
班 算 子 、 诈 毕 ， 
我 们 最 感 兴趣 的 是 下 面 两 种 情况 : 
对 4:3:19 访 丁 吾 C1 是 可 析 的 装备 Hilbert 空间 ,， 多 
是 Bt 中 Borel 集 人 全体 ， 如 果 (i, 1) 上 存在 关于 下 故地 变 
的 有 限 、 正 划 油 度 py, 那 末 必 有 月 然 数 %， mnm 产 70) ,使 针 , ( 作 按 
第 %* 个 内 积 的 完备 化 窗 闻 ) 到 到 的 嵌入 算 子 是 Hilbert-Schmidt 
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【 均 〗】 由 于 BE ( 见 引 理 4.2.:17) 且 印 计 和 单 杜 上 上 升 地 
Dt 一 Bh, 所 以 4B)>K(B), 必 有 4 使 Lh)>0。 
我 们 把 窜 及 分 别 限 制 到 太 上， 得 到 一 个 测 论 空间 
(Bh 是 关于 甸 报 不 变 的 ， 现 在 把 二 与 怠 分 芒 作 
定理 4.2.18 中 空间 您 与 人 从 定理 4.2.18 得 到 柔 4.:2.19.， 诅 
= 
条 4.2.20 裔 好, 名 有 是 两 个 可 析 Hilbert 空间 ， 略 是 他 的 绕 
性 于 宇 疝 ,外 到 宫 的 柳 玉 算 子 了 是 连 秆 的 ， 如 虹 在 在 美 玫 全 拭 
不 变 的 有 限 测 典 空 间 (F, 内, 内 (这 里 叶 是 台中 双 Borel 集 全 
体 ) , 那 未 了 是 Hilipertgehrmidt 型 的 . 
z [ 例 4.23.2] 设 1<p<o0, {gx} 是 一 列 正 数 , 台 (few}) 是 满足 
条 件 z 
[é1 = (Ea,lé, |) ?<io0 (4.2.18) 
的 实数 列 上 ~ 长 全 性， 核 数 虽 通常 的 条 性 运算 及 (4.2.18) 规 定 
的 范 数 ,PP({an}) 让 为 Banach 空间 . 特别 地 收 记 入 (人 }) 汶 P. 
合 吵 是 (fqn}) 中 包 合 一 切 Borel 柱 
从 | (6 5) EB}， (了 是 有 限 稚 空间 Borel 第) 
全 体 所 成 的 c 代数， 访 1<g<co, 如 果 存 在 关于 平移 下 拟 未 蛮 
的 有 限 测 度 空间 (3 ( {gs})，, 轴 , pj) , 那 末 
| 2m<， | (4-2.19) 


事实 上 ,由 于 [Em (le 路 是 可 测 夯 数 , 不 妨 届 
|。 Ian 人 <ce，。 42.20) 
然 的 忒 ,区 叶 为 等 价 的 测 订 
w=-|, etdp(B), 再 多 妈 


好 了 , 作 PG) 上 上 的 可 调 移 住 证 画 
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fs} én, EA} ED), 
根据 (和 .2.12) , 必 有 如 中 堵 的 环境 六 以 及 正 数 6, 使 得 


gup | 他) | < | fa (8) dE), n=1, 2,, (4 2°18) 
不 妨 识 了 一 在 | | 外 <5}, 6>0, | 一 (富生 | ， 屠 林 (4.2.12") 
化 研 : 
已 
1<$| ,Islanle). 
利用 Hilder 不 靠 式 立 朗 知道 


1<(§) pa) | Enan 人 6)， 


AT} 


将 上 式 两 边 乘 以 m4, 并 对 % 相 加 得 到 
Eo< (5S) pe({e))rM<o0,. 证 华 ， 


6” 上 Ls-Fourier 变 挨 


关于 烙 上 的 LFourier 变换 理论 已 释 在 $3.4 中 叙述 过 , 这 

些 理论 自然 可 以 搬 到 粮 性 空间 上 来 ， 其 中 的 定义 和 命题 只 要 作 远 

小 的 变动 ,我 们 不 准备 群 和 地 -一 一 叙 壕 在 线 才 空间 时 的 情况 ,而 只 

以 Ls-Fourier 变换 的 定义 为 例 叙 述 在 粮 性 测度 空间 的 人 情况， 其 
祭 的 留 答 访 者 , 后 面 在 用 到 的 时 候 我 们 就 不 娠 丰 变 代 了 . 

定义 4.2.9 设 各 = (G, 由, zw] 是 米 性 测度 空间 ,而 和 且 是 关于 

G 的 接 性 子 空间 名 拟 不 变 的 可 局 部 化 测度 空间 设 台 =(@; 舱 , 入 

是 美 于 侣 的 多 性 子 空间 久 拟 不 变 的 六 性 测度 空间 , 它 适 合 下 面 两 


条 件 : 外 存在 舍 到 久 上 的 同 构 映 申 


f—7, 
又 有 到 人 的 同 构 快 限 
hh(9), gEQ, 

人 得 -人 人 DIE 全 是 马上 的 决定 集 ; 而 且 当 六 E 久 时 ， 1 ) 
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在 甸 上 导出 的 科 性 法 王 名 (.) 是 
h(i) GE. / 
多 存在 了 2(9) 到 号 (6) 上 的 西 算 子 互 , 使 得 中 (的 ) 中 的 西 算 子 
PR) = 了 DO) FT EG 的 形式 是 
(POD DN = g(g, IEQ, g EN). : 
那 未 称 (6, @) 是 (8, 储 ) 的 对 侦 (或 称 避 是 9 的 对 情 测 度 空 间 )， 
及 称 了 是 相应 的 (12 (中) 到 串 (Q) 上 的 ) -Fourier 变换 ， 


8 4.3 厂 性 拓扑 空间 上 的 正定 巡 罚 男 数 


在 本 节 中 ,我 们 仍然 只 考 虚 实 六 性 室 间 ,同时 把 它 看 成 按 加 法 
的 群 .因为 ,任何 满足 TZ6 隔离 公理 的 有 限 准 灵 人 性 拓扑 空间 拓扑 同 
构 手 相同 蔡 数 的 欧 儿 旦 得 空间 , 因此 Bochner 定理 葵 出 了 有 限 粮 
冯 性 拓扑 空间 上 正定 连 炽 画 数 的 一 般 形 式 ， 然 而 对 于 无 限 雁 米 性 
拓扑 容 间 ， 泛 今 为 止 还 洛 有 景 一 般 的 关于 正定 过 苇 夯 数 表示 的 定 
理 , 但 是 已 有 了 一 些 重要 的 辣 果 .， 我 们 首先 考察 一 般 镶 性 空 徊 的 
情况 ， 


1” 烧 性 宇 疝 上 正定 过 秒 图 数 。 柱 出 度 


我 俩 先 把 测度 概念 拓 广 为 " 较 股 的 柱 测度 . 

设 也 是 欧 性 空间 , 各 是 马上 某 些 线性 证 男 所 胞 的 灵性 空 则 . 
发 入 是 台中 的 Borel 柱 全 体 所 成 和 的 代数 : 

定义 4.:3-1 设 卫 是 8 上 的 集 画 数 ; 对 于 包 的 每 个 有 限 灯 子 
宏 间 囊 , 把 三 限制 在 相应 于 于 的 Borel 柱 侈 体 (BB) 上 时 , 了 是 
概率 测度 , 屠 末 称 卫 是 岛 上 的 柱 测 庶 ”…. 

显然 ， 社 而 度 上 承 育 足下 面 的 条 忻 : (DD) 对 任何 2ES8, P(g) 
>0; (ii) P(8) = 工 ; 【证 ) 是 有 限 可 加 的 . 这 里 条 件 人 和 (让 是 
显然 的 ,条 件 fii) 可 以 这 样 看 出 : 任 取 吕 中 互 不 相交 的 芭 ，…，zr， 

》 我们 注 乱 ,这 且 杜 测度 的 客人 钨 :是 时 2.3 中 柱 测度 的 特 丈 情况 。 


bE mR Ct 


$ 4.3] ”六 性 拓 提 空间 上 的 正定 尝 疆 汪 数 2 
由 44.2, 必 有 1 的 有 限 稚 子 空间 西 , 使 2 …, 加 ES(B) ， 因 此 
由 了 在 S(%) 上 的 可 加 人 性 立即 得 到 

Hz{2a 十 十 ia) 一 几 ( 疝 ) 二 十 罗 人 0) ， 
这 就 是 (iity)， 和 但 是 一 般 范 求 ; 已 在 上 不 是 可 烈 可 加 的 ， 

当 柱 测度 卫 在 8 上 可 列 可 加 的 时 候 , 我 们 根据 苑 知 的 方法 
(此 Halmos[13) ,把 己 延 拓 到 包含 8 的 最 小 a- 代 数 洛 上 一 一 延 
拓 后 的 集 图 数 仍 记 做 了 了 ,一 一 使 得 ($, 窟 , 了 ) 成 为 概率 测 座 实 间 ， 

发 卫 是 多 上 的 柱 测度 ， 著 1 (6 ，EE 吕 ,是 名 上 的 贾 数 ， 而 
且 存 在 留 的 有 限 蕉 子 空间 名 使 女 关 于 概率 测度 空间 ($, S(B)， 
P)， 是 可 积 的 , 那 来 称 妇 关于 名 上 的 柱 测 弃 了 是 可 积 的 , 而且 以 
让 关于 (名 , 8 (本 , 卫 ) 的 积分 作为 1 关于 柱 测度 卫 的 积分 , 仍 读 
为 


| nare). 


特别 , 当世 是 可 列 可 加 的 时 候 ， 这 个 积分 值 也 就 是 也 关于 测 府 空 
癌 ( 名 ,各 , 卫 ) 的 积分 . 
定义 4.3-2 裔 信 是 米 件 空间 , 了 是 久 上 的 机 数 ， 如 果 对 于 
富有 py 十) 是 实 变 数 
., 如 的 连 粹 画 数 ， 也 就 是 癌 , 了 在 岛 的 任何 有 限 雁 空间 (有 中 

用 放 伺 了 空间 中 意 是 采用 欧 几 里 得 拓扑 |) 是 连 秆 图 数 ， 那 末 称 J 了 是 


准 这 种 的 ， 


引 理 4.3. 工 吉 儿 是 粮 性 宏 间 ，$ 是 外 上 某 些 嫉 性 泛 画 租 记 
的 六 性 空间 , 了 是 多 上 的 福 测度 , 作 丁 数 


7 的 =| woaPG，gE@， (4.8:D) 


则 了 是 @@ 上 的 正定 蕉 连 炉 画 数 ,而 且 记 (O) 一 1. 
证】 出 于 了 (名) = 二 1 所 以 了 (0) = 二 4 ,六 因为 


”有 这 里 和 的 了 也 机 在 (和 上. 
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uf (gi — ga) nr = |, ] > ef [2d P(E 0, 


是 上 了 是 正定 的 . 对 和 伍 何 rh “3 Pr 安 好 ， 将 Lebeseue 控制 玻 谎 
定理 底 用 于 只 讼 融 遮 空间 【名 ， L(y “""y in) ， £) 和 并 和 福 意 到 


f (Sup)= | ee dP(E), (3-2) 


易 知 (4.3-3) 是 实 变 数 坪 …, 加 的 过 和 继 西 数 ， 误 堆 . 
” 当 甸 中 施 素 是 够 多 时 ,我 们 答 出 下 理 4.8- 芋 之 通 . 
引 理 4.3.2 设 侧 是 克 性 空间 , 各 是 多 上 某 些 药性 证 画 前 成 
的 线性 空间 , 名 双 是 完整 的 (网 第 228 页 ) ， 那 末 对 于 他 上 的 每 个 
正定 蕉 连续 画 数 六 了 (0) 一 1, 必 有 上 唯一 的 柱 测度 卫 , 使 得 


f= | enap(), ge,. (4.3.3) 


【 幕 】〗 任 取 攻 中 有 限 个 糖 性 无 美的 向 量 pa ，…，ps， 作 站 个 
实 变 数 所 …， 在 的 画 数 子 伯 pa 十 … 十 丰 p]， 轩 于 了 是 正定 拟 连 
稿 商 数 , F (0) 一 1, 我 全 容易 看 出 了 了 (api 十，… 十 和 pw) 是 即 个 由 变量 
的 特征 画 数 . 由 Bochner 定理 有 % 蕉 空间 总 上 的 概率 测度 
Qe, 使 得 


i (tg rr 二 下 po 一 | | ei tinfn) dp {E1, ny < 。 


作 和 名 到 二 的 映照 了 0 一人 (91 (pn))。 宙 于 闸 是 
和 完整 的 ， 了 wy 的 象 充满 整个 吾 :， 作 癜 (te 他) 二 的 尝 图 数 fpj 如 
下 ; 当 4 是 也 中 了 Borel 集 时 ,规定 
P tp Ted) = Fcpy (4). : (4:3.4) 
显然 ，( 旬 ,BS (APH)， 了 wp) 是 概 兴 测度 容 间 , 
我 们 来 证 明 这 碎 概 宗 测 府 空 因 是 符合 的 : 郎 对 于 任何 
人 BES NS CG, Pi 本 着 
Pyp lB) — Diwp (B) = (4.3.85) 
这 时 ， 必 有 834，…，9n 和 已, 使 得 SOD US(od) CCp 让 ) 


站 4 妨 性 要 村 罕 于 上 的 正定 沁 纺 二 阁 281 


只 要 产 胃 z 

二 如 (B) = ty} (B) (4.8.:6) 
好 了 ,因为 可 以 类 做 地 证明 Pwy(B) = 三 wa(B)， 从 而 得 到 (4.8.5) 
不 妨 识 oj 一 由 一 下 2 m, n>m， 根 据 {4.3.6) , 我们 有 


| 上 st QQ [去 1， "a Erm) 


=f (Fb tt tmlm) 
—f (#1191 十 wis 十 tmpm 二 Opnrit 四 二 Op) 


_ | _ 上 ee dp,) (£1, "a Ey ， 


我 们 得 知 等 式 
外 oa 本 Es) (£1, 四 Em) ED}) = 人 fp; (DD) 
对 4%m 条 空间 中 一 茹 Borel 和 集 口 成立, 这 也 骨 是 结 ， 
Poa (SIE CPD , 7%, E95)) ED}) 
— Poa({s | 人 人， 有 (4.8.7) 
但 是 Swwy 中 任 一 集 BB 必然 形 如 长 | EC) Cn) ) ED， 天 
此 由 (4.3.7) 得 到 (4.8.6), 部 前 述 的 概率 测度 空间 族 是 符合 
上 ， 
我 们 规定 上 的 第 图 数 如 下 : 当 AEStt{gpy}) 时， 
P(Ad) = Py td). : 
由 测度 空间 族 (六 ,St 让)，Pao)，{p 站 一 @@ 的 符合 性 ,仿照 31.8 
知道 , 卫 有 确定 的 意义 .由 是 可 知 , 了 是 名 上 的 柱 测 度 ， 
得 芋 二 适合 关 戏 式 {4:3: 中 ， 对 任何 gE 饭 , 当 y=0 时 ， 
.8.83) 是 显然 的 ,所 以 当 g 到 0 时 ， 


fg) =] eraQw be) ~ for aPo (8) = | ero dpe). 


至 于 (4.8.8) 中 柱 测 度 的 唯一 性 可 以 这 样 看 出 , P 在 每 个 
S({pi), wl "**) rn 亡 世 上 的 值 由 (4:83.4) 中 的 Gp f 涉 十 江 ， i 
@ep; 程 据 Bochner 定理 ,是 由 f 央 定 的 ， 诈 半 . 


2 绕 性 拓 才 罕 关 上 的 扳 趟 变 测 诬 反 机 和 务 本 [第 四 党 


2” 手 襄 启 的 环 般 性 
“我 们 相仿 于 5383.2, 规定 柱 测度 ( 测 许 是 它 的 特别 情 沈 ) 的 过 
秆 性 ，。 z 

定义 4.3.8 设 包 是 以 做 拓 卸 的 稿 性 拓扑 空间 , 驴 是 久 
上 的 某 些 禾 性 泛 画 租 成 的 粮 人 性 空间 , P 是 名 上 的 福 测 度 ， 如 果 对 
于 任何 正 数 e。, 必 有 0 的 环境 了 C.F , 使 得 当 %E8 时 ， 

Plt| le) {>1, EB}) <e 

成 立 , 那 未 称 了 是 关于 拓 扩 .7 连 炉 的 或 简称 了 是 速 炉 的 . 

下 面 仿照 8 8.8 建立 正定 丽 数 的 连 炽 性 与 福 测度 连 炽 性 的 联 
系 ， 

相 理 4. 3.3 改名 是 夏 性 拓扑 空间 ， $5 是 6 上 的 菜 些 禾 性 泛 
画 租 成 的 禾 性 空间 , PP 是 名 上 的 柱 测度 、 作 


f(g) =| emaPp(t), geS, ~ (4:8:8) 

那 末 了 在 外 上 迷 姜 的 充 要 条件 是 社 测度 为 回炉 的 . ”  : - 
【 姓 】 说 六 是 回炉 西数 , 对 任何 正 数 #, 必 有 伪 中 的 环境 本， 

使 得 | 
1—%F ‘9) < (4.3.9) 

/ 对 一 切 gE 吕 成 立 (由 于 (0) =- 也. 取 正 数 &, 使 得 eo*<< 专 ， 由 


于 并 是 荆 性 据 扑 空间 ， 必 有 10 的 环境 亚 , 使 得 | 计 委 8 时 和 和 可 . 
这 样 , 当 YE 时 ,由 (3.9) 得 到 


| (1— RCgt)) edi< 和 + | 201dt < 8, (4.8.10) 
然而 由 Fabini 定理 我 们 得 到 
be Rd) | (1— osté (9))o at dP (é) 


-| oT rdP ). 人 .8. 1) 


和 4+3] 可 性 拓扑 宅 癌 上 的 正定 二 醒 数 39 
利用 (4.3:10) 和 (4.3.11) 我 们 得 知 , 汝 9E 时 ， 
PAENEG I> <2) rE) se, 
即 是 襄 柱 测度 了 是 连续 的， 
反之 , 洪 了 是 连 粹 的 , 则 对 任何 正 数 6， 有 0 的 环境 矿 使 得 当 
必 亿 六 时 ， . 
PUENEG)|>1) < 4. 


取 正 数 5< 世 使 1-cos8< 志 , 作 00 一 6V, 它 显 然 是 0 的 环境 ， 
当 gED 时 , w 一 于 9EV, 因此 


PUEIlé(9) 1>0) =PELE) |>1) < 
出 是 , 当 g&U 也， z 
1—Rf (9) ~| (eos é(9))aP CE) 

/ <(1l—0080) +2P {ele tn)>0)<e,. 
这 就 证 明了 先 f (9) 在 g 一 0 是 巡 炽 的 . 但 是 由 引 理 4 是正 
定 画 数 ,因此 了 是 连 粮 的 ( 浴 见 (3.3.3) 式 后 的 命题 ). 

关于 柱 测度 的 连 灶 性 还 有 与 引 理 3.2.19 完全 半 亿 风 守 天 
-定理 4.3-4 识 侈 荐 满足 第 一 可 列 侠 理 的 锋 性 拓 盾 宏 间 ， i 
是 @ 上 某 些 悉 狂 速 著 话 画 所 成 的 半 伺 空间 , 客 是 名 中 包 食 一 切 
Borel 柱 的 最 小 5 代数， 各， 全 卫 ) 是 概率 测度 空间 ， 则 了 必 基 

我 们 注意 , 当 定 理 4.8-4 中 的 贸 未 请 中 第 _ 林 肌理 时 测 
度 卫 就 不 一 定 是 连 秆 的 ( 见 夏 道 行 [31). 


， 正 定 准 圳 锁国 数 表 示 为 测度 的 Fourier 变换 


就 @ 是 糙 性 空间 , $ 是 鲁 上 的 一 些 粮 性 泛 丙 所 成 的 如 性 安 
间 , 窜 是 包 合 一 切 Borel 柱 的 最 小 ec- 代数 ， 引 理 4.8.2 已 径 研 
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完了 并 寺 正定 拟 连 乱 夯 数 表示 成 柱 测度 的 Fourier 变换 的 博 疯 . 
我 们 现在 要 研究 对 怎样 的 名 ，@ 上 怎样 的 正定 夯 数 了 可 以 表示 成 
某 个 测 底 空间 (总 , 入 , 了 ) 上 的 积分 


f(9) ~ | aepaP 人 E)， 立 安 如. : (4:8.1) 


由 引 理 43.1, 我 们 知道 的 准 连 炽 性 是 (4.3.1) 成 立 的 必要 条 
件 , 双 可 以 胜 明 , 名 的 完整 性 也 是 必要 的 , 但 是 这 两 个 必要 条 件 合 
起 来 念 不 是 充分 条 件 ( 见 $5.3).， 我 们 有 

定理 4.3.5 裔 人 是 名 性 空间 , + 是 四 上 的 禾 性 泛 画 双 体 
所 成 的 万 性 空间 ， 4 是 贸 + 中 包含 一 切 Berel 柱 的 最 小 o- 代 数 ， 
则 对 入 上 任何 正定 准 连 粹 两 数 f, f(0) 一 1, 必 有 (@4,， 站 人 上 的 


唯一 概率 注 度 P+，, 使 得 对 一 二 9gE 多 ,成 立 着 
7 的 -| HVAPsE), yES, ~ (43812) 
[证 】 中 必 有 炎 性 基 {%。|a€ 吕 ,9 为 指标 集 . 对 任何 有 
限 个 oa …， as EA, 我 们 作 史 个 实 变数 如 ，…， ts, 的 画 数 
于 人 (和 44.38.18) 
由 于 了 是 正定 准 连 粮 的 , (0) =1, 易 知 fw 是 正定 连 粮 泵 数 ， 
而 且 Fun (0, …, 0) =- 二， 又 由 (4-3.13) 容 易 看 出 这 族 特 征 画 孝 
{fp} 是 符合 的 . 对 每 个 aE 时 作 实数 空间 及。 及 其 中 的 Borel 集 
侍 体 千 k， 峙 ERoINOTop0oB :定理 起 1.8.4") + 必 有 (XB,, pg 证 <) 
荆 喻 一 的 概率 测 庶 P4, 使 得 对 任何 有 限 个 mw，…, % E 3f， 成 立 着 
于 (tao a) = fon (ms **, bond 
-| 证 jpn dpa [ez ， {4.3-14) 
其 中 zu 是 X Ba 中 点 4 的 第 a 个 坐标 ， 
对 每 个 峙 所 PT 作 总 上 的 证 夯 交 如 下 : 


a 
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容易 看 出 盆 是 多 上 的 线性 泛 画 ， 后 是 肌 归 > 是 X Rs 到 公 4 
间 的 一 一 对 上 应， 我 们 把 w 与 金 -一 致 化 ， ，(4.814) 就 成 为 
(4.:3.12)。， 盏 于 {4:3.12) 中 4 的 改作 和 (4. 3.14 中 P14 的 叭 
一 性 立即 得 到 证 替 . 

若 总 是 名 上 完整 的 寿星 泛 丽 鹤 间 ， 各 王 思 4， 5[ 理 4.8.2 也 可 
下 由 定理 4.3.5 推出 .事实 上 , 当 B 是 贸 4 中 Borel 六 时 , BN 名 
是 名 中 Borel 柱 、 作 第 醒 数 已 如 下 : 
| / P(BNS) =P:(B), 
就 可 以 用 明 了 即 为 引 理 4.3.3 中 所 要 的 柱 测度 了 . 
定理 4.3.56 怕人 是 续 性 空间 , 名: 是 外 上 黎 性 活 画 全 体 ， 
那 末 留 4 上 的 每 个 柱 测 论 也 是 可 列 可 加 的 . 

事实 上 ,这 是 E0mroropoa 定理 的 男 一 形式 ， z 

【二 】 发 号 是 @4 上 的 桂 测度 ,利用 (4.8.1 (其 中 各 取 为 
久 4) 作出 儿 上 正定 蕉 未 楼 画 数 六 由 定 埋 4.3.5, 必 有 【( 售 14， 等 二- 
上 芍 构 率 测 度 P4 使 (4.3.12) 成 立 ，P^ 也 是 @4 上 的 柱 测度 ， 在 
引 理 438-1 中 取 和 名 一 如 4, 由 引 理 4.8-1 中 柱 济 庶 的 唯一 性 知道 ， 
对 一 切 Borel 柱 吕 有 了 (BB 一 了 4(B) ,但 PA 是 可 到 可 加 的 ,所 以 
福 测度 卫 是 可 列 可 加 的 ， 证 毕 . 

顺便 指出 , P+ 就 是 了 在 舍 * 上 只 一 的 延 拓 . 

当 章 对 名 4 时, 一 般 说 来 , 各 上 的 六 测度 不 是 可 列 可 加 的 .我 
全 感 兴趣 的 是 可 列 可 加 柱 测 度 ， 因 为 这 种 测度 可 以 延 扩 到 更 广泛 
的 集 族 上 ,使 得 可 测 集 较 多 (好 $4.2) , 另 一 方面 ,可 以 有 款 好 的 分 
析 工 具 , 下 面 答 出 使 芝 镇 的 柱 测度 成 为 可 列 可 加 的 条 忻 ， 

连 车 柱 测度 的 可 列 可 加 性 与 从 类 性 空间 的 柯 念 密切 联 
系 着 ， | / 

定义 4.8-4 设 (人 @, 9 ) 是 纺 竹 拓扑 空间 , 黎 伯 空间 C84， 
俐 是 总 中 戏 Borel 柱 至 体 ， 如 果 对 于 (名, 9 ) 上 的 每 个 正定 违 入 
画 数 刻 7 =1; 必 有 (各 , 入 ) 上 唯一 的 概率 测度 已 , 使 得 .，- 
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hEBH, FO -| tape, 


那 未 称 5 是 (人 @, .F) 的 漳 ( 色 性 ) 空间. 
引 理 4.3.6 条 (@, .7) 是 起 性 拓扑 空间 , $C 而 且 是 完 

整 的 , 那 末 名 是 (人 @, F) 的 区 空 间 的 充 村 条 件 是 名 上 每 个 关于 .多 

连 凌 的 柱 测 度 潢 足 可 刻 可 加 条 件 . 

[ 址 】 让 5$ 上 每 个 速 蒜 测 诬 是 可 列 可 加 的 ， 对 于 {@, .7 ) 上 
的 每 个 正定 回炉 夯 数 疡 (0) =1, 根据 引 理 4.3.2, 4.8.8, 有 六 
上 的 柱 测度 卫 , 它 关 于 .9 连 种 且 使 (4.8.3) 成 立 , 这 个 柱 测度 虑 

为 概 认 测度 . 
: 反之 , 条 各 是 (人 ,9 ) 的 弟 线性 宏 间 , 对 于 各 上 的 每 个 关于 
儿 连 种 的 柱 测度 作出 相应 的 拟 正 定 连 粮 画 数 (4.8.1), 出 引 刘 
4.8.8, 这 个 两 数 是 连 种 的 ,因此 有 松 率 测 诬 使 (4.8.3) 成 立 , 再 由 
于 (4.8.1) 中 柱 油 度 的 唯一 性 知道 这 个 柱 测 论 是 概 棕 测度， 证 毕 . 
”因此 研 完 讲 纺 性 空间 等 价 于 研究 使 速 炉 柱 测 庶 成 为 可 列 可 加 
的 完整 多 性 泛 两 空间 $c 

先 介 阅 柱 测度 的 一 种 正则 性 . 

引 理 4.3.7 改作 是 线性 空间 , 名 是 @+ 的 矿 性 子 空间 ,也是 
急 上 的 福 独 度 . 对 于 名 中 的 尾 何 Borel 柱 4 和 任何 正 e, 必 有 
多 中 的 弱 开 柱 《部 以 有 限 礁 空中 中 开 集 做 基 的 柱 ) 避 , 使 得 0 二 4 
机 

PirA)>P(U)—s. 

【证 】 高 4ES(G) ,本 为 外 中 mr 共 子 空间 , 合 守 是 Rs 中 的 
Borel 集 全 体 . 当 BE 轩 时 , 用 包 表 示 相 应 于 的 、 以 吾 做 基 的 柱 ， 
定义 名 上 的 集 画 数量 如 下 : 
| Q(B) -PB), BES. (4.3.15) 
由 于 (名 , SB), P) 是 烽 率 测度 空间 , 容易 验证 (Rw, 六, Q@) 也 是 要 
这 测度 宰 责 ， 必 有 Rs 中 开 集 0 二 必 一 一 这 里 DE 革 , 六 = 4, 使 得 


一 


rT 
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QD) > QO0) 一 8 (4.8.16) 
因此 弱 开 柱 6 习 必 =A， 及 因 (4:3.1 四 和 ‘4:3.1 信 得 到 
P(lA)>P(O)—e,. . 证 些 ， 


引 理 4:38.8 座 外 是 米 性 空间 , .全 是 他 上 某 些 入 性 诈 画 所 成 
的 杂 性 室 赔 , 站 是 总 中 色 含 一 项 Borel 柱 的 最 小 oo- 代 籽 ， 唐 了 
是 急 上 的 杜 调 诺 ,如 果 对 于 任何 正 数 *， 必 有 总 中 的 鞠 紧 人 梨 避 ,使 
得 邓 占 中 任何 起 与 0 相交 的 Borel 柱 咏 ,都 有 


PW <s, (4.8.17) . 


那 末了 是 可 列 可 加 的 . | 

【 放 】 我 们 先 竹 明 当 乒 ,…，Z4,…… 是 总 中 一 列 Borel 柱 而 
且 总 妈 一 备 时 ， 

PPL >1 (4.3.18) 
好 了 .由 假 识 , 对 任何 正 炊 5, 必 有 名 中 的 英 开 Borel 柱 Us 
使 得 : 
: P(Z >P(U) —S. 
因为 轧 Dip 忆 有 $0， 根 据 C 的 娶 紧 修 , 必 有 mn 使 和 
总 V0， 因此 Borel 柱 全 为 本 与 G 不 交 . 从 而 ,由 (4.3.17) 
交 A : 
| P($— PU)<e. i 
再 由 卫 的 有限 可 加 性 得 到 
| > P(D,) >P( 之 Ui)>1~ e. 

因此 / 

六 P(2D> 训 了 P(29> 加 (P(0) - 癌 )>1-24， 

合 s->0 就 得 到 (4.8.18)。， 四 


一 中 
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发 { 瑟 。} 是 总 中 一 列 互 不 相交 的 柱 , 而 且 由 本 召 也 是 总 
中 的 柱 . 读 Bo 一 备 \ 瑟 , 则 盏 也 是 名 中 的 柱 而 县 | 画 一 和 根 


据 (4'3.18) 就 有 


P(E,) >z1, 


”因此 由 卫 的 有 限 可 加 性 得 到 


P(E)=P(®) ~P(Bo) < Y P(E,). 

再 由 了 的 有 限 可 加 性 得 到 轨 P(B。)+P( 如 -加 EB) 一 P()， 
9 PP( 刀 ) 之 记忆 (8)， 全 困 >o0, 分 得 P( 本 一 训 P(B,) .这 
样 就 得 到 了 了 的 可 列 可 加 性 ， 几 毕 . 

我 们 在 下 面 要 用 到 的 是 引 理 4-3.8 的 一 个 特殊 情况 . 

系 4.8.9 裔 久 是 可 析 的 赋 可 列 范 空间 , @i 是 甸 的 共 瑟 宏 
问 , 了 是 @+ 上 的 柱 测 度 , 记 | 旨 -， 是 人 上 的 第 % 个 爱 范 数 ， 
SR) = 括 | 上 -所 司 ( 见 附录 了 ,如 果 对 任何 正 数 s， 必 有 和 
如 使 得 对 一 葬 不 与 S,(B) 相交 的 Borel 柱 号, 恒 成 芝 着 

PB}<e, | : 

那 来 PP 必 是 可 列 可 加 的 . 

【 首 】 根据 线性 拓 牛 窗 间 论 中 的 定理 , Sn (RR) (Ro0) 是 器 
紧 的 ,因此 和 由 引 理 4.8.8 推出 系 4.3.9， 诈 些 . 


4” 总 性 托 盾 年 陋 正 定 连 入 国 数 的 下 示 


在 这 一 段 中 我 们 始 克 以 名 忧 示 某 个 元 性 拓 填空 间 , 名" 是 伪 
上 黎 性 连续 活 图 又 体 所 成 的 共 王 空间 , 品 i 是 岂 中 包 合 一 茹 
Borel 柱 的 最 小 9 一 代数 ， 

我 们 首 污 注意 , 一般 部 水 六 上 的 正定 连 剖 画 数 .六 (0) =1， 
不 一 定 能 表示 成 ( 售 f, 华人 上 某 个 概率 测度 Pi 的 Fourier 变换 
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f(g9=| eeeoaPrGE)，9gE@， (4:3.19) 


玉 B22 
我 们 还 是 和 8 3.3 的 处 理 方法 一 样 对 正定 丽 数 了 再 课 以 别 的 
条 御 ， 首先 我 们 把 定理 3-8.7 搬 到 这 里 来. 

定理 4.3.10 闹 殷 是 拓扑 村 性 空间 ,由 是 @ 的 某 些 子 集 所 
成 的 o- 代 数 且 员 包 含 忆 的 一 切 亲 于 全， 及 订 (G, 名) 上 存在 局 部 
有 限 的 正则 测度 py， 那 末 对 于 G 上 的 每 个 正定 回炉 画 数 少 (0) 
二 1, 必 有 (Gm, Bw) 上 的 构 率 测度 了 ws, 使 得 当 yEG 时， 


f(9) -| apy(e). 


定理 4-3.10 的 证 明 与 下 面 定 理 4.3-11 的 谣 明 相仿 , 兹 略 去 ， 

再 把 定理 8.8.8 搬 到 这 里 来 . / : 

定理 4.8-11 裔 台 是 黎 性 柄 扑 空 间 ， 久 是 G 的 粮 性 子 空间 ， 
省 又 有 拓扑 F, 宅 比 昌 在 全 上 导出 的 拓扑 双 , 而 且 ( 人 名, .9 ) 成 为 
第 二 各 的 黎 性 拓扑 宏 问 . 双 必 办 是 人 中 开 集 全 体 张 成 的 rc- 代 数 ， 
而 且 在 (Gr, 鸭 ) 上 存在 着 关于 名 强 所 不 变 的 .局 孝 有 限 的 正则 测度 
H。 那 未 对 于 他 上 的 每 个 正定 连 炉 夯 数 户 0) 一 必 有 (@1, 31) 
上 唯一 的 概率 测度 Pt, 使 得 下 式 成 立 : 


7 的 =| ,exeodP1G)，3gE@ (4.8.197 


双 寻 关于 人 在 久 上 导出 的 拓 卦 是 违 粹 的 ， 
【起 了 】 根据 $4-2, 我 们 知道 映照 
A: EE et 
是 1 到 车 上 的 一 一 对 应 ,而 且 , 4 把 8t 中 的 集 映照 戌 $8* 《人 @* 中 
薪 Borel 集 全 体 ) 中 的 集 , 忆 4 把 条 中 的 第 上 映照 成 久 中 的 全 .很 
据 定 理 8-3.8, 我 们 作出 (3.3-40) 中 的 P'. 利用 .P* 作出 Pt 如 下 : 
PH+( 西 ) 一 Pen 到， HESt, 
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这 样 就 得 到 了 (人 gg ,人 ) 上 的 概率 测度 二， 让 可 测 变 摘 二 将 
(83-3- 和 0) 化 成 (4.3.19'”)， 至 于 (4:3.19”) 中 己 的 叭 一 体 可 电 半 
的 唯一 性 推出 ,而 己 ， 的 这 秆 入 是 根据 了 关于 全 土 拓扑 的 连 炉 性 
得 到 的 . 

我 们 后 面 常用 的 博 匹 是 当 为 完 省 的 娘 性 距离 空间 ,而 
(本, 册 ，HJ) 是 关于 名 拟 不 变 的 有限 的 正则 调度 空间 . 


起 色 是 ( 实 的 ) 可 列 Hifbert 空间 , (p, 内 wm = 二 2, … 是 它 


的 一 型 内 积 ， 饭 是 区 按 范 数 1p1, 一 Vtp, 9)r 的 完备 化 空间. 
仿 在 @ 上 引进 新 的 拓扑 、 任 取 自然 数 ” 以 及 Gu 上 的 正 核算 子 
TT, 作 氏 中 的 子 集 | 
UD, 一 并 | (Tp, pja< 1 

必 有 一 拓扑 耻 这 种 集 J (7 加 全 体 为 0 的 环 增 基 ,而 且 使 作 按 此 
拓扑 为 其 性 拓扑 窗 间 , 这 个 拓扑 寻 做 名, 括 扑 名 显然 比 生 原 有 的 
双 . 

定理 4.3.12 设 久 是 可 祈 、 可 列 Hilbert 空 关 、 如 果 / 是 加 
上 的 正定 丽 数 , 而 且 关于 拓扑 名 是 速 炉 的 ， 那 未 必 有 (人 +，8) 
上 唯一 的 概率 测度 Pt， 使 了 表示 成 (4.8.19) ， 而 且 其 中 测度 Pt 
关于 拓扑 名 为 回炉 的 、 | 

这 个 定理 的 话 明 要 点 在 于 下 面 的 引 理 4.38.13， 首先, 我 们 训 
多 蕉 ( 灾 ) 内 积 容 间 为 Bs :0 py Bm 为 Bn 中 一 粗 就 范 正 交 基 ， 
当 wERs 时 , 记名 二 (wv, 只。 坑 见 是 电 。 中 的 Borel 第 全 体 ， 
(Bw, 轩 , @) 是 一 酸 率 测度 空间 . 计 测 度 @ 的 特征 画 数 为 


0g) -J 28 人) 
司 理 4 3.13 裔 D3 er rd 是 一 正定 一 次 型 ， Ei .4 一 Sp 
分 


rr 
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那 赤 
Qtfezltz， 20) < XE (rt2 人) (4.8.20) 
【证 ] 我 们 首先 往 意 Gauss 测度 的 性 质 ( 见 85.1) 
na ay) ee, 
不 产 就 一 1 注 证 且 ( 生 .3.20)。 利用 上 式 我 们 得 到 
Q (fel ©, 为 > 了) <— + 3 ~ 3) dQ Ce) 


| a) 


I | Css Cj (人 io)a) gd 


4 8 亚 
1 
a 
~ 1-e 3 (2 3 
我 们 注意 , 当 Zorgxyi 所 1 了 时， 1. .Mx (WY En, 而 当 Doryedy>l1 HH， 
1 一 站 x 寺 2 寺 2 qm。 再 利用 之 Get 的 正定 性 我 个 得 知 
对 一 茹 yy 成 开春 


一 一 | 4 1 mC) ray 人 


1—Rx (87 <n+2 Dawuyd. (和 ,8.22) 
以 (4:8.22) 代 大 (4-38: 红 ), 霸 计算 Gauss 积分 就 立即 得 到 
:3.20) {( 当 且 =1 时 的 情 玩 )。 于 一 般 吾 , 类 位 地 进行 合计 , 引 理 . 
证 学 ， z 

【定理 4.8.12 的 证 明 】 显然 @ 是 党 整 的 . 对 了 应 用 引 理 
4.8.2, 我 们 得 到 人 上 柱 测度 ' 王 适合 由 :3.3)， 只 雪 证 明了 在 
i 的 一 茹 Boral 柱 上 是 可 列 可 加 的 , 则 可 将 卫 好 拓 成 (1, 51) 上 
的 栓 认 测度 ,而 {4:3.3) 就 化 成 (4.:3.22), 记 
Pl sup |F lg) | ， 


直系 4.3.9, 我 们 只 要 旋 明 对 任何 正 数 。, 必 有 倒 中 的 球 8 加) 


四 Pp 
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= {了 ||-_, 所 RR} 使 得 落 在 SwR) 逢 的 尾 何 Borel 柱 的 测度 小 

于 e 就 行 了 ， 首先 取 - 

Aw 一 工 在 
Ne 2 

由 于 了 关于 拓扑 名 脖 连 粹 的 , 必 有 有 自然数” 以 及 多 上 的 正 核 算 

子 ,使 得 当 z ED on 关 (Tw, os<d 时 ,成 立 着 


人 


(4.8.28) 


1+1— 人 NRF) < (4.8.24) 

合 [了 1 表示 核算 子 了 了 的 迹 范 数 ( 见 $II-1), 再 取 正 数 卫 使 得 

/ 2ve | la 
“+ < (4.3.25) 


我 们 米 奸 有明 这 个 S, (BR) 就 是 适合 要 求 的 . 
认 荆 是 当 ! 中 的 Borel 柱 ， 
z 了 一 长 | (6 (00), ***, & (8m)) EB}, 
其 中 本， em 记名 而 了 是 mn 释 空 间 B, 中 的 Borel 焦 ， 不 妨 敲 
1， bo 是 二。 中 的 就 范 疡 交 向 量 ， 车 上 与 4B) 闷 交 , 则 上 圭 
的 基 忆 与 总 中 的 球 邓 十 … 十 09 天天 不 变 . 事实 上 ， 知 归 有 
(Di) 全 如 使 宇和 所 ， 央 名, 上 活 击 


£0o(F) 一 (9， So) 


适合 | 如 | 一 全 ee 人 一 全 三 雪 二 瑟 , 因此 各 后 本 (有 . 另 -一 户 面 ， 
(061), 二 oem) 一 [1 Tm) EB, 
即 5o 拓 了 ,这 是 不 可 能 的 . 
作 Bw 荆 的 和 桥 殊 测 订 好: 当 如 是 Rw 中 Borel 集 时 ,规定 
人 Je 
对 测度 和 #1 9; em 在 名, 中 所 张 威 的 空间 一 一 仍 记 为 ,以 
(Pp; 和 Ds 为 内 积 一 一 应 用 引 理 4:3;138。 取 
=— (Tp, ED)n, 


根据 定义 ，A2 ~ Pam< TH. 由 于 
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(DT CB per) , PY) ns = Br yy! 
所 以 当 之 Qaxwyx 寺 1 时 这 Wxex 全 U (TD mn)， 由 (38.:24) 得 看 
1—Rf( Yer) < 
银 据 (和 :3.23), {4.8.2B) 和 5] 理 4.8: 坟 ,我们 有 


~ 6 A 
六 虽 国 和 2 入 1 一 
Qe oo | ER) < +2 < 


但 是 由 于 加 落 在 袜 j>R 中 ,因此 
: P(D -Q(B ESQ, ,tm) | Ba RY}) <s, 
所 以 SlR) 满足 所 要 求 的 条 件 , 序 卫 是 可 痢 可 加 的 ， 至 于 Pt 的 
叭 一 性 和 巡 粮 性 可以 由 引 理 4-3-1 和 引 理 4.8.9 导出 ， 姓 毕 . 

系 4'.3.14 设 包 是 核 空间 , f 是 多 上 正定 连 粳 本 数 ,了 (0) 
1, 那 末 《@t+， 竺 ) 上 必 有 唯一 的 概论 测 论 Pi, 使 表示 成 
(4.8-.19). 

下 证】 尽 氏 原 有 的 拓扑 是 .9 只 要 天 用.7CCS, 剖 末 留 上 
甘于 拓扑 'z 连 茂 的 画 数 也 是 关于 拓扑 名 过 其 的, 从 而 定理 
4.3.12 就 导出 系 4.3.14， 取 0 的 按 拓 扑 9 的 环境 基 中 任 一 环境 

{p| (gp, P)x<e}, : 

由 (名 ， 儿 ) 是 核 空间 的 假设 , 必 有 ">> 和 俐 ,上 的 核算 了 于 人 工 ,使 
(p，9Jx= (Typ,， pr, 所 以 (4:8.26) 成 为 口 (T/s, mw), 这 就 是 说 
FC 名 ， 证 上 毕 . 

村 4-3-15 识 遇 和 名 是 其 个 实 Hilbert 宏 间 , 儿 是 的 楼 
人 性子 空 闻 ， 而 用 总 到 如 的 腾 大 算 了 4 是 Hilbert-Sechmiat 型 的 ， 
那 林 对 于 对 上 的 每 个 正定 速 午 辑 数 1， 必 有 { 蚀 1, 信 1}) 上 唯一 的 测 
度 P1, 使 得 岩 达 式 


fo =) em ndPi(y), hE 


夏 羡 ， 这 电信 , 2 届 忆 久 ，# 世 世 ， 和 ”上 的 让 各 (而且 测 度 2 关 
于 9 的 拓 扩 是 过 入 的 )、 
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[证] 讼 [#, 有 逢 是 蝇 上 的 内 积 ,于 未 当 上 总 , 9 仑 六 时 ， 
[2, 1 — (dA4, &, 9). 


然而 概 据 引 理 工 11, A*4 是 凌 算 了 于， 因此 人 的 拓扑 在 包 上 导出 


拓扑 .9 绚 于 总 上 名 折 扑 《这 时 可 列 Hilbert 空间 化 成 .Hilbert 
容 间 ) ， 

接着 来 洲 察 定理 4.3.12 之 道 ， 

定理 4.3.16 裔 久 是 可 析 的 可 列 Hilbert 空间 ,如 果 已 ; 是 
(人 +， 各 和 上 的 概率 测度 , 那 未 儿 .上 的 丙 数 


fie ra ye (4.8.20) 
关于 拓 站 人 是 束 征 的 ， 
【 址 】 作者 中 的 集 8 -FITPIvs， 那 末 8 是 可 测 集 
而 且 
1 = 5. 


因此 对 任何 正 数 s， 必 有 %n 使 得 Eh < 到 由 于 


1 -oné 0) <6) 
我 们 得 到 | i 
(9) |{, (Lo0sé (9))aPpt Ce) 

< 9aPI)+ 生 (4-8:27) 
作 人 上 的 双 交 性 下 Hermite 泛 画 : 
Tlg, 及 = 二 | € (9 EAPt CE). 
屠 末 ,由 于 EES, 时 |#(g)1<n|gl, 容易 算出 
Tg, Dm ollbel, 


所 以 了 (9, 和 按 了 的 拓扑 是 连 苇 的 ， 尾 到 侈 ， 由 的 天 等 束 洛 让 放 
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对 {ox} 了 那 末 


ET(g, gp -二 | 了 EDadP1G) 


-| él daPT (8) < 


息 据 定理 立 -4.6, 我 们 知道 必 及 ,上 的 正 核算 于 T 了 ,使 得 
Tg 上) 二 (Tg, 和 ,由 是 当 gEV (人 Tn)， 即 (Tg, 四 过 1 时 , 从 
{和 :3.27) 得 到 

1—Rf(g) <e, . 
因此 六 关于 拓 盾 写 是 巡 业 的 , 但 了 是 正定 丽 数 ， 因 此 关于 拓 
了 名 是 过 炉 的 、 姓 毕 . 


B” 由 接 空 间 息 成 内 淮 确 和 旦 半 上 正定 连 弹 琵 数 的 表示 


现在 我 们 把 条 4.8.14 作 进一步 推广 . 
定义 4.3.5 散 呈 是 多 人性 所 并 宏 间 , 呈 中 ,多 中， 是 
它 的 一 列 于 粮 性 于 空间 , 融 (为 方便 起 见 , 我 们 只 考察 如 下 情况 ) 
BNCBOC. CBE, 
如 果 它 们 满足 条 件 : : 
| C1) $~ LU @%™; 


( 空间 mm 上 的 入 性 连 粮 话 画 必 可 延 拓 成 室 间 于 上 的 尊 
性 连 粮 泛 图; | 

(1) 设 也 Vm 一 1 2,… 分 别 是 亚 ” 上 上 的 元 性 连 炉 证 画 而 
且 当 mm 字 n, pg EB 时 Wp) 一 了 Wp)， 央 必 有 十 上 的 粮 性 连 
炽 法 画 下 , 使 得 当 pg EV 中 时 , P(g)=Fo(p)， 

那 末 称 是 子 空间 列 {二 "mw 一 ,2,…} 的 准确 和 空间 .… 

我 们 写 鲁 1, 密 + 分 别 是 更 ， Ge 的 共 顿 空 踊 ， 而 在 其 上 取 能 
拓扑 。 当 pz 和 时 , 菠 oi 中 的 元 素 上 em 也 可 以 看 成 - 瑟 eo 于 的 磋 性 
速 标 泛 画 , 相 之 为 癌 m。 这 样 , 我 们 就 得 到 @at 到 .w+ 的 映照 
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一 
由 于 定义 4.3.4 中 条 件 ( 说 ，P%B%i 二 oy， 此 外， 容易 亚 出 2 
也 是 过 秆 的 映照 。 让 4 为 自然 数 入 体 污 自然 蜂 序 所 成 的 侈 序 向 
上 和 贷 , 那 末 {P%, nsm, mw, WE 由 是 适合 定义 1.83.4 的 投影 算 
子 族 . 
”我 们 双 作 1 到 + 上 的 投影 算 子 Ps 如下: 当 &EB1 时 ， 
把 限制 在 Bw 上 得 到 Bm 上 的 一 个 线性 加 种 泛 画 6%", 规定 
PF me > Em} z 
容易 验证 {Pm} 适合 定义 1-8-4 中 的 条 件 , 而 且 粮 性 拓 扩 空间 1 
就 是 入 性 拓扑 定 问 列 他 91， mm 一 1，2,…} 关于 投影 算 子 而 {了 P,} 
的 投影 极限 ， 
由 条 件 Gi) 容 易 推出 : 人 V1 满足 引 理 1.3.2 中 的 条 件 , 因此 这 
个 投影 极限 是 投影 完全 的 。 
我 们 仿 和 w+ 是 Got 中 也 Borel 柱 公 体 张 成 的 o- 代 数 ; 生 
是 本 + 中 能 Borel 柱 全 体 张 成 的 e -代数 ,容易 旗 明 {Py， mm>> 叶 是 
{Bm 一 2， …} 的 相 容 投影 算 子 族 .、 合 全 1, 加 是 
{BD Ft m=1, 2, .0 的 投影 极限 , 那 末 HCY 
定理 4.3.17 发 栈 性 拓扑 空间 芒 是 一 列 核 空间 的 准确 和 ， 那 
未 对 于 咎 上 的 每 个 正定 连 炉 画 数 六 f(0) = 工 , 必 有 (8 8) 上 唯 
一 的 概 刺 测 讼 P1, 信 得 当 二 盏 时 ， 
Fo) 一 | eewaPr 他 8.28) 
[RE】 履 d 是 核 空 间 序 到 G0 忆 go cccgmc.… 的 准确 
和 . 根据 系 4,3.14 ,对 于 每 个 mm， 必 有 (Bi， So) 上 唯一 的 概率 
测度 Pei， 使 得 
让 PE Bi 时 p08) | , swa pet (£),. i 3. .29) 


根据 定理 1-1-18， (Bm 名 1，Pm1) 是 正则 测度 空间 . 又 由 于 
{P29， 关 于 投影 算 于 族 {? mo 时 
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是 相 容 的 , 根据 引 理 二 .3.1 有 (有 二 上 的 柱 调度 pu, 使 (7, 窜 , 凡 ) 
是 {ET PT qm 一 1 2 … 小 的 投影 极 跟 。 再 根据 定理 | 
1.3:4, 皮革 可 列 可 加 和 钓 ， 因 此 jw 可 以 扩 线 为 十 !1, 基站 上 的 桥 率 测 

度 PI， 出 (4828) 我 们 得 知 , 当 pEDY 了 时， 


(eraPpt() | ,ermalé) = | enape © f(D. 


然而 中 一 品 BY 因此 对 一 戎 多 七 宙 (4.8-29) 成 并 , 至 于 了 Pi 的 
唯一 性 可 以 由 ”的 唯一 修 导出 ， 芷 幸 . 


ee .3.18 贡 玉 是 例 二 .8.3 中 定义 的 基本 画 数 空间 ， 则 天， 


空 回 就 是 广义 责 数 空间 区 z 
i 由 了 寺 天 是 {KK (二 一 和 地， | ) ， 多 一 王 ， +， “" 的 准确 和 和 安 
关 ,然而 站 (EE 一 ms, 4]) 是 核 空 向 ,二 定理 4.3.17 推出 系 4.:3.:18, 


6° 广 义 随 可 过 程 


”我 们 知道 ， 通常 的 随机 过 程 就 是 答 定 的 概率 测度 空间 
8 一 (G, 为, P) 上 的 一 族 顺 机 变量 {9.《-), 4E 人 对 ,这 里 上 表示 "时 
间 套 数 " 而 了 是 一 实数 集 , 即 所 考察 的 时 间 范 园 , 例如 描述 粒子 作 
一 礁 Brown 运动 , 其 坐标 所 成 的 随 宙 过 程 一 一 Wiener 过 程 就 是 
这 桩 的 情况 ， 然 而 由 耕 旗 规律 控制 的 过 程 并 不 都 是 用 上 述 的 数学 
模型 来 岳 迟 的 , 例如 粒子 作 一 稚 Brown 运动 时 , 其 速 庶 就 不 能 用 
通常 的 随机 过 程 来 描述 ，、 换 名 话 襄 ， 有 时 我 们 能 观察 到 的 值 井 不 
是 wi) ， 而 是 一 种 于 均值 | 
Xo; 9) -| m1 (0) (at, 


这 里 画 数 g 由 我 们 用 素 观 察 的 工具 所 决定 ， 因此 我 们 需要 用 一 个 
画 数 空间 ,到 划 出 攻 计 规律 所 控制 的 过 程 的 并 不 是 {z:(@), iET， 
0 忆 EG 而 是 概 这 测度 空间 人 上 的 请 机 变量 族 {I(.; gp), p EE}， 
这 里 的 斑 ('; p) 应 蕨 满足 其 些 炎 性 条 件 。 我 们 把 上 流 的 想法 一 
般 屁 ,| 出 广 闵 随机 过 和 栓 的 概念 ( 昂 定 余 4.8.B)。 


me em 
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设 如 是 概率 测度 突 间 , 六 (0) 是 上 随机 变量 爹 体 搂 通 常 的 


六 性 运算 所 成 的 米 性 空 疝 ， 在 于 介 ) 中 把 几 平 处 处 相等 的 两 个 随 


机 变 基 看 成 是 同一 个 ， 双 在 好 (oa) 中 可 进 距 离 


ply D=], 1+ lo wo) 
那 末 了 (9) 技 距 离 (4.3.80) 成 为 完备 的 继 性 距离 空间 ， 
定义 4.3.6 发 下 是 线性 (六 性 拓扑 ) 空间 , 9 是 概率 测度 宏 
间 ,，{ 瑟 (7 9)，P 所 加 是 身上 的 一 族 戎 机 变量 ,如 果 身 申 
U: pg>X(; 9), gED 
是 更 到 贡 ( 吕 ) 中 的 移入 (六 往 过 续 ) 上 虹 照 , 那 末 称 {X(.; 9p), 9 ED} 
是 (0, 十 ) 上 的 灼 性 (广义 ) 随 机 过 程 . 
常用 的 空间 后 用 下面 的 见 类 : EK, (ta, 51), KE([a, 要 ), K 
等 ( 具 例 TI.3.1, 例 TI.3.3). 
定义 4.3.7 发 {(; oj gED} 是 (0, 5) 上 的 禾 性 随机 过 
程 。 枯 CB”, 轩 在 外 上 是 完整 鲍 ,， 久 是 轨 中 粗 应 于 呈 的 Borel 
杜 从 性, 是 〈 轩 , 芍 上 的 概率 测度 , 对 每 个 gE, 作 棋 率 空 间 . 
一 (多 , 客户 ) 上 的 随机 变量 
Rp 9) 一 晶 (p) ， EP, 
如 果 对 于 任何 有 限 个 pz …， gn 全 , 两 租 随 机 变量 
有 (到 | 
R's pa) ,R's pn) 
具有 相同 的 构 诗 分 布 , 换 名 话说 ,对 于 n 厅 空 间 中 的 任何 Borel 集 
委 都 有 z 
P{{ol (Zo; go, Zw gn)) EA, mER) z 
=w (tbl; po, RO; po)) EA, VEPY}), 
那 末 分 别称 多 ,0 和 {08',$) 上 的 粮 性 随机 过 程 {X'(.; g) ,PE 四 
为 (02, ) 上 米 性 随机 过 程 {IZ(:; g), 9 EE} 的 样本 ， 样本 概率 安 
阅 和 样本 过 程 ， 


(4.8.31) 


me 
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下 面 我 们 要 研究 久 性 随机 过 程 的 样本 ， 为 叱 先 考 察 克 性 随机 


过 程 的 特征 证 西 ， 
定义 4-3-8 裔 {下 ;pp), DED 是 (, 五 上 的 栈 性 随机 过 
程 , 称 话 立 
FT(p) 一 人 | 旷工 人 全 下 to ER (4:3.82) 
是 这 个 太 性 随机 过 程 的 特征 泛 丽 ， 


醒 于 屋 人 (3 0) 对 pp EF 的 六 人 姓 ,我 们 容易 验 诈 : 

殖 性 随机 过 程 的 特征 活 丽 L(g), pg EE 十, 是 本 上 的 正定 拟 巡 

项 西数 ， 四 
定理 4.3.19 鞠 性 随机 过 程 { 瑟 (gp)，9pE 和 车 必 以 本 为 样 

本 . / z 
【证 】 因为 {于 (+; 9), gE 各 的 特征 泛 落 工 (pg), p E 仙 是 正 

定 拟 连 种 的 , 根据 定理 4-3-5, 必 有 (V+, 入 *) 上 的 概 这 测度 P+， 使 


L(g)—| emaps(e), pED. (4.8.88) 

作 (+, ,P44, 定 ) 士 的 北 伺 随机 过 程 { 9 有 如下: 
当 9E 下 时 ， 

ZX'(E, p)—E(p), EF, (4.8.84) 


因此 工 (g)， 9 GE 下 也 是 { 卫 信 .; g), 9E 辐 的 特征 旗 丽 , 因此 在 
CC 3. 3 (4.3.83) , {4'3.8 中 以 jg 一 本 p11 十 十 机 pn， 一 00 过 克 
,就 知道 丙 个 随机 变量 粗 (4"3.31) 具有 相同 的 概率 分 
i Et 站 和 
利用 类 似 于 引 理 和 .3.8 的 表明 得 到 : 
引 理 4:3-20 散人 性 随机 过 程 是 广义 随机 过 程 的 充 要 条 件 是 尼 
的 特征 泛 画 这 秆 . 
定理 4.3.21 褒 亚 是 镜 性 拓 盾 宏 间 , 色 是 下 的 莽 配 仁 空 间 ， 
那 未 每 个 广义 随机 过 程 { 卫 (.; gq), gE 人 必 以 包 为 样本 空间 . 
这 个 定理 可 以 利用 引 理 4.3.8, 详 糖 性 空 间 的 定义 和 定理 
z 
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4.8.17 的 让 明 立 郎 全 出 . 

利用 秒 4,.3.14, 4.3. 二 和 4.3.418 要 部 写 出 下 面 的 两 个 有 对， 

村 4:8-22 褒 了 = [a, 要， 和 那 未 广 尽 随机 过 程 {XC; 9)， 
PEKmri(T)} 必 以 区 tn(T) 为 样本 空间 (参看 例 II-1:1). 
村 48.23 褒 了 了 =fa, 5]， 著 末 广义 随机 过 鹅 {ZZ(.; 9)， 
PEKFK(T)} 必 以 下 (了 T)t 为 样本 宏 间 。， 

下 面 我 们 再 指出 粹 性 戎 机 过 程 和 柱 测 度 这 两 个 报 念 时 的 联 
系 . 

由 引 惠 4.8.2, 4.3.3 导出 下 面 定理 . 

定理 4.3.24 设 { 芝 人; 9), pe 是 (0, 劝 上 的 徐 性 随机 
过 程 , 多 一 @4, 钴 在 年 上 是 完整 的 , 那 末 必 有 多 上 的 柱 测 府 j， 
使 得 对 任何 有 限 个 ps,…, gnE 呈 及 nw 条 空间 中 Borel 集 4， 都 有 

Pl{w| (X (0; p10), :7 Tw; pa)) EA}) 
—p {fF PD), ~ fipn)) EA, FE 了 

前 且 {五 《.; gp); p EF} 是 广义 随机 过 程 的 充 可 条件 为 柱 测度 An 
关于 西 拓 盾 建 征 . 

入 俏 称 引 理 48,24 中 的 柱 调 席 为 册 放 性 随机 过 各 
{ 王 (3 9),， pp EV} 产生 的 柱 测度 . 

反 过 来 ,对 粮 定 的 柱 测度 由 可 记得 到 米 性 随机 过 程 . ， 

定理 4:3-26 设 全 是 入 件 ( 条 性 拓 扩 ) 空间 , 脆性 人 4 外 在 丁 
上 是 完整 的 , 设 所 是 时 上 的 柱 测度 (关于 下 的 拓扑 过 苇 的 柱 测 
路 ) ， 央 必 有 概率 测度 宏 间 中 = (G4, 为 , P) 及 {2, 本 上 的 郁 性 ( 广 
义 ) 随 机 过 程 { 卫 ( ;9) ,gE 如 ,和 僵 记 为 相应 于 这 个 如 性 全 尺 ) 随 
机 过 程 的 桂 测 度 、 

[证 】 作 正 定 苹 数 


L(g) 一 | ermal€), 


利用 定理 4.8-19, 4.3.21 的 证 法 立即 可 得 到 定理 4.3.25. 


洒 


第 五 章 Gauss 测度 


”Gausg 测度 是 最 典型 的 拟 不 变 测度 . 本 书 中 一 些 重要 的 拟 不 
变 测 诺 的 例 都 是 Ganuss 测 府 $5-1 介 条 Gauss 测度 的 基本 性 
质 ， 举 出 不 等 价 于 Gauss 测度 的 渴 历 拟 不 变 测 度 的 例 ,并 初步 
时 论 了 最 常用 的 一 种 Gauss 测度 一 Wiener 测度 . $5-2 介 阅 
刊 央 Gauss 测度 相互 等 价 性 或 奇异 性 的 方法 ， 在 洽 定 的 炎 考 可 
测 空 阐 上 ， 类 定 出 一 切 对 基 个 粹 定 粮 性 于 宏 间 拟 不 变 的 测 庆 类 
是 有 意 疙 的， 对 Gauss 测度 的 等 价 性 奇异 性 的 探 时 可 作为 这 上 方 
面 的 开始 的 工作 . 85.3 介 厅 对 粮 性 拓扑 空间 上 诅 和 分 宁 有 用 
的 一 类 Glauss 测度 空间 ,并 以 Gauss 测度 为 例 说 有 曲 了 拟 永 变 测 
庶 理 阶 中 一 些 重要 问题. 8$5.4 较 群 租 建 讨论 了 Gauss 测度 
的 Ls-Fourier 计 换 ， 把 Wiener 测度 的 Fourier 变 粮 作为 特 
轴 


”Gauss 测度 的 一 些 性 质 
Te 有 限 个 Ganss 随机 变量 的 联合 分 布 
(Ganss 出 度 ) 的 一 些 性 质 | 
“ 睹 叙述 非 温 化 的 情况 ， 襄 已. 是 % 杂 实 内 积 室 间 ,其 中 的 点 写 
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做 = 一 (wy) 一 bin tm bim ~ bow, 
是 实 的 正定 一 光 型 作 总 , 中 的 另 一 内 积 

(2, Ys — D3 Bimtiymy = (v1 Ba) YF 1, Wn) 


合 (er) 为 方 陈 Cb 的 让 障 ,对 于 BB, 中 每 个 Borel 第 吾 , 规定 


NWN(E— 一 一 一 一 一 ee eol 
(C2) (deb (hm) ) 3 


其 中 Kg， 和 jp 一色 Crm Tr im, 二 (1 i Ct, 而 oz 入 未 Lebespeue 


测度 qz …aws。 这 样 得 到 B 上 的 一 个 概率 测度 ?WW 称 做 


Qauss 珊 [ 订 . 

证 ca wy 是 玉 友 为 联合 分 布 的 随机 变量 ,就 称 wv， …， ww， 
为 dausg 随机 变量 .我们 注意 deus 变量 的 数学 期 比 、 相 关 数 、 特 
征 苹 数 分 别 是 


E(m) -| widN (#2) 一 后， (5:1.2) 
: FT -| Tn (F) = Prt rm (Bb.1.8) 


1 
a : 、 ge + 
再 《BT 十 tn) a | Er TA (£2) 一 . ， 


一 《站 ， “3 by (6. “1: 二 

在 混 化 的 情况 , 于 Bin zrwm 只 是 非 肌 定 的 。 我们 以 厅 -1. 当 作 
为 Gauss 随机 变量 的 定义 ,因为 特征 而 球 决 定 测度 ， 这 时 测度 的 表 
法 式 比 二 -和 复杂 ， 

当 pan 一 D,， 7 总 一 车， 2，…， 时, Gauss 测度 是 集中 在 点 & 的 
“Dirac 测 麻 ”, 即 当 6E 盏 时 ,不 { 盏 ) 一 1，eEE 吾 时 ,不 ( 吾 ) =0. 

当 (bim) 的 秩 是 7，0<rsm 时 ， 必 有 六 中 ( 按 内 积 (o, 殷 的 ) 
看 交 变换 健 得 (wx, 划一 (人 0) 此 于 全 一 一 人 ， 


0 杖 姓 站 (BRn) 一 工时 ， 污 作 也, 中 的 直 交 变换 把 阵 (cum) 化 成 对 角 隙 ,这样 把 亮 时 
算 的 积 寻 天 离 变 量 , 航 后 再 利用 5+1- 包 来 肝 算 ， 


ea 


a 


2 
所 
天 


ee 


| 
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CE DE 
全 型 , 为 刁 . 中 向 县 (ar ws， 0 0 …, 0) 至 体 所 成 的 7 杂 
于 深交 , 论 #1= (01) 一 ww， 那 末 杀 过 计算 可 及 知 进 
N (EE, 1 册 ,和 号 ee 
GQw) (II A ) 富有 ， 
可 应 算 出 这 时 人 (5.1:2) 和 (5-1.3) 仍 然 成 立 . z 
由 5:2) 一 上 :- 信 看 出 Gauss 测度 完全 由 光 的 平均 值 和 相 
尖 数 决定 . 
在 计算 有 关 Gauss 测度 的 积分 时 ， 下 述 公 式 是 常用 的 。 当 
gp>0, m 为 非 下 整数 时 ， 
| memrodA — V/ (二) . (5 1. 
我 们 注意 ,车 瑟 , 了 是 两 个 Gausg 变量 , 则 和 了 相互 随机 
独立 的 充 娶 条 件 是 | 
EH((X—E(F)) (FT— EY))) =—0. 
比 外 ,我 们 容易 知道 和 是 进化 Gauss 变量 的 充 要 条 件 为 工 的 方差 
BE((X—E(X))D) 一 0.、 
根据 全 .1.6) 还 可 玉 算 出 , 非 混 化 的 Gauss 变量 且 适合 公式 + 
盏 (( 忆 3 一 盏 (互信 ) 对 


-gs |. (X23~ BCR 到 cp 


一 2 (BD.1.6) 
我 作用 浇 窒 Gauss 随机 村 量 施 列 的 构 限 . 
引 理 5.1-1 改 8= (@, 如, P) 是 概 奉 调度 空间 ,{ 丈 (是 
0 上 的 一 列 Gauss 变量 ,而 且 心 在 ZPz(S) 中 收 化 于 一 随机 变 报 厂 ， 
了 其 中 of 如 一 孔 (( 开 ~ 瑟 (Z)39 是 工 的 方 蓝 ， 


ge 
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儿 未 和 也 是 Gauss 随机 变量 ， 
【 桨 了 由 于 之 ,(w) 上 (3)， 自然 天 (w) ETP(S)， 因此 


Fim | BE(X,) — EB(X) <lim B(R,— "0, 
lim F(X — BEXD)| 一 im FB((R,— TR) (Xt)) 
.SlimVE(Y -Fy (VE(EY+ VEY™) ~0, 


| 再 (ax 一 可 (ez | <1lmB(|X, -1 下 一 0 
然而 根据 全 .1 人， 丈 , 的 特征 画 数 是 
| Bi{exnt) _ ， EEE 


再 (ecx ~ 六 wr Tt)t 


”因此 至 是 Gauss 变量 .证 毕 . 
. 2 Caunss 随机 启程 

定义 5.1.1 全 8 = (@Q, ， 门 是 概率 测度 空间 , { 瑟 。， au 和 各 
村 S 上 的 一 族 随机 变量 如 果 这 族 随 机 变量 中 任何 有 限 个 三 ws， 
下, 的 联 侣 分 布 都 是 有 限 炊 空间 .上 的 Gauss 分 布 , 那 末 称 这 族 
随机 交 量 为 Gauss 的 ; 也 称 这 族 Gauss 随机 变量 为 时 .上 的 Gauss 
过 程 . / : / 

前 面 放 过 ,对 于 Gausa 过 程 ,平均 数 与 二 叭 短 

Sa— HXa), BlXaRg) ~ bon Gatp (二 7) 

决定 着 这 个 过 程 的 有 限 雁 分布， 我 们 注意 , 这 时 全 ms, ax， BE 中 
是 非 丙 定 的 , 朗 对 于 任何 一 扯 复 数 6&0,，…，&o， 


>» Diva ,人 go) 30 


反之 ， 对 于 任何 一 姐 实 数 {a, a 和 和} 以 及 非 爱 定 的 数 笨 {eo, 
,证 }, 放 有 一 -个 Qauag bt oN} 适 合击" sD 1 
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事 尖 上 , 尾 取 有 跟 个 wy ，…, ow 全 杀人 作 两 数 
We, | {fo 3 ze) 一 exp] 一 可 之 Dy taba, 十 1 Yuan| 3 (Bb " 1 | 8) 


根据 上 G"1.4) ， 这 是 Gauss 分 布 的 特征 夯 数 . 显然 ， 这 族 画 数 
{ga a 小 是 相 窒 的。 根据 Fomaoropoa 定理 ( 系 工 -3. 汶 , 作 一 族 实 
数 直 入 {R, aE 对 的 直接 积 耳 ~ X Rs, 合 男 是 卫 中 包含 一 切 


Borel 柱 鸭 亨 小 0- 人 代数 ， 居 六 有 (7， 汰 ) 上 的 构 计 测度 二， 使 得 
和 so (中 点 名 的 第 a 个 坐标) 如 成 的 随机 过 程 {Is(w), a€ 时 ， 
以 (B.I.8) 为 有 限 徐 分 布 的 特征 了 黄 数 . 这 个 随机 过 程 是 Gauss 的 
而 二 满足 (5:1.7). | 

我 们 称 上 逃 的 (, 沿 , 卫 ) 为 上 典型 的 Gavss 测度 窑 间 . 下 面 洛 
利用 Kakutani 内 积 考察 一 类 特殊 的 典型 Gauss 测度 空间 的 相互 
等 价 性 和 和 奇异 性 . z 

引 理 5 1 座 pg R=T 是 一 族 实数 直 米 的 乘积 ， 妈 是 其 上 
包含 一 切 Borel 柱 的 最 小 oc- 代数 、 识 Ny 2 一 1 2, 是 (, 员 ) 上 
概 座 测度 ,使 得 随机 谈 量 族 4196 (8), ne, 这 里 jo 表示 点 wwET 
的 第 a 个 坐标 , 成 为 (T, 另 , 双 ,) 上 相互 独立 的 Gauss 随机 变量 族 
而 县 ms， 90€ 和 ， 按 ; 的 数学 期 望 为 m 加 ， 者 差 为 o>0， 那 未 
Ni 与 入 或 是 相互 等 价 的 或 是 相互 再 异 的 ， 而 az 与 六 相互 等 
价 的 充分 而 且 必 要 条 件 是 


Ll) ‘2 
驴 络 -第 ) <~ 和 卫生 
双 当 不 和 入 ,相互 等 价 时 ， 四 
oan 1 (0) 1 ma” m2 
dN, (0) -HY 2 Gy 7 exp| — 3\ oD ou ) 


(各 -和 oj et 


【0 — Pe 3 


TT + 外) 


<o0, (56:1.0) 


D 棋 据 崇 件 全 :1- 昌 ,0 便于 0 入 rw 峙 半 各 俐 的 内 有 可 列 个 ， 因此 这 站 无穷 荣 积 突 
蒜 寺 于 带 淆 可 列 信 因子 的 匹敌 采 积 , | ， 


2 Ganaa 淹 座 : [第 王 窑 
这 里 wo (wm) 是 名 的 第 a 个 坐标 . 

【证 】 认 (6-1- 负 9 成立， 使 me 天 "ne ， og 天 o8 的 aE 半 最 
多 只 有 可 列 个 , 为 了 方便 起 上 见 , 就 记 这 些 为 ,2,…, 漆 全 体 天 
懂 半 ,部 寞 一 六 为 半 "， 首 光 我 们 指明 ,不妨 设 半 ' 一 站， 事实 上 ， 
这 时 xX 为 X, Ha A, 的 直接 积 ， 出 于 {pa, 4 全 中} 是 相互 
独立 的 Gauss 变量 ， 因 此 克成 为 X Rs 与 XX ,Re 上 两 个 dauss 
济 府 和 ,与 六 的 交接 积 . 由 于 当 aEM" 时 , ms? 一 28， Oa 一 GT) 
所 以 {pa, Qe" 关于 各, 站 2 具有 相同 的 有 限 蕉 分 布 ， 工 此 


一 V2， 根据 $1.1 第 4 段 ， 只 要 证 明 Wi 与 WV; 相互 等 价 好 了 
由 于 co 六 0， 如 果 时 中 只 有 有 限 个 指标 , 那 林 六 :与 郊 2 都 成 为 有 


限 礁 空间 上 非 退 化 的 Gauss 测 摩 ， 自 然 是 相互 等 价 的 .因此 下 面 
不 姑 敲 侦 一 外 是 自然 数 至 体 . 
会 杏 四 是 卫 . 上 的 Gauss 测度 ， 而 姑 搂 契 和 的 数学 期 刻 是 
m 纪 ,方差 是 "中 >0， 那 末 入 外 与 入 名 是 相互 等 价 的 ,而且 它 们 
的 | Eakntani 内 积 是 


PCNe’, NY’) 
2 ecm) expt 一 到 4 上.- 5 + | 和 


27 『T 1 (neys 
~ cs rp| -4 | 
工人 工人 
由 于 习 (c 2) Oo 学 价 于 Cn 7) <22， 因 此 


p (Ns, Ns) = I p(ND, NE) 


-二 让 (4 时-Y 雪 ))} 


1 名 
1 ee (mm 


exp -4 | (B111) 


”由 条 件 (5.1.9) 容 饭 算 出 I p(ND, 育 多) >0。 因 为 是 {多 
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=1, 2， 小 的 乘积 ,根据 Kakutani 定理 工 .4.B 知道 和 li 与 Ns 是 


相互 等 价 的 . 
又 由 于 
dN ge 1 Cp 
和 
CI) (2) 
+(3 -2 )]， 
从 民 -4.1B) 、(1.4.22) 得 到 (6.1.10)， i z 
(CZ) A 各 : 
反之 , 识 条 件 休 -1-9) 不 成 立 , 例如 5(2% 一 了 6;) 一 oo, 则 
地 有 一 列 的 a 亿 扫 ， 役 为 < 一， 2，…， 使 
gD 2) 
2%; 一 oy 一 cc. (5:1.12) 


这 时 由 (5 民 - 得 知 
I p(NE, NY) 


< EY). G1 


但 是 由 6.1. 二 3) 知道 
让 (YY))>42( 条- 区) -~ 


因此 由 全 "1.18) 得 知 身 pCN 名 ,名 ) =0， 即 了 与 天 是 相互 厅 
异 的 ， 队 $1 民 第 4 段 知道 W; 与 玉 。 也 是 相互 奇异 的 ， 类 似 地 得 
到 加 二 匀 各 一 一 oo 时 的 精 果 ， 证 毕 . 


[全 51.1] 届 人 刚 。 由 是 例 4. 工 :2 中 入 性 测度 襟 间 , 但 其 


中 
1 1 1 
fott) =— 4 "a, Ca UU, x=1， 2， "yg 


(2 oa) 4 


那 末 P| 二 |) 是 (8, 1 的 拟 不 变 点 全 体 . 
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【证 】 总 9 各 吕 y= 9 Yr 中 作 
ww EB) =u By), BEY,. 
那 未 {a(t@),， ED w= feifo) Bn 0) 1 ) 是 (poy) 
上 的 相互 独立 的 Gauss 变量 .aeko 的 平均 值 为 Y%， 方 什 仍 十 
goa, 利用 {B'1 二 :99) 知道 jw 与 上 5 等 价 的 充 要 条 件 是 


> Ya oo 
EE 二 1 人 . 


即 ycP(L 元 -|)， 而 且 由 (5:1.10), 当 yE8 ({E Dss, 


dy CO) _1 gy gye 1， 
es TT exp|. 一 可 pa 十 pe 冯 (0) | (DB:1.14) 


于 


PP) 是 典型 的 Gauss 测度 空间 ,zl@), EVYa(w) 
一 一 的 第 a 个 上 坐标) 是 其 上 的 Gauss 变量 . 作 吕 由。 卫 ) 在 六 上 
的 特征 画 数 gp 用 如 下 :对 每 个 FED HY (PT)— fate, L= ra} ED, 
由 5- 工 -和 9 得 到 


p= Be oxp|— 吝 加 Bos Bs) (va — Bes))faf 


16 E(w)fo). 
训 of 六 用 一 再 ((7(o) 一 再 (Fo))) 信 ， 这 是 左上 的 双 糖 性 正定 证 
区. 双生 
ma (有 一 再 (F(o)) Tf R (es) 
这 是 上 的 米 性 活 画 。 那 末 特 征 落 数 又 改写 成 


pf) ost pen. (61.18) 

” 引 理 5-1.8 识 太 是 只 有 有 限 项 不 为 0 的 实数 烈 w= {ww} 全 
体 按 通 常 的 楼 性 运算 所 成 的 楼 性 空间 { 见 例 4.2-1), 设 1<<a<2， 
在 上 引进 一 范 数 


sa=( 2 lol* ) ， 
及 任 一 双 入 性 正定 泛 两 [2, as] ; 那 末 拟 范 数 |z| 一 区, 刀 与 el。 
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不 可 能 在 和 上 有 导出 相同 的 拓扑 . 

[证 ] 者 jz| 与 1z|。 学 出 相同 的 丘 秆 ， 屠 末 [sw, x 此 是 内 
积 ， 有 将 和 按 2 完备 化 得 到 实则 和 ， 其 中 芍 向 量 是 满足 条 件 
Tw|a -( 字 1) < 的 实数 列 全 体 ， 它 按 |z|s 成 为 Banackh 安 


间 ， 由 于 [z, 9] 与 |z|s 在 上 导出 相同 的 拓扑 , 因此 [e, 加 延 拓 
兢 和 上 的 内 积 , 仍 记 为 [z, 4], 而 且 |s|= Nz;s] 和 |w|s。 在 {上 
导出 相同 的 拓扑 , 因此 及 按 [x, zs] 成 为 Hilbert 宏 间 .因此 有 正 
数 e, 使 得 对 一 切 “El1。， 


加 二 jzlsjalesolzl， 5.1.16) 
是 于 [x%, zf] 是 内 秩 , 对 任意 % 个 向 量 行 ,人 应 有 
2 ésss A 


上 一 士 二 


利用 (6116) 记得 
el 于 


人 


特别 , 取 专 ; 为 癌 量 0, U, 2) U, wj, 0, … ， 代 关 (5 . 工 : 工 7) 
立即 得 到 


| <o2 El 17) 


二 全 < 人 人 ia <0 (ls) (5118) 


对 一 切 由, …，zu, 成 立 ， 由 于 G32， (5:1.18) 显然 是 不 可 能 
的 . 因此 |2| 与 |z|。 司 出 hb 上 不 同 的 邱 扩 .证 毕 ， 

定理 5:1:4 当 工 aa<3 上 时 ， 例 4.2.1 中 的 逗 历 测度 pn 不 外 
价 于 Gaugss 调度. 

【 谣 】 洪 有 ,加 ,) 上 的 痢 夷 测度 不 等 价 于 x， 而 且 合 
{zy (2) ,vv 一 1，2,…} 是 Ganss 挛 量 ， 作 加 在 从 上 的 特征 丽 数 
9 (有 如 6:1.1 辐 , 汉 根 据 (4:2.14) 和 (6'14.1 恩 作出 : 
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CAC (| TF a (四 


Er 1 2 
-( | RC erim)e, oidt)?, FE (5.1.19) 


再 于 改 冯 与 Ap 等 价 , 稻 据 系 4.2.16 和 例 #.2.1, 在 于 上 由 
RX) 一 (| Geer)e-tdt 及 导出 的 拓扑 和 由 记 (fX( 网 (6-19)) 


导出 的 拓 逢 一 到 
ED 


[f, 是 一 ef HREF ED, fF, 9ET， 
我 们 来 放 明 画 ( 方 ，PEE 与 w [ff 由 ,了 EI 导出 相同 的 拓扑， 
为 此 只 要 考察 夯 数 ， 


wa, 8) =—R| ee eidt, 0<a<co 一 co<8<eo 


字 十 [四 | 一 


事实 上 ,例如 车 有 有 一列 go 如 0,， 则 


显然 lim ug 下 一 个， 友 过 , 若 4， 6) 一 0, 基 必 十 十 |5,1 一 0， 


.Hmy(a, br,) 并 一 | etae>0. 
车 mu 一 0, 然而 轴 ->5 支 0, 同样 有 
Hm (en， bo») >1— | eos bie-idt>0. 


对 于 四 ~>0, | 大 | 一 0 的 情况 法 位 地 考察 之 ,总 之 , 当 1limexae, 信 一 0 
时 mtg+ 185) 一 0, 因此 瑟 (f) 一 0 与 [六 , 六 十 | 瑟 (P)| 一 0 
等 价 , 即 与 [fs, fn] 一 0 等 价 . 类 供 地 , 形 ( 六 与 | 用 。 导 时 人 开 上 相 
同 的 括 扑 .。 

这 样 , |f|s 与 Mf, 丹 导出 相同 的 拓扑 ,这 和 引 理 后 .1.3 矛 
看 ， 因 此 .jo 不 与 任何 Hauss 测度 等 价 ， 诈 毕 . 

这 就 析出 了 下 和 -anse 测度 尘 价 的 通 历 测 产 的 例 、 
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3” 一 闪 导 克 扑 Gauss 讨 程 一 -一 风 iener 讨 程 
在 随机 过 程 中 有 一 类 重要 的 Gauss 过 程 又 是 王 稳 增 量 过 程 又 
是 衣 apE0B 过 程 ,这 就 是 Wiener 过 程 . 汶 方 便 起 见 , 只 考察 直 粮 
上 Brown 运动 . 
[ 例 BB:1.22] 设 Co[0, 了 是 区 间 [9, 了 了 ] 上 满足 条 性 人 (0) =D 
的 回炉 画 数 入 体 , 它 按 和 通常 的 多 性 运算 及 范 数 


| maz| ett) | 


成 为 Banaeh 宏 间 , 合 轩 是 Co[0, 四 中 的 能 Borel 蘑 至 体 . 向 也 

可 以 这 样 作出 , 任 取 0 二 过 朴 过 < 志向 太 全 及 如 蕉 崔 间 的 Borel 集 

B= i{w| 人 的) EB} (6.1.20) 

为 (相应 于 名 ,…', 机 的 以 囊 做 基 的 ) Borel 柱 . 和英 就 是 由 这 些 Borel 

柱 合 体 张 戚 的 o- 代 数 . 设 0<eo<co， 柬 。 是 (O6[0, T], 3) 上 概 
率 测 度 忆 呈 有 如 下 性 质 :对 于 形 类 (65.1.20) 的 集 首 有 

WEY = . - 本 | 。 a 

(Com) Ti 一 丰 一 1) 
(B:1:21) 
其 中 名 =m=0,， 称 Yo 一 《06[0, 四， 风 , 丈 ,) 为 WWiener 测度 空 
问 . 

对 于 每 个 4E [0, 了] ， 丽 数 v 的 ， 汪 GE [0, 四， 是 可 测 空间 
(Co[0,， 下， 见 ) 上 的 可 测 画 数 ， 因 此 它 也 是 WY, 上 随机 变量 ， 由 
(65.21) 知道 这 是 Gauss 变量 ， 称 %% 上 的 Gauss 随机 过 程 
{2 ,1E TL0, TT]} 为 Wiener 过 程 。 利 用 6:1.21) 容易 算出 
Wiener 过 程 的 平均 值 和 祖 关 画 数 分 别 是 

FCAIDE Lig (5B.1.22) 


Ea (ft) mts)) ~ 也 min(, 3), ”65.1.23) 
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我 们 及 合 OP[0, 了 ,0 志 a 所 1 ,表示 Os[0, 了 中 满足 Hlder 
连 粮 条件 
sdip TH) —2 (ta) 


De 二 下 芝 一 上 | 


的 画 数 休 体 ， 

”定理 5-1.5 Wiener 测度 空间 光一 (G6[0, 下， 好, 厂 。 确 
实 存 在 ， 丸 当 0<c< 子 时 ， 有 Wienez 测度 仇 , 集中 在 O89 [0, 也 ] 
[证 】 不 妨 设 并 二 1, c=2， 人 金工 为 形 如 

z 二， 19 一 荆 ， 2 2， 2, 
的 数 会 体 , 这 是 一 个 可 列 集 .对 每 个 :ET, 作 一 朴实 安 间 R, 到 
R(D = X ,这 是 了 上 实 图 数 会 体 . 兮 好: 为 吾 (T) 中 Borel 柱 
人 至 体 所 张 成 的 c- 代 数 ， 根据 前 面 所 部, 存在 典型 的 Gauss 测度 空 
办 (BB(T) ,由 1 五) ,使 得 其 上 的 Gauss 过 程 具 有 数学 期 望 民 .1.22) ， 
相关 训 数 (5.1.28) , 但 其 中 f, sEI 我 们 注意 ， 这 时 车 0 一 二 一 所 
ET 着 形 如 个 工 .20) , 则 下 (个 取 全. 工 24) 的 值 . 
，” 读 荆 = 了 +{0}， 将 证 (DD 中 画 数 延 拓 到 I 上 且 %w(0) =0. 合 
Cor( 卫 ), 0<as1, 区 之 0 为 R(T) 中 浪 足 条 件 
[ot st) | RI ,EF 

的 历数 4 会 体 ， 妈 记 0s(1) 一 号 Cow(D)。， 

下 理 5.1.6 发 0<a< 亏 ， 那 末 


PRDNOAI)) -0. (5-1.24) 
【证 】 对 于 任何 正 数 到 ,自然 数 mn, 非 肥 整数 加 ,0 去 mm 到 加 ,全 


SKE, n, m) 一 jz 2ERD, | (2 —z( 2 


>K(- 去 ) 骂 


Dp 二 1 + 
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显然 S(K, nt, 多 全 D1, 全 证 
RD NOsaIDEU UB(E, m,n). (512 


任 取 wER(DNOox(TD)， 必 有 有 < ,加 ET 使 得 
| 人 (有 一 和 全) | 盖 可 | 熙 一 和 < 


Ed 
jminfn fa 一 > ir (6-1.26) 
由 于 - 
1 二 1 工 
5 一, 冯 二 人 -到 
我 们 得 到 
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" 


我 们 要 证 明 这 时 “EE Dt JS(E, n,m)， 不 然 的 话 ， 当 wn 这 j 填 1， 


4 二 Tl 


Om —1 时 w 蕊 于 ( 区 ,fh %) ， 即 
mn 二 1 1 
和 27 )- (好) -a 
0 m2 ;多 六 二 于。 (后 . 工 -28) 
称 形 如 -{ -了 ， 入 区 间 为 夫 区 网 由 于 全: 工 .26) ,各 一 丰 


<< 训 ,因此 外, 雪 内 j 工 般 区 间 最 多 只 有 了 两 个 ， 取 出 来 记 为 
T 生 了 列 ， 如 果 二 , 雪 中 守 + 工程 区 间 上 只 有 一 个 或 根本 没有 , 那 未 
TZ 中 有 一 个 或 本 个 是 空 集 .， 由 于 售 ， tal、\ TR UID) 
锥 至 多 是 两 人 j+1 下 区 各 的 其 于 和 集 , 因 此 它 最 多 只 含有 两 个 j 十 2 
般 区 问 , 把 它们 取出 来 .如 此 继 著 下 夫 , 得 到 彼此 不 交 的 十 1 般 区 
问 或 空 集 了 3，v 一 1， 2; 1 一 1,2, …, 使得 
+R). (6:1.29) 


然而 当 % 庆 7 十 时, 2 罗 在 Tx 的 酚 个 端点 (假如 I 洽 不 是 窄 集 的 
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话 ) 的 事 数 征 之 益 有 估计 式 (9:1.28)。 再 利用 由- 二 29) 辽 如 可 知 


[et3) 一 多 他 <K(1- )"2 ,gr 


1y 1 : 
一 (1 去 ) 这 i (5.1.90) 
这 和 (B41.27) 对 盾 , 因 此 (8 二 .2B) 矿 斑 . 
本 5 一 (1 一 条 ) 志 由 (5-1.21) 算 出 : 当 r>0 时 ， 
PSE, m,n))= 一 一 一 || ee CE ts) dee 
| Ny | | > 
—BGE2 CE")), (5.1.31) 


这 里 8(b) 是 而 数 Y/ 之 | o。 dw， 类 似 地 仍 有 
z POSCK, 0, tm)) ~ BBE2" (BE")y (B51.81") 
然而 当 #2>2 时 容易 算出 8 < 之 o7'. 因此 由 (5.1-25) ,(5-1.31) 
和 (5-1.81) 知 道 , 当 玉 >> 2 时 ， 

P(R(D\ Osx (TD) < BE PEE, m, n)) 

: : < 之 pl 8 (5 2" (#)) 


< YE. | (5-1.82) 


”显然 ,当下 >o0 时 ,8-1 人 向) 有 边 收 合 于 需 ， 的 而 RCDNOZCID 


CRODNGOortT)， 在 个 :1-82) 中 会 尺 一 oo 朗 得 个 . 工 .24) ， 

由 于 当 wEO6(D) 时 , js 在 荆 上 是 一 改 连 种 的 ， 我 们 可 以 把 
z( 区 唯一 地 延 拓 成 [0, 世上 的 回炉 而 数 , 仍 和 为 c, 且 wECT0,1， 
我 们 用 这 个 方法 把 Cu) 与 08[0, 1] -一致 化 ， 那 末 容 易 看 出 多， 
在 Cott) 上 的 限 和 制 才 人 就 是 导 在 0 但 , 1 上 的 限 严 ， 我 们 把 .了 
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在 Ce) 也 就 是 O10, 1] 上 的 限制 记 为 Pto)， 这 样 就 得 到 
Ganss 测度 宏 间 Sm 一 (C8?[0, 1], 中，P), 0<a< 汪 ,而 且 显 


然 {2( 引 ,tf 了 9, 了 了 } 是 六 号 上 的 随机 变量 、 当 #E€E 五 时 ， 窑 们 是 
Gauss 变量 ,又 它们 的 数学 期 望 和 相关 阔 数 的 值 仍 分 别 是 {5:1.22) 
与 (5-41.28) ,但 其 中 #, $sEIL 

我 们 再 求证 其 i€ [0, 4] 时 , wD 也 是 5 上 土 的 Gauss 变量 ， 
而 且 当 #8€ [0, 4 时, {6:1.22) 和 (着:1.28) 也 成 立 ， 总 i 和 0, 了] 
NT 使 各 一 如 ;这 时 由 全 :1.23) 算 出 

H(t) ttn) )) — | — tm | ， 
因此 ,二 2， 是 C9) 中 的 基本 序列 .及 因为 
CT0, 11 中 国 数 了 是 回炉 的 ， Hm z (6) — tto) ， 因 此 世人 (在 
L305) 中 收 定 于 wtt0)。 由 引 理 5:1.:1 知道 4(io) 是 Gauss 变量 ， 
而 县 好 (wt) 一 宅 ( 和 0) 小玉 0， 因 此 易 知 对 于 斩 ， 旧居 -22) 成 立 ， 
洲 及 有 soeED0, 11, 取 纪 EIl, 使 及 一 加， 那 末 及 有 下 人 (和 
一 kso) 一 0， 因 而 由 
[E(w(so) w(t)) ~ Bs (8) w(t,)) 

< EU a Bt) + VHRR a0) 
知道 6:1.283) 于 so, 如 成 立 . 

对 于 每 个 沪 E 姑 , 显然 户 几 CDF0, 1 ES 作 

WB)}~= PB NOPNIO, 11), z 

显然 下 ,是 (Co 要， 好 ) 上 上 的 概率 测度 ,集中 在 CY 名 1] 上 ,而 
县 这 时 售 : 荆 :22), (6'1'28) 也 成 立 . 因此 二 江 21) 成立， 所 以 亢 。 
序 是 所 要 的 Wiener 测 弃 ， 永 毕 ， 


5:2 Gauasa 测度 的 扯 扎 寺 价 性 和 车 异 性 
1 ” 基 本 定 理 
在 $56:1 中 我 们 考察 过 比 喜 特殊 的 一 类 Gauss 测度 的 相互 等 


— _.，._.. .i . . i 
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价 住 ， 本 节 中 考察 更 一般 的 问题 、 慨 吕 是 一 集 ， 巷 。 ac 如 是 吕 
上 的 一 族 实 丽 数 , 别 是 由 如 的 子 集 粗 成 的 使 得 长 。 aE I} 可 测 的 
最 小 c- 代 数 ， 训 PB, Ps 是 (0, 吊 ) 上 的 两 个 概率 测度 ,和 而 且 使 
(2 好, 已 ) 一 S,, rv 二 1, 2 土 的 随机 过 程 八 。《'), a E30) 都 是 Gauss 
过 程 。 我 们 去 太 究 Pi 和 Ps 的 相 百 等 价 性 和 奇异 性 
此 后 记 
Eel) =| =(o)aPs(o) ， Detw) 一 Bllw— Blw))’), 
=1, 2 
令 罗 为 长， a 以 及 实 常 数 画 数 做 成 的 粮 性 租 合 全 体 , 它 
成 为 条 性 空间 . 在 -2 上 引进 两 个 双 粮 性 非 员 定 活 丽 (2, 9 ,: 
(Ww, Wr— Belwy), EF=1, 2. 
| 理 5.2.1 发 Gauss 测度 Pi 与 Ps 不 是 相互 奇异 的 , 则 必 有 
正 数 6@1, pa; 使 得 对 一 葬 人 x5 名 ,成立 闭 / 
{wm, Pays, H)1, (Bm:.2.1) 
(£, ies, W)a. (p22) 
【证 】 如 果 使 (6.2-1) 成 立 的 61>0 不 存在 ， 旭 必 有 一 型 
wn 使 (04 mw) 一 (on zi 一 0 人 一 co)， 寻 了 (oo) 一 an, 作 
集 4,={o| | 加 | 委 (oa 间 号 , 那 末 只 4 一 人 || 罗 | 全 (oo 全 
由 debmmes 不 等 式 得 知 , 当 (gogo)i>0 时 ， 


PQANAD) Sto am | dP < (a, Taji, 
当 (pn, zn)1=0 时 ， zx 一 由 ， 过 此 Pi NA,) 一 心 . sd z 
lim Pi (QO~、 A,) =0. (6.2.8) 
到 当 姑 天 上 上 肝 , 由 二 : 工 得 知 


D 可 卫 (w) 是 概率 济 座 ,不 (w) 是 随机 变量 加 (五 ) fearc, 到 


PUI) -BD IFA) < i (ZC) ~ ECT)) GP (w) . 


mm i " 
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Lk 一 和 
A 


MM) BL mee 


一 下 于 tn ti 
1 了 一 不 _- 
一 - [和 一 > 电 
a | . ps J — 
受 当 好 ”一 时 ns 十 二 葡 zn 三 一 1]， 了 这 轩 ， 如 % 天 分 太 ， 例如 使 
(cn, ra)1<]， 若 未 P(Ad,) 一 心 . 是 .之 ， 
lim Psatd,) =0, (B24 


由 (B.2.8) 和 (B24) 知道 P, 和 了， 是 相互 奇异 的 .这 各 仿 哉 巴 
盾 ， 因 此 62: 也 成 让 ,同样 地 讨论 (0.2.2). 施 些 ， 

下 面 继 蒜 假 设 P, 与 了 不 是 相 百 奇 借 的 . 要 据 (B:2.1), 
(5.2.2)，- 中 国 数 按 乔 度 手相 寺 与 按 查 度 二 ,要 相等 是 一 教 
的 ,我 们 令 后 祝 郑 中 按 测度 二 帮 为 震 ( 也 就 是 按 测 度 Ps 概 为 堵 ) 
的 画 数 为 0， 和 这样 ，(%, 7 成 为 世上 的 内 积 . 合 豆 是 和 在 
Hilbert 空间 了 2 (81) 中 的 包 , 那 末 由 于 引 更 5.2-1, 两 个 内 积 是 等 
价 的 , 因此 吾 也 是 多 接 内 积 《2, 9 的 完备 化 空间 , 也 就 是 缮 在 
Hilbert 窑 间 (Ss) 中 的 包 ， 而 且 电 引 理 5.TT， 总 中 的 画 数 仍 
为 S, 上 的 Ganss 变量 . 此外, 当 wEH 时 , (5.2: 圈 与 6.2.2) 仍 
然 碾 立 ， 今后 糖 估 考察 五, 这 时 五 接 (w, 四 1 或 (zw, 四: 部 成 为 
Hilberit 2 赣 . 

引 理 5- -2' 车 人 与 了 了 s 不 是 苛 尽 的 ， 则 必 存 在 焉 数 长 ， 使 得 
对 于 五 中 任何 有 限 个 向 量 4 …， or， 当 

Botne) =0, {nm NN sg= Or, 
RO— Ein , V1— En (nn j4= Di (np) Oa 


时 (其 中 是 其 roneocker 的 3)， 
3 (De —D) + SE)*<K. (5.2.5) 


人 芷 j 为 右 便 趟 昂 ， 放 Hi (ne) Wt D1 (rz) Ug, 对 于 请 足 
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引 理 中 条 件 的 {m1 …, mn} , 作 (9, 基 ) 上 的 可 油画 数 
FW) 一 六 |- 一 城 | ， 
于 未 容易 算出 
Bf) -Bm), EDit) 
Dh (Ff) =— 201) + dowmel » 


D,(f) ~ E24 | (5.2.0) 
记 
a(f) = (Ba(f) — Elf)) 
tr) 52 
: : 


hi~{o |f(o) < E+)) |, 


4 一 | fo + Ef))|, 
那 未 41 与 4s 百 不 相交 ,而且 4 十 4 一 2， 根据 Te6irmes 不 等 
式 ,算出 


(49 <Pi(olf)- 国 Di>Af 六 < 这 演 ，(5.2.8) 


P(A) P(tol lf (0)— EAP >a)) <HR. (5-20) 


0 例如 D1( 了 可笑 算 如 下 ;由 于 和 Y 时 ,qs 与 mw 相互 独立 ;因此 
EA ELA) -BE (3 — (im m+ 20 (hh — mk) ~ (1 —oi) 3) 


-Z| (I Bm 
+ (am 3) BCC mi D+ Lr) 
~ 时 [2 D+ 4m 


名. 人 93] Ganse 注 府 的 相互 等 价 性 和 珍 蛙 性 3218 

Tw (ME ME) 1 Oa (Nk, Wp) a Ce ， : : 

1 (5.2.10) 
Em Th — hy) 2 pO Tex MO Mp) I Ob, 


由 (5-2:6) , (5.2.7) ,5.2.10) ,着 记 
m= La)*+ma], 


有 慎 必 有 正 数 有， 8s,，5 (不 做 环 于 p_，…, 7,) 使 
Df 人 ebm, k=1, 2, otf)>bm, . 
因此 所 :28 (6:2: 久 和 化 成 
Bb A 

b mh 
和 如果 及 ti-…;me} 变 化 时 m 的 上 界 为 +co, 那 末 对 任意 答 定 的 
正 数 8, 有 一 粗 人 my, …'， mh} ,使 相应 的 只 适合 由 3 Iax(8i 54)， 
由 全 .2.11) ,相应 的 集 4 适合 

P(AN<s, Pal@ A) < 天 8 
根据 引 滁 1.1.21，P, 与 Ps 相互 奇异 . 这 和 假 衣 砷 突 . 引 理 名 
毕 ， 
现在 合 互 以 (%, 殷 。 为 内 积 ， 又 合 于。 为 刀 中 与 工 痊 变 的 向 
量 公 体 ， 五 "是 五 的 开 于 空间 ,， 写 技 3, 办 ;也 是 Hilbert 空间 ， 
Ho 也 就 是 吾 中 按 测度 Ps 的 不 均 数 为 替 的 画 数 全 体 ， 作 五 。 上 
双 灵 性 非 肌 泛 画 i 
Bs, 7) 一 他 一 可 :起 )， nO— Han) )1, 

根据 (5.2.2)， z 

: Bln, Hn, Wa BC |) 2, 
序 B(m, 0) 在 吾 。 上 是 有 办 的， 根据 部 知 的 定理 , 必 有 五 。 上 的 入 
性 有 界 委 共 址 算 子 B, 使 得 对 一 切 &, IE 五 o， 成 立 荐 

Ble, 号 一 "= (Bé, a, 


(6-.2.11) 
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可 | 理 5.2.38 说 证 与 三 不 是 相互 奇异 的 , 则 呈 一 工地 是 所 
中 司 等 算 子 ) 是 豆 。 中 的 Hibert-Schmidi 更 算 子 . 
[证 ] 根据 引 理 5.2.2, 有 旭 下 的 正 数 开 :车站 ?全 于 0， 
{ne} 为 按 夫 积 (5 ,3 的 就 范 直 交 系 ,而 且 当 庆 如 时 ， 
Bm, Wr) =0, 
即 ((B 一 了 nx, mr)3 一 0, 那 未 


To) 一 之 过 一 好 人 ne 有) 一 之 人 (好 一 了 9 Th < 下 


梳 据 引 于 II:1.5, 号 一 工 是 六, 到 号 中 的 五 iipert-gehmidk 型 算 
子 . 诈 毕 . 
再 根据 召 一 工 的 人 性质 《 昆 SI 1)， 存 在 互 o 中 的 一 钥 完 备 莽 范 
直 变 季 (关于 夫 积 估 , D2) fma; aE}， 宅 们 蚌 B 一 I 了 的 特征 向 
量 ， 因 而 也 是 B 芍 特 征 向 量 , 裔 相应 的 特征 值 是 9。 Bns= ows， 
划 
之 《0 一 和 EK. (5.2.12) 


因此 这 时 ca 六 1 的 a 最 多 只 有 可 列 个 , 裔 为 a 一 1, 2, …， 再 
根据 旨 理 5 2:2， 


2 BilYa) EK oo. (5B. :2.13) 


下 理 5 -2-4 车 Pi 与 P, 不 是 相互 奇异 的 ， 则 Pi 与 了 必然 
是 相互 等 价 的 . 

【县 】 由 于 2 是 (9, 加 ,Pi) 的 决定 第 而 2 中 国 数 是 于 与 
常数 的 和 ,因此 五 环 是 Si 的 决定 集 ， 双 由 于 {ms, aE30} 是 五 o 
中 的 元 备 就 范 看 刻 秒 ， 容 易 看 出 tx，w 和 站 也 成 为 sz 上 的 决定 
集 . 全 2 一 X Bu, 此 地 Bo 是 实数 直 糖 , 双 合 罗 o 是 Do 中 的 Borel 
桂 全 体 张 成 的 c- 代 数 ， 根 据 吕 江 的 第 2 段 存在 (Go, 8o) 上 的 要 


碍 调度 Ns 使 【Go， 当 0， A 成 为 BS 上 Gauss 过 程 {na(*), EA} 
的 样本 测度 空间 ， 
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然而 ,车 必 Qo 中 点 入 的 坐标 为 p24, 那 末 (60, 各 o, Ni) 上 的 随 
村 过 程 [pa (Pp) gE} 与 态 ; .上 Gauss 过 程 fmafo)y ,aE 中 有 相同 
的 有 限 条 分 布 ,因此 {ps, a 中 是 相互 独立 的 Gauss 分 布 ,而 按 测 
度 Ni, 不 的 数学 期 望 和 方差 分 别 是 要 fa , 0; 1，ce, 它们 满足 
条 件 二 .2.12) 和 (3.13)， 由 引 理 65.1:2 知道 ， 和 i 与 站 相 瑟 
等 价 , 程 据 引 理 工 .3.6 推 出 Pi 与 已 。 的 等 价 性 诈 毕 . 

下 面 是 Gauss 测度 等 价 伺 的 基本 定理 . 

定理 5.2.5 识 ,一 (0Q, 见 , PP,) ,2 一 1 2， 是 两 个 琶 巡 测度 
空间 ， 估 a, aE 是 访 , 上 的 一 餐 Gauss 随机 变量 ,而 且 成 为 S, 上 
的 决定 画 数 集 , 那 未 Pi 与 P 或 是 相互 等 价 的 或 是 相互 奇异 的 . 

下 面 是 测度 了 与 Ps 相互 等 价 的 充分 而 且 必 要 的 条 件 : 售 多 
是 长 。, exE 与 常数 的 写作 粗 全 全体， . 儿 中 丁 数 按 已 ; 阁 为 需 与 
按 Ps 概 为 零 一 至 (把 概 为 填 的 画 数 说 为 需 ) ， 在 Hilbert 空间 
JI2{So) 中 具有 相同 的 包 豆 ， 瑟 分 别 按 内 积 


人 De | é54P,, y=1, 2， 


成 为 Hilbert 空间 瑟 ,, v 一 1, 2 把 庶 大 算 子 了 :ze 涛 成 五 ;到 
吾 ; 上 算 了 于 时 , 宪 是 等 价 算 子 站 . 
【应 】 根据 3| 理 B:2:44, 当 卫 ; 与 呈 。 趟 是 瑟 相 奇异 时 , 必 是 相 
百 等 价 的 ， 因 此 定理 的 第 一 部 分 让 好 . 今 考察 条 件 的 充分 性 和 放 
娶 注 ， z | 
根据 引 理 65.2.1 所 述 , 车 Pi 与 Ps 相互 等 价 , 那 末 中 必 是 五。 
到 五 ,上 的 黎 性 有 界 算 子 耐 且 了 亦 是 篇 性 有 界 算 于 . 合 饼 为 五 。 
ES 五 0 的 授 影 算 子 ， 那 示 工 一 入 基 呈 s 天 一 稚 了 于 空间 {A| 一 co 
< 一 co} 的 投影 算 子 .我 们 合 鳃 是 互 : 到 一 厅 子 空间 全 -ceo<X<oc} 
的 投影 算 子 , 那 末 和 容易 看 出 常数 画 数 1) =QE， 先 求 艾 明 
GT 一 QQBQTGTOQ. (6:2.14) 
0 关于 等 价 算 子 的 定义 和 性 所 用 附 条 全， | 
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事实 上 , 任 取 去 站 和 五 记 和 一 人 一 6， 则 
(QBOTOTQITOE, Ds (BHTQT)E, oa 
— Bl6y, 7 十 (QE, Qin) 3 
— {G1 D1)1= ITE, Yi) a 
(TOE, as 
因此 起 -2.1 可 成 谤 ， 利 用 全 :2.14) 容 易 算出 / 
: mI=(B-—DQ+A, (8:2.15) 
此 地 z : z 
A= TD TI- + QT DQ+QTQTS. 
由 于 了 一 与 @ 都 是 一 秩 算 于 ， 因 此 4 是 一 秩 的 . 双 根 据 引 更 
5.2.3 (有 一 万 入 是 Hilbert-Sohmidt 型 算 子 .因此 全 :2.15) 也 
是 Hibert-Schmidt 型 算 子 , 即 了 是 等 价 算 了 于. 
反之 ,车 定理 中 条 件 成 立 ， 仍 可 仿 腿 引 理 5-1.3 之 前 所 述 作 
二 0, 田 6-2- 了 4) 得 知 ，(8 一 区 一 QT 了 一 了 人 0 一 QT"QTQ, 因此 
(8 一 了 是 了 Ho. 上 的 Hilbert-Bchmidt 型 算 了 于 ,然后 再 仿照 引 理 
65.2.8 之 后 所 述 作出 随 宙 变量 {mo, a 中 ， 再 利用 引 理 5.2.4 的 
证 阴 注 即 知 道 与 Ps 是 丰 互 等 价 的 、 定理 证 上 比 ， 
[ 注 ] 由 定 挫 5.2:B 的 大 明 容易 消 出 : 当 雇 (5&0) 一 0,=1,2， 
a 蕊 算 时 , 我们 水 妨 取 区 为 位 wa aE} 的 杰 性 租 合 全 体 而 无 需 把 
常数 放 人 人 皇 , 沟 过 这 样 的 改变 ,定理 B.3BP 中 关于 过 的 条 件 仍 为 
Pr, 相互 等 价 的 充 要 条 件 ， 


2 具体 的 鲍 
下 面 我 们 答 出 利用 定理 5.3.5 逢 别 相 关闭 数 不 同 而 数学 类 
相同 的 责 Gauss 过 程 相互 等 价 性 的 例 . 
[全 5.2.1] 我 们 考察 如 下 的 一 类 Gauss 过 程 : 它 的 数学 期 好 
是 雳 ,相关 画 数 r(s 日 ,sa<s i<5 具 有 下 面 的 一 些 性 质 : 
(1) 当 s, 1E [6, 下 时 ,人 e, 人 ) 是 过 种 隐 数 ; 
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CE) 对 每 个 固定 的 4E [4, 要 ，r(s 昌 是 sE [4, 下 的 全 连 炉 
画 数 ,而 且 


Gi 对 几乎 所 有 ( 特 Lebesgue 测度 ) 的 sE fa, 四 , 当 s 回 定 
时 , 夯 数 -2 信 是 区 知 [4, 9) 以 及 区 间 (s, 5] 上 的 全 回炉 西数 


Or (8, &) | ds <o0; 
Ds 


(因此 一 9 从 和 在 给 形 4 所 s, i 所 5 上 并 乎 处 处 存在 而 且 是 可 油画 


er) ; 
oj 人 | rs, A 
(iv) | 日 SC 
有 由 骏 件 这) 看 出 , 对 几乎 所 有 的 8E [a, 8], 存在 疹 有 限 
极限 


sae 


Or ts, £) _ 1 Or 13 t) 本 
Be gq (8) im Ba (5 2 卫生) 


= 十 他 


9 (5) = Lm 


容易 看 出 这 时 9- (9 与 gr 全 都 是 可 油画 数 . 再 进一步 设 
(vy) 存在 正 数 Gr， ca, 使 得 画 数 Dr(s) 二 q+ (8) 一 9-(s) 几乎 
处处 适合 头 乘 
Ci. Dr(s) Eo. (B.2.17) 


我 们 称 D,(s) 是 相关 面 数 + 的 示 性 负数 . 又 假定 Sr, DD 是 


正定 积分 核 , 部 
(vi) 对 一 切 fE€ Ls, 人 成 立 党 


| | FF Ls) rt dadt 0. 


满足 上 面条 件 的 Gauss 过 程 称 为 属于 SI[s, 5] 类 , 宪 的 相关 
落 数 7(s, 如 称 为 属于 s[e, 站 类 . 
容易 具 证 : 车 (8), v9) 是 [a, 68] 上 的 实 值 的 至 连 炉 画 数 而 
Hv >0(GELs, 81), : / / 
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hb . 
| WW (9)2 ds < o0, | v' (8)3d8 < o0. 
业 古 


又 存在 正 数 拉 ， ps 使 得 对 几乎 所 有 的 3, 所 
UW 8) — Mv (8) E60a, 
犀 末 画 数 
wav 8 
" (s, 6 -{ ， St 
属于 sle, 8] 类 而 且 这 时 
Dr(3) 一 全 (3 (8) 一 此 (3) 28) 


特别 当 %(s) 一 可 5， ?人 (9) 二 工时 ， 部 得 
rs, +) 一 可 min (s, £)， 


这 是 Wiener 过 程 ( 昂 $6.1) 的 相关 图 数 ， 


定理 5.2.6 识 {全 ， 0),tE [Ea, 01} 是 Sy=(0, Ps), 
二 1, 2 上 的 Gauss 过 程 , 且 属 于 [a, 们 类， 它们 的 相关 画 数 分 


别 是 "(8, 们 ,二 ,2。， 屠 末 Pi 与 Ps 等 价 的 充 要 条 件 是 


(i) 在 区 间 [s, 5] 上 它们 的 示人 性 画 数 DD (2#) 与 DD 人 8 几乎 处 


处 相等; 


Gi) rla, q) 与 ma(a, 9) 或 者 同时 为 零 或 者 同时 不 为 震 。 
【RE】 利用 定理 -5.2.6， 我 们 滥 出 多 在 (Ss) 中 的 包 本 


井 且 用 具体 的 画 数 空间 来 表述 Hi 


1. 全 是 区 间 [a, 851 上 的 有 失恋 差 画 数 ,， 且 了 (5) 一 0, 而 且 


在 (a, 念 中 是 左 方 连 粹 的 这 种 画 孝 全体 让 为 忆 [a, 5], 
对 于 每 个 fEF [4, 四 以 及 [a, 四 上 一 列 分 点 得 


| 0 < HO Hl, 
手 几 中 的 画 数 列 长 中 如 下 : 


én 0) = TE, CCD) ~f (Ws)), 
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容易 算出 
(én, En) = DD rs GD, HF EE)— F ER) (Ff (G19) ~ HE)), 
v=], 2, 
当 nm， -> oo 时 立 部 得 到 
(En, Eno>| | rele, DAF (AF O, v=1, 2, 52°18) 
由 是 易 知 长 ,} 按 内 积 《z, 明成 为 基本 点 列 ,因此 它 收敛 于 吾 , 中 
的 向 量 ， 部 为 5。 利用 (65-218) 容易 算出 : 当 f, gEV [s, 如 
时 ， | : | 
(EP, E99) | | rss, Haft). (65:2.19) 
合 , 一 长 罗 |f EV [a, }， 那 末 瑟 。 在 吾 。 中 稠密 。 事实 上 , 对 
性 一 妈 万 (4， b),， 作画 孝 


0, 
z 7@-{ 1 fh 
显然 了 EV [a, 8 而 是 E00)=6(t0;), 即 Et;*) EK, 由 7(3, 作 
的 迷 征 性 易 知 5 (49, …) = Lim Ett0; ")。， 因 此 C4; *) 属于 天 ,在 
五, 中 的 包 民 %.， 类似 地 世人 小 入 下 :> 又 二 ,是 粽 性 空 闻 ,因此 
之 KK。 ， 即 得 


tn, 


EISH, (5.2.20) 
由 于 条 件 加 ,mw Ge 芒 一 mm 区 习 是 # 的 全 速 炉 醒 数 ， 利 用 分 
部 积分 立即 可 知 , 当 了 E 太 [ae, 9] 时 ,成立 着 
Or or (nd an, 
/ (5:2.21) 
利用 例 5-2-1 的 性 质 (Gi) ， 对 几乎 所 有 的 sE [4, 5]， 当 s 国 
定时 ,re 人 纪 为 在 fw, 要，@, 5] 上 的 全 这 粮 丽 数 ， 因此, 当 
< 时， 
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Gr, C8) | 2 O27, Ce "7) Ort8, HW) ro, 
一 2 一 | Mt (5.2.22) 


分 本 >34 一 0， 我 们 记 g?， gg 全? 和 ry 的 汞 数 (B'2.16) , 那 未 


eG9) —| dnt se, (B.2.28) 
类 代 于 (6:2.22) ,并 利用 外 :2.23) 我 个 得 到 : 当 t#s 时 ， 


Bre Er dnt ay 人 
-| r,s, 9). dn 4 D,, (3) + 9 (0.2.24) 


和 将 (65-2.22) 和 6:2- yy 代入 (B52 ‘21) , 竺 利用 Fabini 定理 交换 积 
分 顺序 序 等 


fr; Daf @ fle),e, 0 —[ (FSS) a 
any ya 
册 利 用 分 部 积分 就 有 
| rs, Daf ag) z 
(aggre OL ON OL 
二 | 0 aga)+ | DG) Cg Ca 
二 | | eG fg a, (6-2.25) 


3. 再 作 如 下 的 回 数 空间 TY[e; 避 ， 其 中 的 画 数 属于 
Is[a, 5] ,然而 当 f, gE IL? [a, 9];, 的 与 9 国 在 la, 可 上 几乎 
处 处 相等 ,又 

fr, (a, o) -yn (GF, ) 
时 才 把 与 9 着 成 同一 向 量 . 又 在 区 ?[a， 可 中 技 通 党 的 方法 引 
进 黎 和 住 运算 ,规定 其 中 的 内 积 是 


Te eo 


| i 和 
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{FOOD, Dr gs), re, 四 >0， 
[*, Yj], = ; 
| #9 DD ra, 2) =0. 
由 例 5.2.I 的 条 件 (v) 知道 9?[a, 四 接 Ef, 中, 成 为 Hilbert 宏 
间 . 
再 作 LY le， 于 汉 定 [s， 51 的 灵性 算 子 4, 如 下 : 当 
fEL9?[e, 避 时 ,让 4,f 为 如 下 的 画 数 : 当 jE (4, 8] 时， 


Oh ON A 矶 人 各 咎 昌 ， 


吕 1D8 
及 当 7 (G0) 闫 0 任 『 ， 
(4 用 全 一 | 2) f (8)as+f 0) (ro(o a) —1). 


我 们 来 新 明 4， 是 Hiibert-Behmidt 型 算 子 . (1)7r， ce. = 
的 情况 ， 这 时 “ce,， 十 三 0， 因此 rts, 有 自 圭 0, 5 志 t 忆 5， 这 时 
工业 Le， 可 就 是 Ls[s, ,而 且 


(A Oy) fd (5.2.20) 


由 例 B:2:1 的 条 忻 (Giv) 及 (565.2:.:17), 4, 是 Hilbert-Hohmid# 瑞 策 


于 ,一 | 入 守 盖 fd 与 有 界 算 于 -> 卫 一 了 的 乘积 ,因而 


是 Hilbert-Sehmidt 弄 的 。 (3) 当 me, @) 了 0 时 ，4, 是 形 如 
(BD.2.26 的 Hilbert-Schmid# 型 算 子 与 有 有限 秩 的 多 性 有 界 算 于 的 
和 ,因而 4 也 是 Hilbert-Sehmidt 型 的 . 
我 们 再 注 各， 当 ff, gE DY [a, 0] 时 ，(6:2.25) 的 右边 就 是 
[ET+4)7, 四 。， 特 别 当 了 ,gEVF Eg, 51 时 ,由 (5:2-18) 得 到 
(SF E09) 5 = [I+A)F, gls. (5.2.27) 
由 于 六 [g, 8b] 是 L2[g, 8] 的 黎 密 子 空间 ,对 每 个 FE LY[e, 61， 
到 {fnFCV [se, 使 {在 9?[g, 可 中 收 优 于， 利用 者.2.27) 
立即 可 知 妈 人 是 下, 中 基本 序列 ， 由 人格 :2.297) , 侨 咎 丁 玉 ,中 收 


. rn 
= 一 一 一 2 
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铬 于 一 向 量 , 记 之 为 EP, 而 且 (6-2-27) 对 一 切 f, 9 € 798[a, 本 
成 立 。， 由 于 人， 和 站 之 0， 所 以 由 (5.2.27) 知道 B,=I 十 4 是 

ZL9 Ea, 8] .上 的 非 员 的 自 共 开 算 子 . 

我 们 再 来 研究 B, 的 震 空 间 . 还 是 分 两 种 情况 : (了 D 当 7, (a, 0) 
=0 时 , 洪 如 / 一 0, 则 由 (6.3.27) ,得 
0 一 (BF = ,+A 

-| DADF Ot | | Sr pls) dsdt. (5.2.28) 


然而 由 条 伞 (vi) , .上 式 最 右边 的 第 二 项 产 0。 因此 了 一 0， 换 名 话 
说 , B, 具有 逆 算 子 . 这 时 4, 就 不 以 一 1 为 特征 值 , 然而 4, 是 全 
连续 的 ,因此 一 1 是 4, 的 正则 点 .因此 记 ! 在 全 空间 定义 的 而 甩 
是 有 界 的 ， 摸 筷 庄 说 B, 是 [a, 站 到 它 自 身 的 等 价 算 子 ， 
全 当 mf(e, 本 >0 时 , 我 们 要 说 衣 , 车 g, 由 属于 吾 . 的 零 空 
间 而 且 -p (8) 一 由 (9) ， 则 2 一 由， 事实 上 ,这 时 7 一 9 一 由 也 在 吾 , 的 
需 空 间 中 而 且 了 f(a) 0、 因此 由 -4 的 表达 式 知 道 ,对 了 , (5.2.26) 
也 成 立 , 所 以 仍 有 (6-2.28) ,因此 了 一 0, 部 pw 一 由 因此 有 豆 , 的 堵 襟 
间 至 , 是 一 条 的 . 由 于 4, 是 自 并 辐 至 副 炽 算 子 , 容易 证 明 ， 当 我 
码 把 B, 限制 在 召 , 的 直 交 补 空间 记 上 时 , B, 是 杞 ,到 卫 , 的 括 半 
映照 ， 因 此 B, 是 下, 到 琴 , 的 等 价 算 于 .为 了 和 前 面 情况 蔚 一 起 
见 , 在 人) 的 情况 下 我 侧记 了 ,= LY[a, 5]， 
所 岂 由 电 :3.2 六 知 遵 晤 昭 

Dh,: 7 一 
是 百 , 到 玫 机 ,的 拓扑 映照 ， 然 而 由 于 当 了 GE 瑟 时 肪 六 一 0， 部 
上 一 0 所 改口, 一 UL9[a, 日 汪 让 ,， 有 又 由 于 .可 是 完备 的 ,从 
(5.2.20) 知 道口 .FP。 一 吾 ,， 再 从 (6-2.27) 立即 知 道 

UU,=B,, 

因此 可 是 也 , 到 瑟 , 的 等 价 算 子 ， 

3. 条 件 的 必要 性 . 珊 书 与 Ps 等 份 , 那 末 于 一 FePD。 是 也， 


间 ee ee lle eee ee 
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到 到 的 措 等 算 子 : 全 一 f,fE Fs, 因此 或 是 了) 同时 了 ,Lfa, 看， 
pp 一 1,2, 序 y(, 和 一 ?st0 0) 一 0 ,或 是 人 同时 记 才 [5 间 ， 
» 1,2. 部 TafE，@) 六, Ta(G， 多 ) 到 0， 因此 条 忻 ( 记 是 必要 的 . 
及 由 于 Du TT, Us 都 是 等 价 算 子 ， 从 定理 工 :1-9 知道 2 也 是 等 
价 算 子 .我 们 只 计 葵 忆 ) :re 的 一 refe Gy =0 的 情 纪 ,这 时 
(=f 

因此 

CTO"T Df= 二 二 了 
然而 容易 证 明 ， 这 时 除非 DP,= DD,,， (TMT' 一 了 不 可 能 是 全 
连 种 算 子 ， 因 此 条 件 人 0 也 是 必要 的 ， 对 于 (2) 的 情况 也 可 以 类 修 
地 讨论. : . / 

4. 条 件 的 充分 性 。 惟 定理 中 的 条 件 和 (了 满足 , 那 未 这 时 
LFa, 5] 与 I 名 [4, 可 完全 一 驴 (包括 内 积 ) ,因此 下 与 一致. 
作 五 , 到 互 , 的 算 子 

roUita, 
由 定理 工 -9, 了 是 等 价 算 子 ， 又 因为 当 了 限制 在 如 上 时 ， 
TE-E， 因 此 了 满足 定理 5.2.5 中 条 件 . 因此 Pi 与 Ps 是 等 价 
的 ， 证 些 ， 

系 5-2:7 座 攻 G0), Gt 世相 是 概论 宏 间 (Q, 全 ,， P) 上 的 
Gauss 过程 而 且 赂 于 8fe, 到 类 ,发 r(s, 信 是 家 的 相关 丽 数 ,DD,()， 
wx<st<5 是 它 的 示 性 画 数 ， 球 末 必 有 (Q@, 83) 上 的 概率 测度 P' 使 
(0, 册 ，P 上 的 Gauss 过 程 从 (8;w) , iE ie, 昌 } 具有 数学 期 望 堆 
及 相关 夯 数 


(gr 


pls, =) Ddntrle, @). 全 -2.29) 


[ 放 】 这 时 pta, 08) =7 (4, 84)， 叉 容声 证 明 p 是 正定 连 征 图 
数 ，p 所 s[&,5] 而 且 DO0D) 一 DW)， 因 此 由 引 理 5B:1:2,， 有 
(TT, 双 上 已 使 世 导 ao)itcE ke 们 具有 数学 期 肇 和 ,相关 画 数 P、 | 


-= LEE 
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不 姑 届 9 一 也 四 一 好 ， 再 利用 定理 总 ,3.6 立即 知道 卫 与 P' 等 价 ， 
系 5.2.7 葵 出 了 SIe, 四 中 Gauss 过 程 的 典 理 形 式 {5-2-99) ， 
当 (如, 好) 为 例 呈 革 汪 中 Co[0, 可， 币 ) 时 这 种 典型 的 Gaunsa 过 程 
事实 上 是 由 Wiener 过 程 ( 其 中 取 pe 一 人 世人 fg osE [0, 吉 } 作 
变换 而 得 , 朗 
: EG, oa) me (g(t), w) 十 二， 


地) 一 Pm m—y| Dm a ， 


{ Drean 
而 志 是 与 一 切 fts, w) 相互 独立 的 一 个 Gauss 变量 ， Bl) = 0, 
DIE) —rto, &), 
§ 与 :3 楼 性 空 闻 上 的 Gauss 测度 
1 ”标准 Gauss 测度 空 轩 

在 碎 窒 与 Gauss 测度 有 闫 的 许 和 分 析 时 , 常用 到 如 下 的 测度 
宕 闻 ; 

定义 5.3-1 识 吕 是 实 炎 性 空 拓 , 五 是 人 的 入 性 子 襟 间 ， 且 
在 吾 上 有 内 积 (w, 切 使 五 成 为 内 积 实 间 ,发 器 是 从 的 某 些 于 和 集 
所 成 的 o- 人 代数 ,六 是 (2, 办 ) 上 的 概率 测 座 ,而 (9, 轩 , 如 ) 关于 殖 
是 氢 趟 变 的 。 叉 设 对 每 个 “E& 卫 ,存在 (9, 轩 , 丸 ) 上 关于 瑟 的 所 
洛 性 证 研 2(wm) ， 它 在 号 上 导出 的 太 性 活 夯 就 是 tw, 站, YE 五 ， 
换言之 ， 对 每 个 YE， 使 等 式 2 人 4 押 十 急 一 (6@) 十 (1 ， 一 oo 
to0 不 成 站 的 吕 粗 成 需 集 ， 而 且 2 人 to 一 二 (0)， 一 oo<t<o0 
始 胃 成立. 

又 设 记 4o)， 2E 百 } 成 为 (人 抽 ， 入 ) 上 的 类 定 画 数 族 而 且 是 
(9, 叶 , 洛 ) 上 上 的 dauss 过 程 ,其 数学 期 望 为 0， 相 关 数 为 


[OPOLMOPE AC 


这 里 
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那 末 称 (@, 好 罗 ] 为 相应 于 五 的 (参数 6 的 ) 标 准 Gauss 测度 
空间 , 亿 ('), ze€H} 称 为 其 上 的 标准 Gauss 过 程 

有 时 为 了 标 出 6, 写 久 为 NWN。. 

定理 5.3.1 座 互 , 台 是 两 个 实 Hilbert 容 弄 ， 而 且 互 是 向 
的 多 性 子 空间 , 五 在 8 中 称 密 .又 瑟 到 介 中 的 候 入 算 子 是 
Hilbert-Sehmidt 型 的 好 是 只 中 弱 Borel 伸 所 底 的 co- 代数 ， 屠 
末 几 有 相应 于 互 的 标准 Gauss 测度 空间 (0, 多 ,六 )， 

[3E】 计 豆 , 如 中 的 内 积 为 (z, 殷 与 他, 办 1， 由 于 互 到 身 
的 嵌 头 算 子 四 是 下 让 bert-Behmidt 昏 算 子 , B=7T'"T 是 核 算 子 .8B 
具有 如 下 人 性质 : 当 ”，9y 和 五 时 ， 

(w, Y) 1 (Bw, of). 
全 few = 2, …} 是 互 中 由 BB 的 特征 向 量 租 成 的 完备 就 范 直 
交 条 ， 合 o 相应 的 特征 佳 是 jw。 那 末 , 由 于 B 是 核算 于 ，> Xm 
eo， 芭 : 

(Bm, Bn)1™— hm nn 
由 于 (em 0m)1>0, 所 以 hm>>0， 合 1 一 X 本 ,Rs 是 实数 府 焰 六 
为 了 和 牛 适 全 条件 于 做 <o0 的 w= {zs} 全体, 按 内 积 
(F, ¥) 一 Di zy,, 


(其 中 y 一 他 ,了 研 为 Hilbert 空间 ， 双 售 2 区 村) 是 1 中 适合 
条 件 也 Ni 一 co 的 点 2 一 {zw} 全体 ( 见 例 4.2. 人 ,在 天 (fwj) 中 
规定 内 积 
(全 ， V) 1— DN bm Ym, 
那 末 P(fhsj) 成 为 Hilbert 室 间 .作品 到 六 (sj) 的 映照 
区 :一 > 人 6， (人 6 

由 于 站 是 适合 条 体 (o, 2)1 一 局 和 | (oem) 13<oo 的 点 全 体 ,因此 
UU 是 间 到 如 ( 信 mh) 的 本 上 映 照 而 且 了 双 把 互 酉 峡 照 胶 户 因此 不 
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妨 科 日 为 矿 ({An}), 瑟 为 PP / 

合 对 ,为 1 中 包含 一 切 Borel 柱 的 景 小 0- 代数 . 根据 $65.1 
的 第 2 段 , 必 有 总 由 上 的 Gauss 测度 访 , 使 ft} { 神 为 点 % 的 
图 数 ) 成 为 一 族 百 相 独 立 的 Gausg 弯 量 而 且 它 全 的 数学 期 望 为 0， 
方 送 为 可 (>0)， 

对 每 个 EBP 作 人 已 刚 。) 上 的 测度 Wy 如 下 : 
NAB)=N(E-Y), BEY. (6.8.1) 
: 这 时 {wp 一 1 2 全 仍 为 (2, 呈 。 下 ) 上 相互 独立 的 Ganss 变量 
其 方 着 仍 为 全 . 但 才 的 数学 期 望 为 


| za, (2) = |zdN Go—9) — | (2+ yan (0) =—y,. 
根据 引 至 5..2，Wy 和 1 等 价 的 充分 必要 条 件 是 呈 绷 < co， 训 
YEP， 所 以 4, 器 。, 四 ) 的 拟 不 变 点 全 体 是 如 。 

再 来 让 明 测度 总 集中 在 个 (mt) 上 ，。 利 用 Levi 引 理 ， 

| @， maGN (w) ~ lim 5) oAN 人) —- Th, < 0, 


所 以 (fo|(o, oar coj) ~0， 因 此 测 府 术 集中 在 P(fhw}) 上 ， 
仍 记 加。, 帮 在 六 让) 中 的 限制 为 器 ,, 入 。 因此 我 们 得 到 关于 玉 
向 不 蛮 的 Gauss 测度 室 间 (22( 人 hs) ， 另 。， BY)， 
对 每 个 yE, 作 人 (fw )， 史 。， W) 上 的 可 测 画 数 列 
0) = Ds, EP({m)). 
这 二 ,着 % 宇 mn， my 00, 则 
{ye) ym TaN (wo) —$ Dd >0. 
因此 {yt 证 在 世 () 中 收 窟 ， 必 有 子 责 数 列 fy (wm)} 几乎 外 
站 收 租 ， 合 刀 是 (人 An}) 中 使 lmymm(w) 存在 的 点 2 全 体 , 划 
(thm]) As 是 请 -办 集 ， 今 作成 (PC{ 和 wj}), 各。, 林 ) 上 的 可 测 
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醒 效 3 (人 |) 如 下 : 当 zw 七 A 针 ， 
y 2) “lim yw (ge), 


当 cE4y 时 2)~0。 车 ?EP,， 由 于 J8 寺 2 一 yA) 十 了 eosy， 
轩 此 , 妆 % 人 机 时 十 zx 捷 旭 ,, 而且 
ysis) =y (0) + Cw, #). 
双 因 为 当 2 有 4 t 是 实数 时 , 二 4, 容易 推出 y(4) 是 拟 入 性 渤 
图 . . . .| : 
根据 引 理 5.1-1, y(%), 2EP(fAw)) 作 为 Gauss 变量 YY (x) 
的 极限 也 是 Gauss 变量 ,而 且 当 y, zEP 时 ,由 (5-8:1)， : 


J yo) 2 aN Cw) = lim yo" Cw) (ow) AN 人 


0 才 oe ; 
一 可 包 %%zo 一 少 (2， 和 


| y (oAN (四 一 tim| ym (gdN (OO 一， 


因此 {yy 人) ,YE 是 (8(Aw}), 向。 玉 ) 上 相应 地 六 的 标准 Gauss 
过 程 。 最 后 再 区 过 理 上 映照 如 , 把 生 述 的 一 切 变 到 2， 了 上 去 就 和 
到 所 要 性 明 的 。 定 理 姓 毕 . 

我 们 注意 ,根据 (5-1.14) ,这 时 


AdNews) J]imer 2 [es 2 一 (es st] Ee) 
UN(w) ke 
返回 到 人 如 上 就 得 到 
村 一 工 
I =e Bs i EH,wen. (682) 


及 只 定理 $8.8.1 的 证 明 过 程 易 知 

有 系 呈 .8.2 定理 -3.1 中 的 Gauss 贡 度 空间 的 板 不 变 点 全 休 
就 是 挟 . 

对 55-8-:3 座 互 ， 0 是 两 个 实 Hilbers 鹤 间 ， 而 且 吾 是 的 廊 
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性 子 空间 , 于 到 避 中 的 捞 久 算 了 于 是 HilbertBehmidt 型 的 ,加 是 
口中 能 Borel 集 所 成 的 o- 代 数 . 那 未 必 有 (9, 轩 ) 上 的 概率 测度 
N (Gauss 测度 ) ,以 互 为 拟 不 变 点 全 体 . 

[证 ]】 分 吾 在 日 中 的 包 基 i, 这 时 十 在 冶 i 中 稠 露 . 个 潮 
在 如 :上 的 限制 为 水 ,对 英 与 (名 1 妇 四 应 用 定理 8.8- 工 及 了 系 PS3.2， 
我 们 得 知 存在 (2 内 ) 上 的 有 限 测度 Wy, 其 拟 不 变 点 全 体 是 瑟 . 
及 在 上 #4 己 山 上 作 概 率 测 度 六 ，， 它 集中 在 0 点 ， 那 未 乘积 油 庶 六 ， 
XBWWs 就 满足 我 们 的 需要 .证 些 . 

村 5.8.4 设 届 是 Hilbert 空间 , 错 是 可 列 Hilbert 空间 ,而 
且 如 是 如 的 人 禾 性 于 定 阅 ,区 有 名 使 包 按 第 %* 个 内 积 的 先 备 化 罕 瑚 

省 ; 到 马 中 的 峰 太 和 算 于 是 Hbert-Sechmidit 型 兽 子 .全 器 是 上 全 上 的 
. 朋 Borel 上 集 全 体 ， 革 末 以 有 Ga 4 二 的 有 限 淹 上 庶 j;, 密 关于 闻 是 
所 和 不 变 的 . 

柔 B.3.4 可 由 了 系 B:3:3 立即 推出 。 系 5.83 生 岂 是 定理 生 . 汪 8 
之 适 . 类 羽 地 也 可 以 写 出 系 4.2.19 的 赣 定 理 , 现 略 去 . 

及 三 条 BD'3.4 的 假设 下 是 否 必 存在 有 限 测 庄 空 间 【全 ， 攻 ，H) 
使 售 为 拟 不 变 点 全 体 ? 这 个 问题 宵 不 能 回答 . 


2” 关 于 三 类 条 件 等 价 的 定理 

定理 5.3.5 识 儿 和 分 是 两 个 可 析 的 实 Hilbert 空间 ， 留 是 
Q 的 戌 性 子 空 间 ,而 且 匠 到 好 中 的 艇 大 算 子 下 是 连 炉 的 , 那 末 下 
面 三 件 事 是 等 价 的 : 

(iy 下 是 了 ilbertgeehmidt 型 算 子 ; 

(让) 如 站 是 会 中 弱 Borel 秆 全 体 ， 在 !G， 3) 上 存在 关于 多 
拟 未 变 的 有 限 测 度 ; 

ai 读 窜 | 为 久 的 共 幅 空间 久 ! 中 能 Borel 集 全 体 , 对 如 上 
的 每 个 正定 连 粮 画 数 放 ， 必 有 (@1, 人) 上 唯一 的 测度 P1; 使 得 当 
无 皇 留 了 时 ,成 立 着 
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f=—| ,ovapt(e). (6.3.3) 
好 


【证 】 我 们 写 出 各 种 着 法 如 下 : 
1. 从 了 系 5.8.8 知道 分 包含 (i)， 二 
2. 利用 定理 4-8:12, 由 (让 推 由 Gii)， 事 实 上 , 若 记 G, 入 中 
的 办 积分 别 为 (8, 和 1，(g; 几 ) , 泌 未 , 当 ,中 所 加 时 ， 
四 (56.8:4) 
由 外 及 引 理 IE.1.1，2"g 是 正 的 核算 于 ，@ 是 Hilbert 空间 (也 
是 特殊 的 可 列 Hilbert 空间 ) ， 若 正定 画 数 了 按 辟 的 拓 拉 这 种 ,也 
就 核准 积 人 8. 沁 连篇, 因此 ,对 每 个 正 数 s, 有 和 @ 上 的 正 核 算 子 
一 使 得 当 pE19 全， 9)<1l 时 ， f(g) 一 f(0) | 过 sa。 这 
就 焉 明了 了 按 拓扑 (上 见 $4.3) 连 炽 . 根 据 定理 4.3.12, 在 ( 蚀 1, 凶 1) 
上 有 唯一 正 测度 Pi 使 佰 .3.3) 成立 。 
38. 根据 条 4.2-20, 出 (二 推出 的， 
4. 根据 定理 4.3.4， 轩 (这 推出 (it). 
”上 65. 更 在 由 (二) 来 推出 人 外， 裔 (成立 , 作 G 上 的 达标 曾 数 
FO eI EG. 
这 个 栈 数 也 是 正定 的 、 事实 上 , 它 必 是 某 个 Gauss 测度 空间 的 特 
征 图 数 . 根据 fiii) , 必 有 唯一 的 Pt 使 (6.3.3) 成立 
再 在 (6.3.3) 中 易 太 为 加 hy, 加， …， 各 GE 名 ， 作 郊 攻 空间 上 
测度 : 
P(B)—PIOAE (Eh), 1 E80)) EB}), 
那 末 有 : 


了 . 
— i htm fy . 
是 EE: 1 . -| 了 ”上 者 dP (mi, ii mn) 


因此 已 是 Gauss 变量 的 分 布 ， 当 {Uj 按 (*,*)1 站 交 时 ,由 (5.1.8) 
得 到 / 
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| EC) aPt(€) = okdP Ce) = Cn, hs, hl, 2, en 
再 由 (6:4. 全 得 到 z 
|, EC Cr, ba) 2) (Eh) — Cr, BM) APr(€) 
一 2 hy, he 10k, 1 帮 ; 一 工 ， 2， 四 (Bb.3.8) 
这 里 如 了 是 玫 Fromeeker 的 让 
根据 引 理 IT.1.1T, 车 下 不 是 Hilbert-SBehmidt 弄 算 子 ,苏区 


不 是 核算 子 ， 忆 田 引 | 理 琳 . 工 :6， 对 任何 自然 数据 必 有 司 ，… 如 
C8, 使 得 (A hi) 一 3 r FH Cy, Mi™ 0, ja 辜 立 ,而 且 


和 一 > (hy, Pn) > KR. (5.3.6) 
作 Q(6) 一 六 # (hw)*， 屠 末 由 (5-8: 贱 算出 
| (QE) -1aPtE) = 2 Gn, hoa)s, 
因此 由 emes 不 等 式 以 及 (fw, 加 )1<| 了 TP 得 到 
PU{EIQE A >2V ED) < pr | (QE —*) dP 


-ea 
然而 出 Bessel 不 等 式 友 好 按 人 ,的 直 变 人 性 有 
(EF, 8) 6), (B:3.8) 


因此 出 (6-3.7) 及 (6.3.8) 得 到 
PI({el te, £2|TI~v *}) 
>Pi(ts|Q6) 2 和 一 2 了 *)}) 


>PI(E| QE -A STIVED 3,. (5-3-9) 
然而 由 于 
由 {| 舍身 > 民 一 引 史 |/ 玉 } 一 空 集 ， 
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有 
lim PHC {| (€, OE -2)TIVE})=0. (65.8-10) 


但 是 由 6.8:8) ,入 汪 让 ，{6.8.9) 和 {56.83.10) 矛 盾 ， 因 此 个 成 耻 . 
ob z / 
我 们 再 写 出 对 4.3.14 的 着 , 
系 5.8,6 设 久 是 可 析 的 可 列 Hilbert 空间 , 全 是 1 中 对 
Borel 梨 全 体 。 如 果 对 于 多 上 的 任何 正定 束 粮 画 数 了 ，j (0) =1， 
必 有 (全 1, 人 $1!) 上 的 概率 测度 Pt， 使 表达 式 (5 .3.3) 对 一 切 &E 久 成 
玉 , 居 包 必 是 核 罕 间 ， 
【证 了 褒 iwlm} 基 炙 上 的 范 数 列 ， 俐 。 是 仿 按 |g] 的 完备 
化 空间 . 任 取 自然 数 mm, 作 


je 
背 对 一 切 %% > 人 ， 区 ,到 名 的 相关 算 了 于 ?4 不 是 Hijbert-gehmidt 
型 的 ,利用 定理 5:3.5 的 证 明 中 日 (在 其 中 易 轨 为 轧 革 为 局 
得 到 
Picié | lel 0}) 


—lim PI(E| EI:,>E -27MVE}) > 


旬 [ 对 一 切 > 3 
P+(@i NG!) > 


然而 门 、(B1' ~ G1) 是 空 集 , 这 是 矛盾 ， 因 此 必 有 n>>m, 使 T% 是 
Hilbert-Sehmidt 型 算 子 ， 因 下 旬 是 核 空间 ， 庆 此 ， 
现在 对 数列 空间 写 出 类 似 于 定理 .3.5 的 部 分 精采 . 
E 例 .38:11 在 便 4.2.2 的 假 床下 ,又 设 1 志 9 所 2， 那 末 下 面 
两 件 事 等 价 : 
”J 玉里 留意 到 名 在 人 is 中 秋 密 以 及 引 理 II.1.6 后 的 注 ， 


D4 全 ansa 浏 座 z [L 芝 五 过 
(i) Saoo; 
(让 (PC{w}), 名) 上 看 在 美 于 如 所 不 变 的 有 限 测度 . 
又 在 外) 或 i) 的 条 件 下 ,有 
(ii) 如 省 为 和 中 肛 Borel 入 合体， 对 上 {fan 中) 上 每 个 正定 
回炉 范 数 了 ， 汉 有 \ 品 ， 证 上 唯一 的 调 庶 二 , 使 得 当 hE 时， 
fF = | emaPiG， 


[ 产 】 i， 由 例 4.2.9，{ 记 推出 (1)， 
2、 电 全 推介 ) :在 例 4.1.2 中 取 


Falt) 一 < 


作出 Ganss 测 麻 上 ， 显 然 绍 = 二 多。 jw) 是 关于 蕊 所 趟 变 的 、 然 
而 由 于 g<2, KCB, 因此 旭 关 于 到 也 是 拟 不 变 的 . 


本 | ~ (Son |E17 ?= 从， 利用 Levi 引 理 
容易 算出 : 
[$a im { Salé, lr dn) 


一 p> tre “Ef< 0, 


因此 EE IEi=o0}) 二 0. 也 就 是 说 ,ww(P(07)) 一 天 (全 | 全 
<oo)) =1 再 把 从 限制 到 (faj}) 上 就 得 到 我 们 所 要 的 测度 . 

8， 根据 定理 4.8. 工 由 (让) 推出 Ci， 
何 时 GD) 和 (等 价 骨 不 知道 
问题 ”对 于 当 包 和 日 是 基 类 的 西 个 可 析 Banach 空间 时 的 
情 疯 ,建立 类 人 嫌 于 定理 5:8:5 的 定理 . 


3 ”再 请 慰 准 Gauss 项 度 焉 阅 


我 们 现在 税 出 由 楼 性 扫 井 室 间 上 的 Gaussg 调 诬 构 灌 标 难 
Uauag 这 程 的 方法 . 


RE 


85.3] . 经 性 空 阐 上 的 Ganss 测度 295 

定理 5.3.7 裔 介 是 米 性 拓 盾 空间 ，01 是 它 的 共 朝 空间 而 且 
是 党 整 的 , 好 是 吕 中 的 弱 Borel 和 集 僵 体 所 成 的 o- 人 代数，S 二 (02， 
沿 , 入) 是 一 正则 概率 测度 空间 , 使 {7(*), 了 E01 是 S 上 的 Gauss 


”地 如 , 冤 数学 期 望 古 0, 记 宅 的 福 关 数 是 


[OUOLAO EA 


上 月 裔 当天 0 时 (六 >>0. 合 吾 是 中 适合 条 件 


ol = sop |f (om) |<% 


的 向 时 % 至 体 ， 那 末 吾 是 如 的 六 糙 于 空间 而 且 按 范 数 wl (显然 
这 个 范 数 fz| 是 由 内 积 导 出 的 ) 成 为 Hilbert 空间 ， 妈 六 关于 平移 
五 是 拟 不 变 拟 连 秆 的 . z 
如 果 五 及 在 @ 中 秽 害 ， 那 末 忆 然 存 在 01 按 内 积 (+,*) 就 范 
直 交 的 向 量 和 {f}, 它 具 有 和 如 下 性 质 : 当 和 E 五 肘 , 阁 训 
CA A (6:38.11) 
央 坊 按 众 (:), 入 E 卫 成 为 标准 的 Gauss 测度 空间 . / 
[证 】 家 和 EQ， 作 (0Q, 由) 上 的 测度 丰 ,: 当 A4E 姑 时， 
Ni(A)—N(A—N). 
应 用 定理 5-2-5, 并 合 Pi 一 ，Ps 一 态 ,，. 儿 是 QH 与 常数 画 数 的 


六 性 粗 合 会 体 ， 不 妨 设 co 一 2， 那 未 当 4, 5 是 常数 , f, gEQ1 时 ， 


wtf, d+9)1 abt+ (f, 9), 
a+f, bt9)s= | (Gtf (0)) (G+9 (0)) IN, (0) 


~ | L(+) +F C0)I L(+ 9) +9 (0)1aN Ce) 
= (G+f 0)) (+g) +0F, 9). 
落 六 :与 去 等 价 , 那 未 两 个 内 积 (8 站)1，(g， 溢 3 至 少 是 拓 盾 等 


价 的 。 因 此 存在 常数 的， 使 
9 玉生 的 般 数 煞 梧 以 奢 成 按 内 积 (P， 妆 ) 收 若 ， 双 可 以 看 成 有 郭 必 和 序列 几乎 处 处 


rp Ganse 测度 [第 王 带 


FAO, Pa ER, D1=EC, ND. 8.8.12) 
反之, 也 容易 诗 朋 若 人 8-142) 对 一 切 fE81 成 立 , 则 相应 于 定理 
65.2.5 中 的 嵌入 算 于 是 等 价 算 了 和子、 所 以 五 是 8 的 所 不 变 点 全 体 . 
显然 吾 是 中 的 线性 子 空 间 . 

任 取 01 中 的 完 条 就 范 直 交 有 条 {f,} ， 那 末 由 于 {fntw)} 是 要 
牵 测 度 空 间 8 上 相互 独 二 的 ,数学 期 绽 为 0, 方 着 为 1 的 Gauss 变 
量 , 又 {fi(@)} 是 (0Q, 加 ,入 ,) 上 数学 期 户 为 (3) ,方差 为 1 的 相 
互 独立 的 Gauss 变量 ,根据 (5-1: 了 1), 知道 入 与 入 ,的 Kakutani 
内 积 是 / 


p(N, Ns) —e SY (5.8.18) 
然而 由 Parseval 等 式 容易 证明 
[2 = 0) 13, (5.3.14) 


因此 直人 4. 和 ， (4:D 和 (5.8.18)， 
Ha 一 邹 (Le ) ， 
所 中 六 关于 平移 有 是 拟 速 秆 的 、 下 定理 和 3, 五 续 拟 下 离 
RD 一 2(| 2- (1—e PM gs 


(做 见 人 入: 工 : 扫 ) 成 为 洛 备 的 糖 性 所 距离 空间 ., 容易 看 出 这 个 瑟 以 ) 
导出 的 拓 盾 与 | 辟 出 的 拓 持 一 长。 因此 推出 吾 按 | 和 | 的 完备 性 ， 
根据 定理 4.1:8, 五 上 出 上 11 导出 的 ( 郎 由 RG) 导出 的 ) 拓 扑 
强 于 如 在 吾 上 的 相对 邱 扑 .。 对 每 个 了 E81， 我们 把 了 限制 在 瑟 
上 得 到 一 个 活 画 六 , 这 是 及 上 的 秋 性 连 秆 活 瑞 , 朗 
f= 
是 Qi 到 吾 + 中 的 映照 。 如 果 五 在 0 中 悉 密 ， 那 未 这 个 映照 丸 是 
音调 的 .我 们 把 了 与 产 一 致 化 ,这 样 就 把 81 戏 大 五 +， 名 
QtoHT 
由 于 QiCG2, 而 生 显 然 ， 人 RE 按 内 积 (p， 9, 由 EG 是 完 
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备 的 ， 侣 总 是 和 在 6 中 的 外, 那 末 护 按 内 各 18， 有 是 完备 的 ， 
由 于 {#7} 基 21 中 的 按 内 积 (w, 由 ) 的 完备 就 范 直 交 系 ， 效 对 每 个 
入 EB, 由 (3-8:14) ,0 上 之 coo， 利用 Riesz-Tiseher 定理 看 
G3 中 元 素 , 记 之 为 和 (*), 使 得 个 8.11) 成 站 ， 这 时 对 性 何 y€E 瑟 ， 
起 于 大 人) 生生， 

和 (十 拉 一 和 (oo FF EFF DA) + Cy A. (6:3.15) 
由 于 入 (|WEH}>0Q1, 它 是 访 上 的 决定 集 ， 因 此 由 (658.185) 可 
及 知道 长 ( | 和 五 上 就 是 标 意 Gauss 和 过程， 

[ 例 5.8:2] 考察 Wiener 这 程 的 博 泌 . 下 面 我 们 利用 例 
6-.1.2 的 记号 . 


设 介 是 0o[0, 1] 按 范 数 |! 一 max|s tb) | 所 成 的 多 竹 虐 范 空 
间 ， 发 of0, 1] 是 满足 条 件 f(1) 0 的 天 方 束 炉 有 界 变 差 西数 
全 体 接 范 数 1f|- Y (六 (f 在 [0, 习 上 的 全 变 差 ) 所 成 的 粮 性 赋 范 
空间 .对 每 个 aEVof0, 11, 作 CGo[0, 1] 上 芍 区 性 省 图 
Fw =| st) da (5-8-16) 
那 末 容 易 证 明 a-> 了 Fs 是 站 o[0, 11 到 021 的 同 构 映照 。 利 用 交 摘 积 
分 顺序 的 上 upini 定理 及 (8:1.23) 知 道 , 当 a, BE Vo[0, 1] 时 ， 
(Fo, Fa) —|, Fale) Fo lw) dW (e) 


-全 人 min 人 sada) d8(s) 

-全 | a BO dE 
记 上 式 右边 除 以 亏 后 的 数 为 (a, 8) . 因此 这 时 定理 5.8.7 中 的 五 
是 Go[0, 414] 中 适合 条 性 


ol = gop, 
"im jl 


的 丽 数 2 至 体 , 容易 瞧 证 条 件 人 6-3.17) 等 价 于 2 是 [0, 1] 上 的 全 


| 2 da <= (B817) 


2 Gauss 油 诬 [ 笃 五 章 
连续 阔 数 ,而且 


EA v1' (2 0 < 00. 


因此 五 中 内 积 为 
,= | wy OR, wyEH. 
对 每 个 4EVol0, 41, 当 %€ 玉 时 对 (5.8.16) 进 行 分 部 积分 得 到 
机 (o = | gb) (Ndi ~ (人 a (8)ds, oh)， 
因此 当 AEH 且 和 EVof0, 了 时， | 
(0) =| (Oar) -fx Car 全 二 .8.18) 


性 取 五 中 一 烈 完 备 就 范 直 交 向 量 柔 从 :} 且 和 有 Fo10, 1] ， 草 由 


Me) 2| hd) MO G3.19) 


此 后 仍然 形式 地 把 入 (%) 认 成 申 '8.18)。， 总 精 起 来 得 知 

系 5.8.8 Wiener 测度 空间 W' 关于 Co[0, 1] 中 下 进 炉 性 
子 空 间 4 的 平移 是 拟 不 变 的 ,这 里 4 是 Co[o, 1] 中 全 天 炉 且 
和 四 EI2[0, 本 的 画 数 叉 笃 体 , 双 信人:), 入 EA} 为 标准 Ganuss 过 
程 ,其 中 他 ) 的 形式 见 虽 8-19)。 特别 当 EH 有 入 EVVo[9, 1 
时 , (6B:8:18) 成 立 . 

最 后 我 们 再 说 明 标 准 Gauss 测 庶 空间 的 珠 历 性 ， 

定理 5.3.9 设 妨 = (0, 旭 , 入 ) 是 相应 于 瑟 的 标准 Gauss 测 
度 室 间 , 旧 5 关于 总 是 台历 的 . 

【证 】 海 了 方便 起 见 , 训 二 是 可 析 的 . 作 瑟 中 完备 就 范 直 
交 且 {zw} ， 作 肌 到 实数 列 全 体 所 成 的 空间 1 中 的 跨 照 

U: w= {r,s 0) ,0}, 


也 总 一 DO, 容易 看 出 DEE， 作 1 上 的 Gauss 测度 入 使 得 j， 


5 和] : Fourier-Qausg 容 揽 号 9 
办 一 二 2 人 一 从 直 E 斑 是 他 由。 入) 上 相互 独立 的 Gauss 变量 且 
数学 期 望 为 0, 方 着 为 5 


由 于 世人 (o)， 2E 五 是 后 上 的 次 定 集 ,容易 永明 对 每 个 吾 E 妈 ， 
必 有 再 所 中,, 使 得 六 与 -党 只 相 盖 一 困 - 需 集 , 而 且 容 易 证 明 
/ NF) -HD. (6 .8.20) 
车 五 E 员 是 的 不 变 第 , 部 对 每 个 sEH, NWN(BN(B+2)) 一 0, 则 
由 (5.3.20) 易 知 让 (至 \ (名 + 上) 一 0 因此 计 也 是 所 不 变 集 ， 
根据 定理 8.1.82, (1 见 。， 译 ) 关于 斑 是 泌 历 的 ,所 以 彰 ( 伏 =0 或 
章 ( 部 = 邹 得 站 (本 =0 或 克 ( 盏 ) =1， 部 人 关于 的 是 源 历 的 . 
证 毕 . 


$ 与: 和 Fourier-Gause 变换 : 


下 面 我 们 考察 建立 在 Gauss 测度 基础 上 的 Ja-Fonrier 变换 
理 坎 ， 我 们 仅 需 把 $8- 4 和 84.8 第 5 段 所 悦 计 的 一 般 理 坦 具 体 
化 就 行 了 ; 

在 下 面 的 -一些 引 理 和 定理 中 都 假发 吾 为 可 析 的 实 Hilbert 
空间 ， 避 = (2, 男 ，Wo) 是 以 6 为 参数 的 标准 Gauss 测度 空间 ， 
frfo， za 牌 再 } 是 其 上 标准 Gauag 进程; 以 后 不 再 一 一 交代 . 

引 玲 5.4-1 到 ae 为 (@2, 3) 上 的 概率 测度 : Na(B) 一 WC 
用， BEE, hEH, 提示 . 

: de din, o€0. (64D 

事 灾 上, 5-4- 了 就 是 5.3.2)， 

. 引 理 5.4-2 标准 Gauss 测度 空间 (8, 员 , Ww) 是 关于 五 的 
(一 般 ) 强 循 环 测度 宏 间 而 且 以 1 为 循环 元 又 它 的 伴随 甸 数 是 


ge (5.4.2) 
【 胜 】 合 五 :为 IX5) 中 对 一 切 算 季 雪 (6) | 有 E 到 ( 尼 88 
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不 变 而 和 且 包 含 1 的 最 小 开矿 竹子 空间 .利用 引 理 B'4:1, 于 1 包含 
一 切 画 数 


| V Sp PT- er MY [5.4 8) 


邻 证 了 1 一 (9, 见 , 六 o .不 妨 设 c=1， 任 取向 ,…, fnE 量 ， 
A) 二 BL， 一 了 了，2， 下， Wn 先 证 明 对 于 盖 蕉 空间 上 任何 有 
界 连 种 丽 数 p (tt,，-…, 机 ) ， 有 
: po， oo) 五 1， (GB:4.4) 

由 于 加 (3),-…, (+) 是 Gauss 变量 ,它们 的 数学 期 望 是 0， 
相关 数 是 疝 ,， 我 们 知道 Baire 画 烙 事 [ 厕 ，…, 引 合 由 (0)，*， 
Rio 四 ES 的 充 要 条 件 是 


中 1 入 ss 和 os 和 一 一 一 a 
Eg | We ,en dt lt, 


= fp (0,10, ba (dN, (0) <o%0, (5.4. 且 


这 种 夯 数 的 全 体 记 做 4， 它 接 上 式 定义 的 范 数 || 成 为 Hilbert 
空间 (其 中 内 积 的 意义 委 明 ). 他 B= {EA, 更 人 oo 
A ) 全 如 中, 显然 如 是 4 的 燃 性 于 空间 ， 由 于 
(bh, = ,ae)), 9 a) ,ee, a))), 

z (B:4.B™) 
Br 以 上 B 又 是 4 的 艇 子 空间 ， 今 证 BB 一 4， 不 然 的 话 ， 有 bE 4， 
oO0, volLB, 然而 图 数 UQy 二 二 A 了 EH 一 之 入， 
00, 所 以 夯 数 

wt, ) tf) =e tt BP. 
朗 得 
z i [ero tg (kh, ,Fe tlt, 

= (¥, Ho) 一 小 《5.4.6) 

由 于 对 一 切 正 数 mn，… fm， 而 数 e+ 和 4 ， 窜 易 看 出 当 


和 Fonrier-4ane 亦 搞 B01 
hi， hy 是 复 图 数 时 , 画 数 
FA r+, han) -| G7 (#1, ‘+, 下 


有 宵 定 间 义 而 和 且 是 加,…， Mr 的 整 画 数 , 由 全 .4 的 知道 整 夯 数 克 
年 等 于 特别 取 A én, 一 0 之 之 00, 就 知道 酮 数 
tt 二 + (£21, se , 

的 fourier 变换 为 0， 因此 t=0， 这 是 小 盾 所 以 有 4~ 吕 ,因而 
(5B.4:4) 成 并 . 

会 多 是 一 和 茹 形 如 gp Gar() ,…', 有 (9)) 的 画 数 全 体 , 其 中 是 
有 界 连 茂 冰 数 ,， 巡 mW 0， 二， 地 可 以 变 间 .显然 富 是 一 个 民 
数 , 而 且 由 于 {Bt@) | 有 EE 入 } 是 决定 集 , 加 更 是 决定 集 ， 根 据 引 理 
1:1:8, 轩 在 (82) 中 稠密 。 的 而 由 (68: 和 :4), 为 扎 吾 1, 所 以 1 
在 避 (32) 中 稠密 .由 豆 : 的 队 性 , Hi 一 上 (S91). 

所 以 8, 是 关于 互 强 循 环 的 而 县 以 工 为 循环 元 . 又 由 6:4'3) 
得 到 


0 DJ 刘 ao 


1 
wh 由} fe ave 
本 学 


我 们 注意 9 在握 糖 性 泛 丙 空间 二 = 仿 {w) |E 五 } 的 特征 画 

涩 十 z / 
Po ly) -| eg No (mw) 
= ed ~EB. (5B.4.7) 

由 6-4.:2) 和 (人 8:4.7) ,在 五 到 在 的 同 构 上 映照 

T:h—>h() 
下 得 到 / 
vb (A) — pT), CH. 
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部 Gauss 测度 空间 (2, 四 ，W。) 的 伟 随 酌 数 与 (0, 出, 不 切 的 特征 
酚 数 一 致 ， 根据 定理 3.4.14, 我 们 有 

定理 5.4.3 Gauss 测度 空间 (0, 8, NW3 是 (9, 罗 ， 闻 0) 的 
对 惕 测度 空间 . 和 加 

定义 5.4.1 包 相 应 于 循环 元 的 由 严 (2, 刚 , NO) 到 信 (9， 
地 人 的 Fourier 变换 六 下 称 之 为 Fourier-Gauss 村 搞 . 

现在 我 们 来 研究 LI*(Q, 加, 入。) 中 夯 数 沟 过 Fourier-Glauss 变 
换 的 情形 ， | / 

根据 引 理 5 4 “2 知道 ， 形 如 

eM jEH 

的 画 数 的 乞 性 硼 合 公 体 在 iz(0, 好 ,六 中 稠密 ， 于 是 我 们 只 要 淆 
定 出 画 数 Foe) ,就 可 以 决定 出 算 子 也 

引 理 5.4.:4 其 有 hE 玉 , 则 


Fle 3 >, (a) = 纹 (0) 二 地 一 (了 z 
= [ee ay, (wy). (65.4.8) 


【十 】 根据 到 ,的 定义 ( 尾 15.4.3) , (3.4.48)) 有 
CE 人 有 + 二) 一 et 


所 以 


go my 了 
站 


fe ~ Nalw) = 了 1 
这 就 得 到 (B.:44- .8). 证 些 . 
我 们 再 写 出 后 面 有 用 的 对 多 项 式 证 男 的 Fourier 变 挽 公式. 
定理 :4-5 任 取 儿 项 式 瑟 ( 丙 页) 及 拉 ， 加 震 五， 则 
多 项 式 还 画 已 Ga 人 人 E2400, 妈 ,下 而且 


再 由 于 ji(o) 是 Ganss 变量 ， 其 数学 期 望 为 0， 方 差 为 (js 有 ， 
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下 oO， 
一 | Pv Eg (oD) ticog (em), ,MD go) + iogs (wm)) dNAw). 
z (B:4.9) 
又 上 述 类 型 的 多 项 式 泛 男 全 体 在 (9, 轩 ，Ne) 中 稀 密 . 


[证 】 任 取 gE€ 豆 ， 不妨 说 (9, ) =1. 对 于 任何 非 员 整数 
mm, 由 于 各 EA4( 见 引 理 5.4-2 的 证 盟 )， 所 以 g"(:) € 了 (0; 入 ， 


WW,) ,而 且 对 任何 实数 入 , 丽 数列 六 (wo) = > (2) (0) ,n=l 


2，…，, 按 (0, 芭 ， Wo) 的 范 数 收 钱 于 e*"”， 事 实 上 ,这 由 


。 1 ”| #2] 
tm | | SG) -| ee- 
及 5-4- 号 走 朗 可 知 , 因 此 由 于 7。 为 粮 性 有 界 算 了 于, 从 (54.7) 
得 到 
SE) Fg ()) 0) = P(e") (0) 
加 | Bet riegde) Nan) 

-Se) Vas) Ane), 

比较 jz 的 系数 得 知 (5.4.9) 对 于 形 如 (+)" 的 泛 国 成 立 , 当 g, 


gn 蕊 如 时 ,他 上 一 开 十 下 十 和 gn 出 
ym)” = 2 _ A hg 人 0 Lo (6.4.10) 


B P(g(0)) = g(a)” , 代 天 (5.4.9) ,着 比 边 往 : -io 的 系数 序 知 
(5.4.9) 在 了 是 单项 式 情况 下 成 立 , 因 而 对 一 切 多 项 式 卫 成立. 又 
自 上 所 小 , ,gEH， 可 由 多 项 式 江面 在 I2(0, 区 , Wo) 中 到 


近 ， 而 由 引 | 理 5:4,2， 形 如 6 EE 的 面 数 的 名 性 粗 合 仗 体 在 L 的 9 
中 稿 害 ,所 灸 多项式 证 夯 全 体 在 (So) 中 向 密 . 蔷 毕 ， 
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下 面 给 出 另 一 种 霄 示 的 方法 
我 俩 现在 个 疡 ( 人 起 是 多 次 的 Hermite 和 多项式 


bal) ~ ("er Fe), n=l, 2, 和 人 的 二 1， 全 .4 革 ) 
那 示 可 所 周知 ， 
[a (D halter d=2ml VE ms mh, R=0, 1, 2, 
(6.4.12) 


而 且 而 数 采 {e-*/3h, (六 }, wn 一 0, 1, 2,… 租 启 I2( 一 co, oo) 中 完备 


雪 交 条 ,对 任何 复数 和 , 当 # 在 任何 一 个 有 界 集中 变化 时 ,一致 地 
不 立 着 


eS 人 和 一 人 Gt (6.4.18) 


事实 上 , 由 Taylor 展开 式 , 从 人 -4 十) 立即 推出 全.4.18)， 然 而 
出 于 (5: 生 .12) ; 当 Te, WT OO 肝 ， 


| 人 一 2) Vw->0, (5.4.14) 


所 成 (5.4.18) 左 边 在 (一 oo, co) 中 收 敏 于 右边 . 

对 于 任何 正 整 数 m%， 向 包 雁 实 空间 已 中 向 量 汪 一 (oa tn)， 
时 一 010) 的 内 积 为 (2) 一 Ds, 叉 记 du 一 4 dns. 衣 
二 (1 in) 是 一 租 非 肌 巩 数 ，c 为 参数 ， 计 1 为 页 1 如 1， 
| 二 十 … 十 如 。 导 


ax (u; 0) 一 Ei -ji 2) fog (Se). (5.4.15) 


由 于 油 4:12)， 
0， 当 五 闻 下 


ds fm; C) hr (Ww: oe cu 一 6:4:16) 


1， 当 天 一 有 


根据 (5.4:5) 和 (5.4.16) ， 任 取 互 中 的 一 租 就 范 直 交际 {9,,v 


Tm ee ee en 
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I {9}; 0) = hr (Gi CO), (ie 
为 非 有 整数 硼 ，m 一 二 2, …} [54.17) 
万 成 ?2(Q, 妈 , Wo) 的 就 范 赴 交 秒 . 
定义 5.4.:2 称 而 数 系 3o(fgoj; 0) 为 (50) 中 (相应 19,}) 
的 Hermite 多 项 式 证 画 系 , 当 {g} 是 互 中 完备 就 范 讼 交 系 时 , 治 
于 了 EI2(S,)。 称 / : 
人 
为 画 数 了 的 (相应 于 {i} 的 ,指标 为 丰 ,…… 的) Fourier-Hermite 
系数 . 
引 理 5.4.6 设 {g,} 是 吾 中 的 完备 就 范 坦 交 系 ， 则 梢 应 的 
Hermite 巍 项 式 证 画 孙 全.4.17) 想 成 7(Q, 男 , Wo) 中 的 完备 就 
范 直 交 系 ,而且 车 记 久 = Ch， …， 和) , 划 
CO AGHIG 
= A (gs (oh 一) (5B- 4-18) 
[三 】 由 于 多 项 式 必 是 Hermite 多 项 式 的 殉 性 粗 合 ， 由 引 理 
5.4.5 立 朗 知道 2 ({9,}; 0) 的 线性 棚 合 至 体 在 I (9, 轴 ， Wo) 中 
稠密 ,因此 2 ({9,}; 0) 是 完备 的 . 
性 取 实 数 租 知 ，…, hy, 根据 全 ,4.57 , (5.4.8) 及 (5.4.13) 立 
部 得 到 : : 
5 VF Fahalgi(e), ee go); 0)) 人 
(SY *) 
A 
~ Folex 


p 记 | vv) -| (co) 一 如 点 A 


Code (eo); Do 
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比较 上 式 两 边 Mr 的 系数 就 得 到 (54.18)， / 
根据 引 理 5.4.6, 对 每 个 AE I?(S), 成 立 着 直 交 展开 式 
Fo) oa; OB), grt) 10),. BO'4.19) 
由 于 加 是 [2(So) 到 L*(S1) 的 西 上 映照 , 从 5.4.18) 及 (5.4.19) 
得 到 / 
定理 8:4:7 让 fEL2(0, 治 ,， 六 ,) ,到 | 
FA Co) 


~ Bolf; oh (gro), es ol); ) OD)", (6.4.20) 
此 地 {4w} 是 法 丽 的 Fourier-Hermite 系数 . - 


系 BD:4:8 Li 了 (0, 3, No) 到 (2， 8, 下 1) 的 Fourier 变换 
了 5 的 揽 亦 换 5 ! 是 如 下 的 上 映照: 


Bei(g)— FD, gEIS). 全 .424) 
【 族 】 由 者:4:20) , 当 了 EL2(S0) 时 ， 
oa PoP; =m EM, 5.4.22) 


在 5"4-22) 中 以 了 (了 ) =g 代 大 得 济 


lg; 3) -olFe!() : 0 (2 ™, . {6.4.28) 


又 在 (5-4.22) 中 易 。 为 二 , f 为 引得 到 
PDI Oa LD (6-4.24) 
在 (5-4.24) 两 边 取 共 得 变数 ,注意 到 ox (8; 上) an (q; 二) 以 及 


(5.4.28) ,我 们 得 到 oe(Vi1 (9);0) 一 or (了 1 (4) ; 0) ,再 由 (5-4.19) 
得 莘 (5-4.21)， 州 毕 . 

下 面 我 们 特别 考察 Wiener 测度 的 情况 ， 

[ 仿 5.4.1] 仍 党 用例 5.1.8 和 例 5.8.2 中 的 本 号, 为 方便 起 
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史 ， 我 们 只 考察 相关 夯 数 为 于 min (3, 让 的 情况 ,这 时 WY 是 ' 世 上 
的 对 偶 . 任 取 I2[0, 1 中 完备 的 、 按 内 积 

(op, PD = jr De | 
就 范 直 交 的 有 界 变 差 画 数 系 {ow}, 且 设 owl1) 一 0, 作 0O6[0, 1] 上 


”的 话 图 


gn(%) ={ a des), 


那 末 这 就 是 相应 的 五 中 的 完备 就 范 直 交 图 数 节 .这 时 Hermite 多 
项 武 泛 画 采 戌 为 


{A | (Dd (BY), fa (as 四 ; 1)|#= (有 
b>0, nl, 2, | : 


我 们 自然 包 可 以 考察 多 重 Wiener 测度 和 相应 的 Fourier- 
Gauss 变换 ,然而 精 果 是 完全 类 微 的 , 诸 者 可 以 自行 作出 . 


第 六 音 ”Bose-Einstein 场 交换 
关 么 的 表示 


正如 第 三 章 中 所 指出 的 所 不 变 油 度 的 玉 源 之 一 是 量子 刀 论 中 


(更 兢 姥 地 说 是 Bose 和子 的 场 一 一 Bose-linatein 上 电 ) 变换 关系 的 表 
示 . 我 们 在 这 一 章 中 就 指出 所 不 变 测度 理论 与 Bose-Einstein 声 
的 联系 。 为 了 便于 化 洪 了 解 雹 限 个 自由 度 的 情况 ， 我 们 在 $6-1 
中 寺 就 量子 力学 (有 限 个 自由 诬 的 情 现 ) 群 秋装 答 变换 关系 的 表 
示 . 廊 者 把 $6.1 中 情况 与 $6-2, $6.3 的 相应 情况 比较 ,就 会 发 
现 无 限 稚 情况 下 的 困难 ， 这 也 是 量子 场 葵 中 数学 的 图 难 的 征 芋 所 


在 . 在 8 6.2 中 我 们 时 花 了 较 一 般 的 情况 ,而 在 $ 6-3 中 研究 一 类 


较 具 体 的 才 示 , 霸 指 出 它 和 Ganss 测度 等 的 联系 . 

量 后 我 们 再 属 一 下 ,虽然 这 一 章 中 只 考察 了 交换 关系 的 表示 ， 
然而 拟 不 变 测度 的 调和 分 析 焰 不 仅 是 为 了 变换 关系 的 表示 ， 对 于 
相互 作用 旭 方 程 等 的 桂花 留 待 以 后 进行 . 


§ 8.1 量子 力学 中 交换 关系 的 表示 


1” 变换 关系 袁 示 的 基本 性 质 
在 有 具有 一 个 自由 度 的 量 于 力学 系 鞠 的 考察 中 ， 需 要 研究 满足 
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下 述 关 系 的 算 于 ,9 / z 
Po — dp™1, (86-1.1) 
此 地 工 为 彰 位 算 子 ， 我们 首先 往 意 这 种 算 子 不 可 能 是 有 和田 的 . 事 
实 上 ,有 如 下 的 z 

定理 6.:1-1 座 且 是 一 Banach 空间 ， 旭 在 如 上 不 存在 适合 
(8. 的 有 界 粮 性 算 子 2, 9, : 

【 讨 】 证 号 上 的 有 界 算 子 p, 了 适合 条 件 (6:1:1)， 对 吾 
上 的 任何 有 鼻 算 子 五 , 训 B'~ Bg 一 gB, B"=(BD)',:…,B" 
《Bm 0)"',-…, 那 末 P' = 了 , Pp" 一 0， 令 证 \ 

(Pp ) "=—nlI, (6.1.21 
由 于 《4B)' 一 8 十 4B', 因此 有 类 但 于 求 微 毅 运算 的 Newton- 
Leibnitz 公式 


(AB)m— > ot AW Be : (6.1.8) 


当 n 一 1 和 肝 , (6:1:2) 显 然 成 立 ， 信 设 对 于 % 一 I，{6:1:2) 成 立 ， 由 
于 加 一 pr, 在 (6:1-8) 中 以 4 一 p"!, 一 p 代 入 ,利用 p'" 一 0 得 
| (6.1.2). : 
时 然 有 121 1B1。 因 此 由 《6.1: 允 得 到 
"1 < Qlgl)" lp Se ‘(6.1.4) 
但 是 lim <22l gi)* 0 因此 (6.1.4) 不 能 碾 立 ,这 是 饿 盾 , 所 下 


不 能 存在 泗 尼 条 件 (6 .1.1) 的 有 界 算 子 . 证 毕 . 
”下 面 我 们 考察 p; 4 限制 为 Hilbert 空间 中 泡 界 算 子 的 情况 ， 

因为 在 量子 力学 中 实际 用 到 的 是 Hilbert 空间 ,并且 是 9 为 自 

共 辆 算 于 而 且 满 足 关系 


lplloD): 


op 一 pg 一 证 (6-1-) 

的 情 玩 ， 这 个 关 陈 和 和 (6:1. 是 相仿 的 ,事实 上 ,只 要 在 愉 ， 11:1) 中 
茵 8 为 一 了 好 本. 

”根据 定理 6-1"1，(6.1. 同 中 的 p, 9 不 能 是 有 界 算 于 ,但 是 对 
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于 无 界 算 子 ， 6, 半 :B 的 正确 写法 应 当 是 
gp— pci, .1L:6) 
这 里 算 了 于 4 性 B 表示 4 的 定义 域名 4 包含 在 8B 的 定义 城 芒 a 中 发 
在 号 s 中 稿 害 , 而 且 对 4 前 定 站 域 中 的 ss 有 A8 一 上 Bx. 
我 们 注 痊 , 若 ?是 Hilbert 室 疝 H 中 的 自 站 声 算 于 ,4BB,, 一 
入 过 oo} 是 算 子 jp 的 订 陀 , 即 


p=—|- Md EB, 


作 西 算 子 群 {U (中 ;一 to0}， 
v0 ean, 
这 时 世人 一 67 
”定理 6.1-2 家 p, 4 是 Hilbert 空间 中 自 共 顿 算 子 , 那 末 关 系 
式 (6-1.6) 与 关系 式 | 
z | intetas 一 2 ”06 ， 一 ea < < 

作价 - 

击 于 这 个 定理 旋 盟 所 用 的 方法 与 本 书 关系 较 少 丽 且 双 要 费 一 


些 篇 申 ， 所 及 在 此 共 略 . 但 是 ,今后 此 是 涉及 交换 关系 都 把 它 表 示 
成 定理 8 6 中 的 形式 ,这 样 可 各 更 无 界 算 于 的 嘛 烦 


2 有 限 不 自 册 庆 的 量 手 力学 体 天 


,， . 山 豆 是 Hiibert 空间 ,条 Pr; 本 ;证 寺中 癌 个 日 

泛 幅 算 子 而 且 满足 如 下 的 交换 关系 : py, …， Ps 是 彼此 交换 的 ， 
ga …; gs 是 彼此 交换 的 ,又 当 岂 夫 Vv 时 各 与 ge 变 狗 而 

: dP Pp, 

过 时 称 {Dp,} ，{gy} 满 足 Heisenperg 变换 关 条 ,或 是 瑶 "5 区 ， 

一 ce< 和 soo 灌 足 吉 下 的 机 ey] 交换 关系 , 即 {6 中 是 扯 王 交 挤 

的 ,{ 扣 地 是 百 相 迹 换 的 ,而 当 疡 反 有 时，ee 与 6 交换 ,另外 ， 
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OtPrivginrs> 一 otistmgiargipsts 
我 们 下 面 用 一 个 静 人 简单 的 形式 叙述 这 种 交换 关系 ， | 
合 BB, 表示 %n 稚 实 向 重 空 间 ,其 中 向 量 写 为 = (全 二， 蒋 
在 有 B， 中 定义 内 积 他 习 如 下 : sm 人 时， 


(#, 8) = = 3 hs, 


作 以 吾 中 商量 为 参数 的 西 算 于 族 刀 的 ,了 全 如 下 
当 #t 一 ( 丰 ， …， 直 了 肝 ， 全 匠人 的 一 ee ee (6:17) 
当 8 二 880) 轩 ,分 玉 (8) 一 (6:1.8) 
容易 证 明 ，{p.}) 与 {9s} 满足 Weyl 交换 关系 的 充 要 条 忻 是 {U 二 ， 
人 BR} 与 {VY (8), sEB 中 分 别 都 是 加 法 拓 提 群 五 。 “在 五 中 的 弱 加 和 
西 霄 示 ,而且 
UY (9) 一 et 人 及 GT 的， | :1.9) 
今后 我 们 简称 {U0 (9) ,六 ; 4， ER} 为 交换 关系 卫 和 各 本 示 
我 们 也 可 以 用 群 的 丁 交 示 求 霄 述 Weyl 交换 关 深 .  :， 
作 群 工 , 如 下 : 了 ,中 元 泰 是 形 各 他 ,9 由 ， 好 ， yeR. aEO,; 
0 是 移 对 值 为 1 的 复 教 至 性 ,规定 乘法 / " 
z (2, 区 (和 一 人 十 六 YY ae NW) 
显然 刀 , 成 为 一 税 ， 在 杞 , 及 CO 中 引进 欧 几 里 得 铝 打 ， 我 们 把 工 ' 
罩 成 拓 井 空间 Bx Rx0 的 子 空间 , 那 末 工 , 双 是 一 个 拓扑 室 间 ， 
T, 接 这 个 拓扑 及 群 的 运算 或 为 拓扑 人 群 .事实 上 ,还 是 nm 十 1 杂 Lie 
群 . 
我 们 考察 拓扑 群 了 在 Hilbert 室 间 五 中 能 连 专 的 本 表示 
中 。 如 果 多 又 洞 走 条 件 
TO, 0, @) =al, 
浅 里 工 为 恒 等 算 子 , 作 
Vn -TT(0,y,1, Ut) ~ — "(2, 0， 二 ) ， 
屠 示 容易 算出 (WW), TE Bs, th (Y), YE 如 } 是 及 ,在 五 中 能 巡 
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粮 西 溢 示 ,满足 交换 基肥 (6:1: 引 。， 反 之, 任 取 BB, 在 二 中 的 两 个 
弱 连 十 西 表 示 {U (2), xER,}, {VY (9)， vER), 如 果 它 们 满足 交 
换 闫 了 系 (6'14.9) , 那 末 作 
Ts, yy 0) =aU CFA 

它 必 是 忆 在 五 中 的 能 回炉 的 本 表示 ,而 且 开 人 0, oa) 一 al. 

我 们 现在 举 出 江 足 Weyl] 交换 关系 的 百 算 子 群 {0(D}， 证 (8 计 
的 重要 网 ， 

屋 也 3( 玉 是 吾 , 上 上 且 Lebesgue 可 测 的 平方 可 积 画 数 全 位 所 

成 的 入 竹 尝 症 ， ' 当 六 gE Ce) 时 ,全 


(Ff, = | 7gdw， 


对 任何 t, 8 已, 作 (CB,) 中 的 丁 算 于 UotD 和 ol8) 如 下 : 
i (UolB)f) (5) =e ™f (w), 
《Fo (sf ) (¥) = (8), 
容易 算出 {D6 ， tE NR} {V's), s€ RB,} 都 是 交换 西 算 子 客 而 且 
适合 关系 但: 二)， 称 这 个 {00( 旭 ,ol8),t.3 忆 上 为 交换 关系 的 
Noehridinmnpger 和 示 或 称 窒 习 起 Behrddinger 篇 子 . 

我 们 还 可 以 把 Weyl 交换 关系 用 Yon Neumann 的 形 关 表述 
如 下 : 合 Du 为 入 准 复 向 量 空间 ,在 Cu 上 规定 内 积 (z, 的 如 下 : 当 
gm (KH3, 2 2) 有 (2 各) = 

EO AOPE $s 到} 是 一 族 西 算 子 ， 作 

W (+ 弘一 UOV et 人 C6.1.10) 

容易 枉 明 { 从， (8), tsE Rj} 满足 Weyl 交换 关系 的 充 要 条 件 
是 {VY (2)， zB} 满 足 如 下 的 交换 关系 : 

W (Wa) 6 Im" pp zt) (6-1.11) 


这 个 交换 关系 称 为 Von Neumann 式 的 变换 关系 ， 
定理 6.1.3 改 瑟 是 Hilbert 空间 , 太一 { 他 xzECyj 是 豆 
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中 的 西 算 子 族 , 满 是 交换 关系 (6.1.11) ,而且 玉 (关于 + 是 弱 连 
种 的 ， 那 末 存 在 二 中 的 一 族 互 相 直 交 的 关于 序 不 变 的 子 穴 间 族 
(Hs aE 从, 使 了 一半 图 HH 而且 WW 在 如 中西 等 价 子 Behri- 
dinpger 考 示 
【证 】 对 每 对 5, nmE 召 , 作 飞 条 性 活 莉 了 (, 0): 
= pr [ea or 的 和 az, (0.1.19 


这 里 dz 一 11 dw, dyy, 2= (v1 Fd, 幼 + yy) lz = VC%, ©). 


由 于 (本 (6, 让 是 zEOn 上 的 有 村 加 微机 散 ， 所 以 (6 "11.12) 的 积 
分 存在 责 且 


LE, DD |<elél nk, 
这 时 2 一 CT | dz=1. 由 于 (6.1:11), 有 WW (0* 一 仓 ( 一 2)， 


容易 证 明 工区， 9) 一 工种; 8) ， 所 以 有 自 共 天 的 有 和 界 交 性 算 子 
也 西 : 


z Lt{é, "7) = (PE, 7). (8:1.13) 
殷 证 明 当 ze CC 时 ， 
pW oPe rp [6.1.14) 


事实 上 , 当 #, 全 吾 时 ， 
(PW (2) PE, 1) =L (WW (2) PE, 9) 


-i 一 于 Je (W (a W (2) PE, da 


CD 


I Jr, TW 0) WW le) "yy) dz! 


ey {eerie (WW Cn Wm (2) WW (a)é, a Dr 


(6.1.15) 
利用 (6-:1: 生 ) 得 到 | 
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WI WW ee Dt py ot! 十 2 站 
在 忆 ， 1. “15) 中 作 变 数 代 换 1 一 2 十 2 ， za 一 % 十 2 二 和 ， 着 刊 和 考取 


1 je lla— —xa] t+ ee)— Se Ce 和 
(2 )" 


chshat eallsy 丰 工 | | Ct du, dv, 


dz 


4alat holt 各 
一 
. : 


这 里 (wi 二， 和 将 
算出 (6-15) 为 6 (PE, 从 ,因此 (6.1.19 成 立 . 

特别 , 在 (6.:1.i144) 中 念 2=0, 得 知 卫 为 投影 算 于 . 倒 冕 
PH,， 取 子 空间 咒 中 的 党 备 就 范 表 交 系 {ps， aH 分 吾 , 为 
玉 中 包 合 ps 的 、 对 一 切 于 (3), zE0, 不 变 的 .最 小 阴 子 空间 ， 沈 
证 明 总。 羡 w， oa'， 事实 上 ,由 于 Pope= po Ppw= pa， 利用 


《6.4.14) 我们 知道 ， 当 %,% 万, 时 ， 


ee 


《了 pasW ad yi) = (W 2) Pago, W (er ) Poa) 
一 (PW(~#)W (2) Pye, par) z 


tt mr : | 
—& 2 (PW (e—2) Pye, Par) 


1 wt | . ， 
m= 8 Fal “I Ye 0 (ga; per), : (6:1.18) 


因此 ， 当 a 时 邢 的 gs 上 邢 (z1) pw, 但 但 瑟 。 是 WW)pa, z EC 


的 贸 性 粗 合 的 包 , 因 此 鼠 o 上 如 < (axm)， 再 胜 名 Us 即 为 到， 


空间 ， 最 然 百 是 了 栈 份 ,2EG 的 不 变 子 空间 而 且 对 二名 . 因此 
HOS= 一 各- 也 是 入 (2)， 5 Cs 的 不 变 于 衬 半 ， 而 且 当 gq 全 乌 + 时 ， 
Pg 一 0, 车 包 r 尖 (0), 取 gES!, pz0. 琴 沟 证 (9 也 属于 全 +， 
所 以 (2) 一 0 由 是 对 一 切 zE06, 由 (6:1.:12)，(6.:1.18) 和 和 
(6.1. 7 了) 得 到 


El i ,ft 


L , 
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(PW 0) 9%, Wz) gy) 


1 —z eit, 地) ， 
-| B .i {Wp, Pi" =0. 


出 于 3 2， 2) = yy 一 ty » 此 地 z= (1 Ti "Uy Vn i ) 4 
# 一 (v1+ an, "ss 2 容易 看 出 2 个 变 元 2 ， 全 区 一 二 ， 全 
… 的 图 数 6 4! (本 (zyp，9) 的 Fourier 变换 为 雳 ， 因此 
Wg 一 0, 2EC， 特别 取 sw=0 序 得 p==0. 这 是 了 矛盾. 因 
此 卫 二 之 BDH,. 

现在 浪 守 到 {四 在 刁 。 上 的 变换 形式 、 记 璇 (2) ga 一 Vn,s, 那 未 
当 名 EO 时 ,由 (8:11) 和 (6:I.16) 得 着 : 


z 
LE (8.1.17) 


(gos, pea) ee (6. 1.18) 
我 们 在 (Bw 中 取 丙 数 ps EO 为 参数 ) 如 下 : 


一 去 lis+ 训 一重 9l 一 二 C2 区 


Pr) — , (6-1-19) 
这 里 ,全 启 ,, z= 十 记 , 那 末 ,容易 算出 和 应 于 Behridinger 算 
子 U0) 和 Vo( 引 的 邢 o(8 十 谭 ) 一 Uolw)Vo(y)e “适合 关 条 
Wols) gume 2 gy, (6.1.20) 
(gs, ge) 6 —4 a (6.1.21) 
又 必 五 。 习 | | LR,) 的 各 性 算 于 U, I 下: = Up sm ps, 且 利 用 共性 
把 Us。 延 拓 到 pos 2EO, 的 芒 性 粗 合 上 去， 根据 (6.1-18) 和 
(6.1.21), Us 是 等 矩 算 子 ， 双 因 go,o, YEO, 的 线性 租 合 在 五。 中 
箱 密 ,Us 唯一 地 延 拓 成 五 < 到 瑚 ( 忆 ,) 的 等 算 算 子 ， 民 显 而 易 锡 
{pe Eee 的 共性 和 组合 全 体 在 (i) 中 笛 管 . 因此 UU 是 西 算 
子 , 再 根据 人 .人 门 ，( 忆 村 20) ,容易 看 出 
UW (31 Ur 1 一 WW {2) _ 
这 就 是 现在 五。 土 变 换 关 陛 与 Sehridinger 表示 等 价 . 租 毕 . 


站 站 i mm oe nn 
[ee 四 
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设 {T (2) ,2zEBR,} 是 Hilbert 空间 互 中 的 酉 算 子 族 ， 满 足 交 
换 尖 系 (6.:1:11)， 如 果 在 五 中 未 存在 异 于 (0) 和 瑟 的 、 沁 一 切 
W (3) 不 变 的 阴 炉 性 子 实则 ， 基 称 { 人 HW (0) ,，zE Rs} 是 弃 较 的 .这 起 
就 是 说 群 P, ( 见 第 311 页 ) 在 五 上 的 弱 连 秆 四 表示 了 T 了 (Tl%, 9, 5) 
==aU (wg}T (四) 是 弃 先 的 . / 

定理 6.:41.4 也 (RN) 上 Behrddinger 表示 是 虐 科 的 . 

[证 】 朗 纲 和 (0) 是 Ta 人 Rs 的 开 粮 性子 空间 ， 而 且 关 于 一 切 
政 ( 乓 ,xzE 人 不 变 ， 粮 据 定 理 和 .13, 不 姑 届 到 (全 ，2ECe 企 逆 
上 的 限制 西 等 价 于 Behridinger 表示 ， 不 然 的 话 , 取 的 于 空间 
就 行 了 .根据 前 面 所 述 , 对 于 Schr6dinger 表示 ,存在 一 向 量 ? 使 
{Uo (we) wp | ER 的 粮 性 粗 合 全 体 在 全 安 辣 称 密 ,和 Behridinger 
未 示 酉 等 价 的 算 子 族 也 应 其 有 相同 的 性 质 . 所 以 在 只 中 存在 一 向 
量 十 , 使 {人 00 人 由 |w ER, 的 纺 性 租 合 全 体 在 忱 中 玩 审 ， 换 言 之 ， 
{ei ry) [sR 的 炮 性 租 合 全 体 在 骂 中 稠密 .全 加 一 世上 | 类 全 
*0} . 那 末 观 应 是 La (RB,) 中 在 百 外 为 0 的 一 切 画 数 全 体 Ls( 百 )， 
事实 上 , 由 上 所 述 , 旺 然 有 器 忆 L(tB). 车 中 了 LatB), 央 有 了 
EI)OMN, fF*O0, 因此 对 一 切 %E BRB， 


(oO 由 旋 -| ey FD du-0 


对 一 现 # 成立 ， 册 于 出 (WF(o) EB) ,所 以 籼 (2)f( 吧 在 BR, 上 
概 为 老 , 即 fg 在 吾 上 几乎 处 处 为 0 又 因 它 在 召 外 为 0, 得 知 
f 一 0, 这 征 了 矛盾 : 

然而 叶 一 Ls( 召 ) 对 一 切 V (9y), YS BB 是 不 实 的 ， 因 此 对 一 切 
yE Bs 由 (w 一 胃 在 百 和 几乎 处 处 为 0。 这 就 是 蓝 百 (加 十 切 为 
零 集 ， 因 此 巴 是 对 不 移 拟 不 变 的 集 ， 但 Lebesgue 测 庶 是 融 历 的 
( 见 定理 3.1.81)， 因而 如 或 是 零 集 或 与 防 相差 一 需 集 . 但 呐 
六 (0) ,因此 吾 丰 可 能 为 雾 集 ,只 可 能 杞 八 吾 为 雾 集 这样 就 就 明 
了 入 一 (BR)， 证 毕 。 
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从 定理 6:1.3 和 6:1.4 次 即 得 到 

陛 6.I.5P 坑 { 了 :5 是 羡 中 想 算 子 族 , 潇 足 变换 头条 
(6. 工 .TL) , 屠 末 五 必 可 以 分 解 成 一 族 丰 变 克 性 南 子 空间 吕 。 weE 
3[ 的 站 变 和 ,使 得 { 了 2 ，zEC 直 限制 在 总 。 中 时 为 曰 的 . 

陛 6.1.6 若 { 了 及), #0Od4 是 吾 中 丁 算 子 族 ,满足 交 摘 关系 
(G. 工 .11 而且 是 旋 鹊 的 , 那 末 话 必 丁 等 价 于 Bcbr6dinger 半 示 ， 

因此 交换 关 柔 的 蚂 罗 乔 示 , 在 容许 西 等 价 的 意义 下 是 唯一 的 

会 扫 为 {0 (2) ,2 人) |% ww 忆 闻 | 线 成 的 吾 上 的 台 溺 算 子 代 
数 . 称 对 为 (相应 于 五 的 ,名 个 自由 魔 的 ) 有 具 剧 Weyl 代数 ,这 个 
代数 依 匮 于 空间 吾 和 表示 { (2) ,六 (2 ) 2， 到 E 吉 ,然而 有 

引 理 8-1.7 疙 {U2) ,六 (Ww) zw 在 各 上 基 既 物 的 ， 
那 末 相应 的 具体 Weyl 代数 六 训 是 加 (如 ) (时 $2.3), 

[证 】 诊 Pe? 天 PEH 是 {U2) ,F222 CBR} 的 
不 变 子 空间 ,由 弃 轩 性 知道 号 =0 或 P=T， 即 = 从 了 TIX 六 数 }， 
扫 此 搁 == 叶 (H)， 诈 上 圭 . 

引 理 6.1.8 谢 五 是 了 Hilbert 空间 , p 是 好 (五 ) 到 男 { 五 ) 的 
对 称 同 构 上 映照 则 必 有 五 到 挟 上 的 本 算 子 口 , 使 得 对 一 切 4E 
好 ( 吾 )， 

vw A) =U AU (6.1-22) 

[证 】 和 妊 让 五 中 单位 向 量 专 , 作 授 影 算 了 Py: Pit= (他 £)#， 
EE 地， 我 们 和 注意， 车 卫 是 投影 算 子 , 期 由 于 g(P)* 一 pgp(P”) 
=p(P), pg (PP 一 gp(P") 一 g (P) ,所 以 glP) 也 是 投影 算 子 ， 反 
之 , 浅 (PY 是 投影 算 子 , 则 了 也 是 投影 算 子 ， 因 为 上 未 可 能 是 
两 个 不 为 零 的 投影 算 子 之 和 , 所 以 LPs 也 咎 可 能 是 两 个 投 是 算 
于 之 和 和 , 从而 9 (ti 号 也 是 一 蕉 容 间 .因此 有 单位 癌 量 YE 挟 俺 
pLPn 一 P， 记 

四 一 也; 
容易 车 证 是 相 算 子 ， 而 且 对 一 切 有 限 特 投影 算 子 4 (6. 工 :22) 
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成立， 出 于 性 何 投影 算 子 是 一 族 有 限 秩 投影 算 子 的 上 人 懈 界 ,， 双 因 
涯 4 时 p(B) 一 p(4) 一 gw 8 一 4 )”>0， 所 以 对 一 茹 投影 
算 子 4，{6.1.22) 成 立 ， 我 们 再 注意 , 对 一 切 4E 色 ( 瑟 ) ,4 的 谱 
”和 ww(4) 的 蕴 一 我 ,因此 
1Al=~vTAAI=~v od 一 (4 (6.1.23) 
在 16. 工 .22) 中 取 4 为 投影 算 子 的 多 性 租 合 再 到 极限 , 由 《6:128) 
知道 (6.1.22) 对 -- 切 自 共 坂 算 子 和 4 也 成 立 , 因 此 对 一 切 4E3(H)， 
(6.1.29) 记 立 ， 证 举 . 

引 理 6.1.9 褒 {fEo( 四 ,Fo(o)lz vw'E Rs} 是 也 (Rw) 上 的 
Sohr3dinger 尿 示 , 座 Y 是 叶 CCB)) 镁 轩 (CD(B)) 上 旦 对 称 同 构 
上 里 照 而 是 

外 (BE 一 区) 让 一 六 2 w' Es, 

| (6G.1.24) 


由 是 不 动 映 照 . 
[ 殴 】 根据 定理 8.1.4, 引 理 6.1.7 和 引进 6-1.8, 有 WE3 
(03(R,)), 使 得 对 一 切 4EDCR,), (822) 成 立 . 再 利用 
{6.1:234) 知道 UE{UolD), VV(w) |s, vB} = (RB))! 
一 人 II 为数 1， 因 此 可 一 AT 双 由 (6.1.22)，(6.1.24) ,显然 四 
是 不 动 映照 .证 霸 . . 
定理 6 了 .1 全 五 全 ， 丰 一 人 23， 是 两 个 Hiibert 空间 ， 
A 了 Ow) gw EB,} 是 交换 关系 在 五 中 上 的 表示 ，[ 史 
是 相应 的 具体 页 e71 代数 ， 划 必 存 在 3 到 3 上 的 上 唯一 的 对 称 
同 移 上 映照 由， 这 个 中 必然 使得 对 一 切 有 界 Baire 图 数 上 碟 立 和 着 
站 (有 一 大和， 有 有 《625) 
丽人 人 和 一 天， CER, (68-1.26) 
[ 放 】 映照 几 的 存在 竺 ， 根 据 定理 6.1.8, 存在 五 o 的 一 族 
对 { 厅 中 ,Fo 未 变 的 阴 子 空间 { 吾 只 , Ed ,使 得 {5m， Fo) 在 
五 上 西 等 做 于 Bohziqinger 表示 ， 乱 五 m 到 五 姑 的 投影 算 子 
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为 P 名 ,12(Ro) 到 了 加 相应 的 西 算 子 是 @9, 那 林 


De = QU QT Po ， (8.1.27) 
VO = OW QE PE | (8.1.28) 


对 于 每 个 4E 吕 (I2(B,)), 作 
mE A 一 > QD AQE™ P% 

由 (8:4.27) 和 (6.1-28) 容 易 琴 讲 pg 中 是 加 (I2 (CR,)) 到 甸 的 对 称 
同 构 鼎 照 ,而 县 对 一 切 有 界 Baire 画 数 了 ， 

PIF Uo FOV)), wvER, (6-1.29) 

pHFVoEN) ATW) wvER,. (6.1.80) 
作 中 一 pg 中 (p07) ， 立 朗 可 知 峭 满足 定理 6.1.40 中 的 条 件 、 

车 是 满足 定理 中 条 件 的 另 一 同 构 映照, 作 
z p—9 (pp®)), (6-1-81) 

那 末 wp 是 加 (CB,)) 到 入 (I2(R,)) 的 对 称 同 构 映 照 而 且 由 
(8:1.265)，(6:1.26)，(6.1.29)，(6:1.80) 知道 9 满足 (6.1.24)， 
因此 gp 是 不 动 映照 ,由 (6.1.81) 得 加 = 由 让 毕 ， 


3°? 另 一 种 衰 示 
为 了 后 面 的 需要 ， 我 们 考察 下 面 的 类 似 于 Behridinger 表示 
的 表示 ， 我 们 注意 Behr6dinger 表示 是 建立 在 BE。 的 Lebesgue 
测度 (平移 不 变 测 度 ) 基础 上， 下 面 类 示 建 立 在 daum 测度 ( 拟 承 


” 变 测 度 ) 的 基础 上 . 


为 BB 上 Lebesgue 可 测 而 且 满 足 条 性 
fe ree 


的 函数 全 性, 按 通常 蕉 性 运算 所 成 的 糠 性 空间 , 又 规定 上 sf 加) 
上 询 内 积 / 
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(Ff, 9 = | fF gD eau, 

那 末 (BR, 的 为 Hilbert 空间 , 当 wo EB 时, 我们 规定 

(U (2)F) (1) et HF C0) ， 

(VEIN CW 0 SE fu), 
这 时 {), 玉 区 x 2 EB 显然 汞 足 We7] 交换 关 邓 ， 我 们 注 
音 这 里 的 丁 算 子 族 丁 等 价 于 Bchr6dinger 表示 .事实 上 ， 这 可 以 
通过 LatR, 中 到 5a(B,) 的 碧 算 子 

fo) 0 Ff (on) 
来 实现 ,因此 如 5 (2) ,了 (2) |s, m1 EB} 也 是 既 蒋 的 ， 这 时 《6-1.7) 
中 相应 的 py 是 如 下 的 让 共 辆 算 子 : Ps 的 定 光 焉 是 
DP) = {pp EL BR 9) ,up EL Rn, GN), 
这 里 哮 二 到 ) ,而且 当当 伟人 (%,) 时 ， 
(Pp) CE) = (0). ‘(6.1.82) 

同时 qx 的 定 尺 域 是 


地 (Gy) -| 9 E Lal Bs, GO) » 
Pp (We) -| bar 人 


ug (四 一 二 20D EL Bs, GD ， 
”而 且 当 wDU) 冉 ， 
(2 . (6.1.883) 


(8) (0) 一 一 aog (0) Fier 
事实 上 ,容易 证 明 (6.1.22) 定 义 荐 自 闪 辐 算 子 且 当 pE 人 D (2o) 时 ， 


1 
(po9; ) = 计 BO O00 OF, | 


一 心 
因此 杂 (w) 与 {91 …, } 间 适合 关 柔 全 :7)， 对 于 {gs …*，gn} 
也 可 以 类 刷 地 诗 褒 . 


汪汪 其 于 力学 中 更 摸 关 潜 的 表示 21 
我 们 合 o, 是 公 芒 生 的 闭 扩张 . 容易 酚 算 ,这 时 0 的 定义 域 是 
D6,) -1 |p ELa(B,, 0), 
= 上 二 人 


2wg (u) — BP) ELs( Bs, GD| 
而 且 当 风 在 全 (ey) 时 ， 
(9) (WD) = VTg WD 9. (0:1.84) 
这 时 ww 的 共 旺 算 子 0 是 各 一 好。 的 开打 张 而 县 
Dl) ={ 9 |9E LR, 0), -ol EB, 0)}. 
当 包 后 号 So 时 ， 
(CP) DP (0.1.38) 
我 们 考察 L?(R,, G9) 中 的 完备 就 范 让 交 有 条 (大 见 (5.4.15)) 
{hs (2%, 1); 访 二 (1, 大 =， 四 Es) ， 几 一口， 1, 2， “下 
以 后 篇 读 加 四 为 加 Cw)， 对 于 短 个 非 员 整数 加, 售 吾 (mm ,内 是 
I2(B,, 舍 中 由 {or | 1# 二 rm} 张 成 的 有 限 锥 糖 人 性 子 空间 , 那 来 
F(R) ~ DOH(m, 由。 
引 理 6-1:11 算 子 将 五 (mm 册 喘 照 到 五 (各 十 1, 对 而且 
人 (2 vk, hy (uy) + 
其 中 "= (ha, "Uy 5 与 帮 一 《1 ， "yp 不 ) 之 羡 有 如 下 的 : 关 秒 : 
四 {> Ee Hp, 
二， 当 t=p, 


叉 咏 特 瑟 (mm, 培 映照 到 耳 (m 一 1 雹 ( 配 二 (一 4, 9) 一 (0)) 而 且 
Shp) = Pw (0), 


这 里 太 == 《如 ， 与 3 一 (hi,，…， 本) 之 涪 有 闫 条: 


= (6-.1.86) 


"= be [Pm EE - 
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n={ : 当 tv 时 ， (6:1.37) 
【maz(h,—1, 0) 当 T=y 时 ， 
事实 上 ,我 们 注意 Hermite 和 多项式! 上 见 (6.4:11)) 之 则 有 关系 
hm (T) = Inn 1 CT) ， 
Rn) — rh) am it) =0. 
利用 上 两 式 和 (@-1.84)，(6:14.35) 立即 可 得 简 引 理 6.1.41. 
利用 引 纵 章 -14- 二 也 可 以 算出 
C101 — CMEC rz. 
我 们 利用 (6:14-10) 近 出 相应 的 {WV(2), zxE O06, 那 未 有 : 
引 理 6.1.12 对 于 任意 两 粗 怠 数 = (如 pp， ,入 一 ( 凑 ， 
…， 如 ) ,成立 着 : 
(OW (ez) he(o), eC)) = CW (YRC), Ry Co )) edtitte’D), 
(8.1.38) 
此 地 为 任意 实数 
【证 】 首先 我 们 注意 , 当 X， 和 ECn 时 ， 
【全 em Bs #)) = |e tM 3), (6.1.89) 


这 里 
ps, 一 《十 2 二 2 十 2 才 
+ 二 y+20, 扩 一 (az， 入 ， 
根据 Gausg 积分 的 公式 全. 工 . 且 ,计算 人 .1.39) , 立 部 得 到 
“WW (gem Dam eR FR, A 


下) 二 二 rR | , 
1 ， (6.1.40) 


= 如 
在 (6.1.40) 中 以 ex 换 z, 与 在 (6:1-380) 中 以 Me* 换 和 ,NX'e-* 换 入 
所 得 铬 的 桔 果 是 一 致 的 ,因此 
WW [eta2 Bt + Bt 站 


~- (Wr (2) ee" Cn tne 和 有 -i (2 )) 2 (8:1. 41) 


§ :1] 基于 为 学 中 次 换 关 条 的 乾 东 923 


利用 (5.4-18) ,将 人 1:31) 的 堪 右 两 边 展 开 威 1，X 的 吞 般 数 并 比 
较 外, N* 的 系数 就 得 到 (6 江 .38)。 


4” 檬 瑚 变换 

性 也是 Hilpert 空间 , {到 (2), zE0%,} 是 在 五 上 的 一 族 西 算 
子 , 而 且 满 中 交换 关系 (6-1.11), 而 且 在 五 上 是 上 记 葛 的 . 证 了 是 
Ca 中 的 西 算 子 , 作 上 二 到 如 上 的 -一族 本 算 子 

W's} =WW Ur), gtEO,. 
显然 {WV (0) ,+E Cj 也 是 对 贿 数 * 双 这 种 的 ， 而 且 由 于 (6.1.42)， 
太 ' (2%) 出 满足 交换 关 和 柔 “… 
W' (W's) me My (+) ， 
而 是) z 全 中 在 五 中 也 是 朗 欧 的， 所 以 { 人 (人 ,xO 与 
{WV 2) ,EC 西 等 价 ( 昂 系 6. 民 6)， 这 就 是 说 ， 存在 扩 到 及 上 
的 唯一 西 算 于 工 (D) ,使 
了 Ta TD DW OT sEO, 

我 们 普 先 来 类 炙 考 穴 U 汶 瞻 了 要 eaT: z 一 69z zc 的 宵 刀 ， 
此 地 为 一 实数 . 这 种 变换 为 梯度 变换 . 

定理 6-1.13 裔 上 女 是 blb,, ,Wtz) 是 3” 中 西 算 子 , 对 
于 任何 实数 区 ， 


T'(e57) = BamP 6.1.42) 
措 二 收 : 


此 地 Ps 是 瑟 汉子 空间 五 Cnm， mw 的 机 影 算 和子， 
{证 】 由 于 (6.1.42) 定义 的 荆 (6* 了 ) 具 有 如 下 的 性 质 : 
CT 
因 焉 (6'1.38) 可 以 改写 束 
(Ter WT (eT hy, ho) = (WH (org) py, ， 
得 人 十 租 成 了 5， 的 中 的 完备 就 范 站 变 系 ,所 帮 
(em =T (DF re"D,. 
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这 就 圳 明了 (6 .1 和 42) 定义 的 三 (ee 门 确 是 所 要求 的 .证 毕 ， 


6G:2 Bose-Einstein 珊 变 换 关 系 表 示 的 
一 般 和 概念 与 氢 不 变 测度 


1° 交换 关系 袁 示 的 各 种 等 价 概念 


现在 转 丈 考察 一 般 的 (包括 无 限 个 自由 度 ) 情 况 . 

定义 6.2.:1 设备 各 ' 是 两 个 实 六 尾 安 间 ， 了 B(%, 2 站 是 (名 ， 
5 上 的 非 奇 蜡 的 双 纹 性 证 醒 , 序 是 谎 : 

d) 任意 固定 gzE 名 时 , 百 (z, go) 是 祥 E 剖 上 的 线性 活 面 及 
尾 次 画 定 宪 抵 总计 ,了 3(z， 2 是 %E 名 的 粮 性 证 夯 . 

[ii 对 了 于 每 个 和 所 名 , 2w 莫 0, 必 有 w' 蕊 全 ', 使 得 BB(w, 0) 六 站 
反之 ,对 短 个 #ES', w' 半 0, 必 有 +E 名 健 得 Blw, 2') 到 0. 

那 未 称 = (和 名， 人， 引 ) 是 一 个 单 籽 子 ! 态 向 量 ) 系 艇 ， 

后 面 我 们 有 时 要 把 总 嵌 大 人 如 下 : 对 每 个 w'E 名 , 作 
fr EBA: 

了 (一旦 (出 HH), FED, 

显然 ，w->f 是 名 到 $4 的 某 个 龙 性 子 空间 的 同 构 映 蝴 ， 将 ~ 
与 fo 一 禾 起 来 ,就 把 久 ' 现 为 名 4 的 米 性 子 空间 . z 

[ 例 6:2:1 设 龟 是 入 性 空间 , $$' 是 名 上 某 些 敌 竹 证 曾 所 成 
的 入 性 空间 而 且 在 名 上 是 完整 的 ， 当 2E€8, zs'E8' 时 , 会 Bl, 
so 为 证 茵 必 在 4 处 的 值 , 那 末 ( 龟 ， 人， 五 ) 是 单 粒子 系 骊 ， 

[ 例 6.2-21 裔 名 是 实 内 积 空间 , 名/ 名, B(z，20) 是 名 上 的 
内 积 , 那 未 (8, 甸 ,B8) 也 是 音 粒 于 系统 . 
“定义 6.2.:2 裔 了 =(, 8', 8) 是 音 粒 于 对 箔 。 倒 OC 是 模 为 
1 的 揽 数 全 性 ， 邻 荆 (3) = 名 x 名 xOQ， 其 中 元 索 记 做 (2, #2'， 0)， 
js, vw ES acEC 在 (2) 中 规定 乘 浴 运算 如 下 : z 

(s,m, a) (Y, y', B= wrt, y TY', ape")), 

屠 示 荆 ( 引 显然 硫 为 一 群 ， 称 工 (2) 为 相应 于 全 的 群 ， 识 访 ; 7 一 


Ee a ™ 
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和 (让 是 群 所 (人 2) 在 复 Hibert 空间 于 中 的 西天 示 ; 叉 
S(O, 0, a) =al, 
这 里 工 为 恒 等 算 于 .如 果 对 于 多, 名 的 任何 有 限 灯 子 空间 器， 
史 ，, 在 姥 , 闭 '，G 上 取 欧 几 里 得 托 扑 , 在 昭 x 暑 'x 忆 上 取 乘 积 括 
扑 ,映照 Y->S (7) 在 趴 x 喘 'xO 上 是 弱 束 炉 的 ， 则 多 本 表示 避 是 
I (2 在 二 中 的 一 个 典型 西 表示 
我 们 也 可 以 引进 等 价 的 定义 . 
定义 6.2.3 设 了 一 (8, 名 ', B) 是 单 粒 于 末 插 ， 诅 六 杂 复 
Hilhert 空间 ，T: ez 一 D( 四 与 到 : w"xV(w') 分 别 是 总 与 各 到 上 
上 上 酉 算 子 群 的 酉 表示 ,而 且 ,六 之 问 请 足 如 下 的 交换 关系 : 
UV (we) emmy (og IU vwES, wv ES 
加 (8.2-1) 
又 设 这 两 个 表示 是 拟 连 粹 的 , 即 是 说 ， 当 2“(2 站 限制 在 名 (全 的 任 
何 有 限 林 子 窗 间 上 时 , 且 照 xz> 口 (w) (ce 一 DT (2 )) 是 惨 连 种 的 ， 这 
里 有 限 灯 子 容 关上 的 拓扑 取 欧 几 里 得 拓扑 ， 而 西 算 子 空 间 的 拓扑 
取 验 拓 半 ,于 末 称 {, 让} 是 了 了 上 的 一 个 典型 柔 竺 ， . 
对 于 号 上 的 任意 一 个 典型 系 硅 但 , 放 , 作 卫 ( 双 在 互 上 的 
典 弄 西 起 示 日 如下: 当 Y= (2, #1', 中 了 时， 
dts, w', a) 一 让 区 (or (wy}. 
称 9 为 相应 于 侣 , 站 的 典型 西 表示 、 反之 ; 对 于 了 (3) 在 HE 
的 任何 时 型 本 表示 入 ， 只 要 全 
Ue 一 有 (2 0 1), Va) =8(0, w', 1), 
那 末 {D to) ,六 (2w) | z'E 下 就 是 上 的 典型 系 胡 了 ， 
对 于 典型 柔 鞍 但, 了} , 我 们 考察 单 寡 数 西 算 子 群 的 无 穷 小 母 
| 
p(o) = 了 VD | 0) 和 7 | 
(68.2.2) 


el .Roge-ingtelin 声 碗 扫 关 对 的 条 未 [1 评 六 

定义 6.2.3” 设 2=( 名 , 人 ， 助 是 单 粒子 系 坏 ,二 是 复 的 
Hilbert 空间 .ji:w>p2) :Wx9 (0) 分 别 是 龟 , 名 到 总 上 日 共 
四 算 子 族 的 六 忻 贞 照 ,又 喜 np(2) 与 9( 引 是 交换 的 ?,9(w') 与 了 地 
是 交换 的 ,而 且 pt2) 与 94%') 之 间 有 如 下 的 交 执 关系 

pp CiBr, oI 3 
那 未 称 {p (5)， yo 站 [2E 台 20E 冲 是 立 在 互 三 的 典 则 系统 . 
利用 $II'3 和 定理 6.1.:2 容易 证 明 , 当 {U 3 关 是 丙 型 条 和 统 时 ， 
由 (6.3.2) 造 出 的 {jp, 委 是 典 划 柔 萄 ,反之 , 巷 {Pp, 寻 为 磺 则 夭 久 ， 
其 由 
U (a) 一 ep 了 人) 一 eat (8.2.4) 
造 出 典型 系 航 {， Pp}. | 
我 们 后 面 最 常用 的 情况 是 例 6:2.2 的 情 素 . 
酸 虹 是 复 的 内 积 空间 ， (#2 入 雹 ”是 它 风 站 积 ， J 03 本 时 到 
映 属 ,适合 条 件 。 

《2 ”一 上 出 Caw + By) "=ae* 二 ", x 8 为 复 禾 (9) 一 (yy 
那 末 称 了 是 - 吾 中 的 对 合 ， 令 总 二 全 [t= 二) 2E 蜡 。 那 末 名 按 办 积 (w; 功 ， 
zi ## 所 各 ， (这 内 积 是 实数 ) 成 为 实 的 内 积 空间 而 且 对 每 个 #€ 竟 , 有 唯一 的 分 
种 式 


澡 的 


5 一 潮 十 泡 ， ,YE 全 z 
称 蜗 为 名 的 复 化 室 间 ， 我 们 注意 ,对 每 个 复 内 积 室 章 锡 ,必然 存在 对 合 。 事 
实 上 ， 只 要 任 取 量 中 一 完备 就 范 直 交 了 系 , 合 总 是 这 个 直 奖 系 的 实 龙 性 租 合 全 
体 所 成 的 包 , 那 末 对 等 个 *E 届 ， 就 有 了 瞧 一 的 分 解 式 4 一 Y 十 物 ， dy WE 龟 ; 内 要 
2 二 多 一 ty， 
出 3 一 2 就 是 所 要 的 对 合 了 。 吐 旬 ， 若 名 是 实 内 积 空 简 ， Se 急 是 其 上 HJP3 
积 ;显然 必 有 复 内 积 空间 蝇 为 名 的 复 花 空 滑 ， 


如 时 人 二 (和 名, 总 , 月, B 是 实 内 积 室 闻 全 的 内 积 , 作 性 的 复 化 
空间 号 , 那 末 称 如 为 的 态 同 量 空 间 . 
5 我 们 注意 ;这 里 和 和 6.1 一 样 , 两 个 (无界) 自 共 旺 算 子 (加 ， p(w') 变换 的 章 义 


大 官 们 的 懂 条 交换 ， 而 且 两 个 名 夫 辆 算 子 BD) ， 2 了 (w) 的 和 是 指 禾 性 和 的 包 { 自 热爱 候 
取 包 存在 ) 。 
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定义 6:2.4 发 显 是 肉 积 空间 ， 必 , ,2z, 六 史 是 其 上 的 上 内 
积 .. 训 {F(z2) |zE 引 是 复 Hilhert 空间 总 了 上 的 酝 介 子 族 ， 生 泣 
足 Yomn Neumann 式 的 变换 美和 了 系 

WW 0 EW (+2), 
而 且 当 把 上 映照 z=> 扩 (2 限制 到 号 的 任何 有 限 灯 于 空间 踊 上 (在 其 
上 到 欧 多 里 得 拓扑 ) 时 是 弱 连 秆 的 , 那 未 称 { 全 (人 12E 代 为 相应 于 
态 向 量 空 间 呈 的 (Von Neumann 式 的 ) 典 型 系统 
著 岛 是 实 内 积 空间 , 办 是 它 的 复 化 空间 , B (zz) 为 总 上 的 
肉 积 .对 于 访 一 (入 , 龟 , 五 ) 上 的 下 型 系 入 亡 ， 玉 ,入 出 


呈 


Wetiy) =e Ur), zyEh. 
那 末 {下 | 只 是 Von Neunmann 式 的 典型 系 竺 ， 反之 ， 浇 
{ 术 人 jzE 身 满足 定义 6.2.3 中 条 件 ， 任 取 员 的 实 复 性 于 袜 间 六 
使 (2, 急 在 各 上 是 实 的 而 且 显 是 名 的 复 化 空间 .全 
Ue) Wm), Vo) Wo), os olEg. 
那 末 容易 证 明 但 , 及] 是 卫 一 (名, 儿 ， B), B(w, on 一 (w, 2') 上 的 
上 典型 孙 萄 ， 


2” 洪 型 系 区 的 一 般 形式 


定义 6.2.5 让 {Ui 了 PY}, 一 1 2, 分 别 是 单 粒 于 有 系 竺 了 在 
Hilbert 空间 五 * 上 的 典型 系 稀 ， 灌 存在 HH; 到 五 ,上 的 首 算 于 @ 
使 得 对 一 切 w€E8, w'E$' 成 立 闭 | 站 

DOD6T=D 人 人，QFiQ=Fao)， (8.2 本 
那 末 称 这 两 个 冉 型 系 芋 是 本 等 价 的 ( 亦 序 和 群 (23) 煌 应 的 两 个 典 
型 西 怕 示 是 丁 等 价 的 ). 

对 于 西 等 价 的 两 个 典型 系 太 可 以 天 需 区 别 ， 下面 我 们 要 找 出 

-- 些 具体 的 典型 采 竺 ,使 得 一 般 的 典型 系 芋 与 之 等 价 , 这 也 就 是 我 
出 典型 系 迁 的 一 般 形式 ， 
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翼 和 三 , 了 是 单 粒 于 条 箔 2 一 (名, 8', PB) 在 复 Hilbert 窗 则 五 
中 的 典型 系 硅 ， 和 $3.4 的 情 漠 一样， 分 别 介 中, 色 流 由 算 子 族 
{Uw) Iz ES}, IF Cw) | CS} 张 成 的 别 周 算 于 代数 . 那 末 江 和 你 
者 上 是 于 换 的 . 

引 理 6.2.1 对 每 个 热气 必 有 投影 算 于 了 ,全 门 &', 使 得 拒 
在 Ps 及 上 的 限制 具有 均匀 重复 府 %, 而 且 翌 Pa 一 


【证 】 对 交换 弘 陆 算 子 环 守 应 用 定理 2.4.2 可 以 知道 , 对 每 
个 %, 存在 唯一 的 投影 算 子 已 ,满足 引 理 6.2.1 的 各 种 要 求 ,除去 
P,EC', 类 似 于 定理 8.4.1 的 证 天, 作 中 于 的 映照 

Tg: AsV mw) AV 2) AEY, 
利用 (6.2.1) 可 以 诈 明 于 (oo) 红 一 外， 由 此 利用 {P} 的 唯一 性 得 到 
Tw ) PP, 朗 P, EE'， 证 毕 . z 
”此 后 我 们 不 妨 假 规 算 子 环 虹 在 互 中 具有 均匀 重复 度 %%. 不 然 
的 话 , 只 页 利用 引 理 8.2 把 总 进一步 分 解 好 了 .当时 具有 均 与 
重复 度 和 了 村， 我 们 就 病人 (oo) | 和 E 台 具有 均 与 重复 育 m%。 在 量子 
声 许 中 我 们 用 到 的 五 是 可 桥 的 ,所 以 后 面 只 限于 考察 这 个 捕 驶 ， 
”定理 6.3.2 发 卫 = 舍 , 8'，B} 是 单 粒子 系 敬 ，{D,， 了 是 3 
在 Hilbert 空间 五 上 的 典 于 条 区 而 且 {D2) 183E 人 + 具 有 均匀 重 
复 论 n. 又 设 空间 豆 是 可 桥 的 . 那 林 必 有 关于 $' 拟 不 变 的 存 体 
测度 窄 间 8=: (9, 轴 , 内 一 -9 是 $+ 的 各 性 子 空间 ,Q 一 入, 男 是 
0 中 也 Borel 集 侈 体 , 是 有 限 测 度 , 使 得 {但 , 了} 本 等 价 于 卫 在 
对 (Q) 上 的 典型 系统 {0, 让, 这 里 当 EER5(OO) 时 ， 
O (0) —€(F) = CF), (6.2.0) 
P (lw) =E(F) = ;0) EF —2) ep (8.2.7) 
其 中 对 每 个 如 E 和 ,zfio) 是 SS 上 取 值 于 ww 条 复 Hilbert 空 得 中 
阁 算 子 的 算 子 值 可 测 硬 数 , 而 且 当 和 ,ss ES 久 ' 时 ,对 几乎 所 有 的 了 
成 立 著 | 


之 oo0, 使 


86.9] Bose-Einstein 志 交 换 关 采 夫 示 的 一 般 禾 念 与 所 不 变 测 朗 as9 
zt; wt) 一 他 ff Rt; Ga) (FO) =1, 

(6.2.8) 

【 诈 】 由 于 太 是 可 析 的 ,顺便 可 知 % 专 No。 因为 站 具 有 均匀 

重 管 论 nm, 必 有 瑟 的 粮 性 关子 空间 号 。，c 一 二 2, …, 7%, 它 对 于 神 

示 变 使 豆 = 了 由 吾 。, 而 且 外 在 万 。 上 的 限制 1 是 极 大 交换 的 , 彼 

此 十 络 从 的 ， 这 时 号 。 也 是 可 析 的 ,由 采 2:4.7, 3 在 匡 s 中 有 御 
环 元 6， 作 生 上 的 画 数 

tr) = (Ur) es, a). 
容易 知道 这 是 名 上 的 正定 拟 连 炉 画 数 . 根据 定理 4.8.5, 必 有 入 
性 测度 空间 S (9Q, 入， 放 ) ,名 CR 为 + 的 多 性 子 空间 ， (99) 


be) =| ma). 


下 面 利用 定理 3.4.14 的 证 朋 可 知 S 关于 各 是 拟 不 变 的 , 而 且 有 
五 到 吕 ( 中 的 西 算 了 于 信使 得 如 (ww) 一 QU (wm)Q-1, 再 利用 定理 
8-4.5 的 永明 可 得 定理 6.2.2， 就 毕 ， 

[ 注 ] 容易 酚 讨 , 当 5 (9, 由 ,由 是 关于 总 拟 不 变 太 性 测 
论 空 间 , 名 'CCQCcS4, 寻 为 人 0 的 验 Borel 梨 全 体 , J.(0) <co 时 ,由 
(6.2.6)，(6.:28.7) 定义 (但 其 中 z(f;w") 是 上 上 适合 条 件 (6.3.8) 
的 可 测 惠 算 子 值 曾 数 ) 的 {, 从 是 3 在 由 (8S) 上 的 典型 系 硅 .全 
此 定理 6.2.:2 葵 出 了 具有 均匀 重复 庶 情 殉 下 典型 深 革 的 一 般 形 
式 ， : 
系 6.2.3 在 定理 4.2.2 的 假 改 下 ， 介 若 名 一 总 是 核 窑 间 ， 
了 他 ,中 是 名 上 的 束 炉 的 内 积 , 煞 是 名 毛 了 (ze 的 ) 的 完备 化 空间 ， 

名 二 洲 二 总 

是 装备 Hilbert 空间 ,又 届 > 了 (o) 按 名 的 拓扑 能 过 和 粹 , 那 未 吕 可 
取 做 8!. - 

() 车 急 = 名 ! 是 内 积 空间 ，B(wz, 2") 是 名 上 的 肉 积 ， 冯 wo > 
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末 ( 四 按 避 的 拓扑 是 弱 连 积 的 ， 那 来电 可 取 为 包含 总 目 使 总 汉口 
引 谋 藉 算 子 为 Hiibert-Senmidt 型 算 子 的 任 一 Hilbert 空 请 . 
事实 上 , 只 要 在 定理 8.2.2 的 奸 明 中 对 正定 连 糊 夯 数 消 的 计 
渝 , 示 用 定理 4.3.3 而 分 别 用 系 和 .8.14, 系 4.3. 折 就 得 到 系 
B23. 
我 们 最 感 兴趣 的 是 一 1 而且 4(f, 2 三 工 的 情况 (这 也 符合 
量子 场 论 中 的 需要 ) . 
定理 6-2.4 设 了 = (5, 总 ， 刀 是 单 粒 于 系 净 人 2 刁 侣 是 全 
的 继 性 子 空间 , 8 是 妇 中 的 弱 Borel 集 至 体 , mm, 8 一 1 2 是 (9， 
妈 ) 上 关于 名 ' 拟 示 变 的 有 限 测度 。 {Us, FP, 有 一 2， 是 卫 的 在 
J2(0, 好 ，p 上 的 西 个 典 末 柔和 太 ， 
Ue) = WE), wes, 68.2.9) 


Vo EF) ECF -oN de, w Es, (0-2-10) 


那 未 i 与 3 相互 等 价 的 充 要 条 件 是 丁 个 典型 未 往 人 Fl 与 
{Us, Fa} 西 等 价 . 

[证 】 车 1 与 1 等 价 . 作 I2(0， 8, wo) I LQ, Y, pa) 
的 西 算 子 Q@: | 

(QE) (f} = Se EF), (6.2.11) 

由 (6.2.9) , (6.2.10) 和 (6.2.11) 容易 知 道 {6-2- 四 成 立 ， 反 之 ,说 
Q@ 是 了 (9, 罗 , jp) 到 六 (0, 器 ,pa) 的 西 算 于 且 适 合 (6.2. 丰 ,如 
to( 了 ) =Q1, 那 末 对 任意 有 限 个 wa wa …， wn € 名 和 复数 和 …， 
)x。， 成 立 着 


| > 写 hp EE df ) = I 之 zt (wz) 旧 一 | Dnt ol Wy) | 


-| Beer | 6 C7) aa 及， 
四 于 别 是 使 画 数 族 {(w) |z 扎 息 可 测 的 最 小 0- 代数 ， 那 末代 数 


Lh I bh bh 
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-这 Mn m1 ES, hE 为 复数 | 
是 (Q, 多 ) 上 的 决定 集 、 由 $1.1.6, 银 在 也 (0, 轩 , pw) ,一 1,2 中 
称 密 ， 因 此 对 一 切 $€ I?(0, 妇 ，pa) ， : 
| 150n leaf) = | EC 6oGp apa), 
由 是 可 知 对 一 切 如 GE 见 ， 
pa =—| élans(n). 
因此 Wa. 类 似 地 Ha 安 1 皮 ja 与 wz 等 价 ， 施 毕 ，。 
定义 6.2.6 识 允 是 单 粒子 采 统 , TD， 是 习 在 复 Hilbert 
空间 互 上 的 典型 条 耗 ， 如 果 五 中 不 存在 对 一 切口 (w), 六 (2) 不 
实 的 非 玉 几 陆 入 性 子 空间 ?， 那 未 称 刀 , V} 是 旗 葛 的 ( 亦 郎 群 


芽 (3) 相 应 的 内 型 西 志 示 是 猎 约 的 ). | 
识 内 是 复 Hilbert 空间 ,tt 是 全 中 西 算 子 双 体 所 成 的 群 .在 


量子 场 哈 中 除 考察 在 某 个 Hilpert 闪 了 典型 条 航 {WV(2) 1zE 册 外 ， 


还 要 考察 也 在 吾 中 的 再 表示 六 :IF->PID)， 在 场 洽 中 需要 考察 
的 是 这 样 的 工 : 
TDWOAOTO WU). (6. -2.19) 
我 们 注意 , 当 { 玉 ( 必 ) |z€ 人 如} 是 序 葛 的 时 屠 , 由 (6:212) 趴 一 地 
类 定 了 了 (0)， 事实 上 , 若 另 及 "(中 使 
TTOOWOT OO T=W (Uz), 
那 末 并 ,(D) 一 TT'(D) 六 ( 加 适合 : 
To WW (2 =HW (eof 
因此 (0) EW (0) 1zE 由 { 卫 (12 好 的 遍 和 葛 性 知道 
ToiU}= I 
定理 6.2-:5 识 了 2= ($$, §', 忆 ) 是 单 粒子 末 统 . 器 二 名 ' 是 名 4 
的 多 性 子 室 间 , 内 是 如 中 能 Borel 集 全 体 , 记 一, 由 4) 是 关于 
ATI 为 复数 } | 
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$' 拆 处 变 的 有 限 测 度 空 间 , 那 末 二 他) 中 典型 承 竺 
UI EF = Me(f), TES, (6:2.13) 


Vo IEF EF —%") Ye 2' ES (6.2.14) 


成 为 既 斩 的 充 要 条 件 是 BS 关于 平移 名 为 通 历 的 . 

【证 ] 发 1， 人 是 猎物 的 . 沙 问 不 是 通 历 的 , 必 有 氢 不 蛮 集 
及 蕊 寻 使 4( 术 ) 守 0, jw 和 N 相 >>0， 全 村 = 括 | 当 了 E 吾 时 5 (7) 
二 个， 这 时 2C9) 半 避 去 介 ) ,而 且 YH 是 其 灵性 子 空间 ， 对 一 切 
Uv) ,VP (0) 都 不 变 , 这 和 但 , 了 的 许 欧 性 冲突 . 

到 之, 改 志 ,了 不 是 是 鸥 的 , 则 必 有 五 的 于 存 性 子 空间 形 对 
一 切 如 (ww), 了 (wn) 不 变 ， 认 了 为 瑟 玫 有 隆 上 的 投影 算 子 ， 那 末 
PEUNG' 然而 et vw ES 是 20) 上 的 决定 集 , 时 包含 有 上 
乘法 代数 针 (9) ,然而 六 是 有 限 的 ,由 引 理 2.4:8 ,对 人 3) 是 极 大 交 
换 的 , 国 此 照 (人 9) 一 外 也 是 极 天 交换 的 所 以 至 和 显 一 让 一 对 人 9) 
必 有 号 上 有 界 可 测 画 数 m() , 使 忆 为 相应 于 9 (的 乘法 算 子 .由 
于 忆 是 投影 算 子 ,容易 看 出 mm(') 是 某 个 集 再 EB 的 特征 两 数 .由 
PEN'NE' 易 知 刷 是 拟 不 变 集 ， 因 为 TP 基 0, pC) 关 帮 (机 ) 
0， 因 此 S 不 是 允 历 的 . 骸 毕 . 

我 们 注 窟 ， 对 于 有 限 个 自由 上 庶 ( 名 是 有 女奴) 的 情况 ， 由 系 
6.1.6, 一 项 钱 和 交 的 舱 柔 耕 是 彼此 酉 等 价 的 , 然而 对 于 无 限 个 自 
由 放 的 情况 , 呵 题 就 很 复杂 了 .我 佰 知道 ,第 此 不 等 价 的 欢 历 测度 
很 多 (例如 可 列 礁 空间 各 上 互 不 等 价 的 Gauss 测度 至 少 有 8 个 ) ， 
因此 形 如 6:2.13)，(6.2.14) 这 样 简单 的 典型 柔 社 互 不 酉 等 价 的 
很 多 ， 因 而 下 面 的 移 题 就 有 穴 久 了 . 

隔 题 诊 0Q, 5 是 Hilbert 空间 而 名 是 @ 的 炎 性 子 空间 ,名 
至 介 的 风 久 算 子 是 Hilbert-Sehmidk 型 的 . 次 定 出 (人 @, 怒 ) 上 关于 
备 撤 不 变 的 一 切 静 历 测度 (自然 , 相互 等 价 的 只 要 写 出 一 个 ) 的 一 
艇 形式 ， 


= he EE ET 
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”我 们 更 在 用 拟 不 变 测 度 写 出 Yon Neumann 交换 关系 的 形 

式 ， 

裔 免 是 复 Hilbert 空间 , (2，2)，2 Ww 全 倪 是 其 上 的 内 积 。 证 
|z| = Vlz, 区。 抠 本 身 也 可 以 看 成 实 炉 性 空间 , 并且 按 内 积 

[#, 2 二 办 tg, ZJ ， ?全民 

成 为 实 的 Hilbert 容 间 为 了 把 这 个 Hilbert 空间 与 全 区 别 开 来 
起 见 , 刀 它 为 总 ， 

定理 6.2.6 总 总 一 (9, 几 ,， 芭 ) 为 相应 于 每 的 标准 拟 不 莹 测度 
空间 ! 贤 4. 鸭 ， 对 短 个 zE 名 , 作 Hilbert 空间 (8) 中 的 丁 算 
于 


(WO (0) = EY eA) pts) ,FETS), 


(6-2.185) 
这 里 kz) (ww)， wEQ 表示 相应 于 入 中 辐 量 训 的 横 入 性 活 苹 . 那 未 
{FV fs |z 忆 入 满足 Yon Neumann 变换 闫 条 ， 
事实 上 , 当 23 5 'es 时 ， 


(WW DW C0) =e ON p(w) , 


(8.2.16) 
然而 由 于 (ix') (四 是 相应 于 iz' 的 拟 灼 性 话 库 ， 几 乎 处 处 地 成 立 着 
(ie 站 (ao 十 区 一 (ie (1) + [ix', 的 ， (6.2.17) 


次 易 算 出 [ 嫩 , 习 一 并 划一 全 人 2 因此 由 人 :3 匠 ) 和 
(6.2.I7) 得 知 {F321 满足 交换 关系 ， 亨 毕 ， 


8° 观察 量 伐 数 
设 雪 , 了 } 是 呈 在 复 Hilbert 窑 间 五 上 的 典型 系统 合用 为 
[和 张 成 的 弱 阳 算 子 代数 ， 当 全 ,了 } 是 弃 狗 时 ， 天 一 {ATI% 为 
数 } ， 因 此 放 一 入 (五) 车 {D01, 了 是 了 在 复 了 ilbert 空间 五 ;上 
另 一 虑 和 茶 典 型 逐 入 ， 卯 末 一 般 说 来 ， 不 可 能 存在 好 (4 妃 ) 到 轴 ( 瑟 2 
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对 称 同 构 g 使 p00))=0x02) ,pV (wD ) 于 Vi(%')。 因 为 根据 
8 还 6:1.8, 这 种 w 是 形 如 pC4) =04U7? 而 上 U 是 匠 算 十 ,然而 
由 定理 6.2.5 知道 ,这 只 当 {0; 六} 和 {全 4, 了 让} 丁 等 价 时 二 行 。 这 
样 的 算 子 代数 更 就 难以 应 用 .下 面 我 们 将 于 加 以 粮 小 . 
= { 负 , 名 B) 是 单 粒子 了 系 殖 , 但, 防 是 在 豆 上 的 典型 和 

入 ， 发 钢 cC, nm'C$' 都 是 有 限 友 条 性 子 空间 , 而 且 B(w, on 在 
(对 ,中 上 且 非 奇 异 的 , 那 末 称 (0t, 了 站 为 非 闸 异 对 *， 这 时 显然 
Mt 与 观 ' 具有 相同 条 数 . 对 于 每 个 非 亲 异 有 限 厅 于 空间 对 (名 ， 
0") ,会 现 gr,gnr 表示 由 瑟 上 西 算 子 族 {U 2); (8 ) EM, ww'E 
WH} 政 成 的 弱 财 算 子 环 ， 当 (对 对) 历尽 一 茹 非 奇 民有 限 杂 于 袜 
得 对 时 , 由 所 得 到 的 一 切 内 m,n 的 和 和 集 张 戌 的 一 我 阴 的 算 子 环 记 
做 观 . 
”定义 6.2.7 潜 {0, 门 (fp 耸 ) 是 单 粒子 系 竹 翌 上 的 典型 系 
竹 ( 典 则 系统 )， 刀 为 雪 示 空间 ， 那 未 上 述 的 五 后 算 子 环 外 称 做 
了 的 一 个 具体 玉 6yl 代数 .又 称 则 中 的 算 子 为 的 可 观察 最 . 

定理 6.2.7 届 了 =- (各 总 ， 司 是 单 粒子 系 闵 ， tp 0 与 
{pa,9 中 是 上 的 癸 个 典 则 又 萄 ,Ti 为 相应 的 ( 洪 示 空间 五: 上 的 ) 
具体 玉 eyl 代数 那 末 存在 着 六 1 到 Ma 上 唯一 的 对 称 . 代数 间 构 
虐 局 mw, 适合 如 下 和 条件 : 对 任何 有 夺 Baire 画 烙 站,， p (FC (x))) 
—fF Ppa), pFATT NN)) =F) ET, EV, 

tf 证 ]， 设 玩 , 钢 ' 是 ,8' 的 非 奇 避 有 限 稚 子 空间 对 ， 骂 ,名 ' 
中 分 别 取 基 {61,，…, 6 时 与 他 ,…,6j ,使 得 当 记 4 一 2 vw, 0, ETN, ol 
= 了 D0, EM! 时， z 
/ z B{s, 2") = 二 -十 pr, 

对 于 任何 t= (fi ; 本) ， 8= {81, *, 8») 全 五 作 


D 我们 法 总; 由于 也 人 ci 的 在 名 ,部 上 的 非 奇异 性 ,对 每 个 有 限 灯 子 空间 著名 
必 有 趾 ' 志 对) 使 ( 哮 ， 吐 ) 想 成 非 奇 图 对 。 
9- 这 里 绩 取 入 内 的 算 子 演算 ,例如 参看 Rieaz 和 Bs-Nagy[1]， 
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Uy 他) — ph.. OiDCse)in 
Vy, (8) -一 Gi, 。 Ore 
那 未 {UxG) |tE Rs 和 {4G8) |]s8E BR,} 都 是 加 法 拓 盾 群 忆 , 在 及 中 
对 过 种 上 归 玫 示 和 而且 满 足 交 换 关 系 t6:1:9) ,全 =14,29 ,全 加 波 mr 表 
示 吾 上 西 算 于 族 {050 中 ,PryG8) |t， sG 部 } 张 成 的 红色 算 于 环 . 根 
据 定理 6.1.10, 存在 着 中 各 ar 到 是 六 yg 上 唯一 的 对 称 同 构 觅 照 
9m,m， 使 得 对 一 切 有 界 Baire 画 数 耻 ， 
pom mm CF P10))) —F (pa lt)), 8.2-18) 
Pan, or CF (qm 一 大 (93( 人， / (6.2.19) 
合生 为 一 切 有 限 和 维 子 空间 的 非 奇 异 圣 全体. 当 ( 归 ,有 只) 下， 
竺 )) EA4 而 且 抠 CR, WCW 时 ,于 (9 ) < (9, 吕 ) , 那 林 4 
底 为 同上 秆 打 集 .这 时 


Pt 
[EL 


显然 ， 当 ( 氏 ,和 ) = ( 秽 ,和 站 时 ， 江 针 gvC 风 各 gy. 我 们 求证 明 , 这 
时 pam, or 在 对 入 gr 上 的 限制 是 Ph, Rr”, 

蝗 于 (8-2.18) 和 (6.2.19) 分 别 当 sE 由 , s'ER' 时 成 立 , 由 定 
理 6.1-10 的 证 明 容 易 看 出 ,pam 在 赂 9 上 的 限制 也 是 邓 名 
闻名 多 yw 的 对 称 同 构 瞻 昭 . 再 由 定理 6:1.10，gpgn, gw 在岗 人 ww 上 
的 限制 是 om,g， 作 照 外 到 加 @ 的 映照 pg 如 下 :对 每 个 4 Cw 
地 有 ( 涝 , 名) Ex, 合同 sm。 规定 

pA) = gam, pd), 

球 末 g 右 为 洽 中 到 囊 信 的 同 术 , 而 且 由 (86.2.15) 和 (6:2.1 人 ,wp 
讶 足 定理 中 需要 的 和 条件， 至 于 p 的 是 一 入 下 Pu, me 的 唯一 性 \ 定 
理 6-1:10) 可 避 立 部 推出 . 证 全， 


4 ”在 殊 系 和 的 等 征 世 本 
定 必 6'2.8 副 语 一 (和 蜡 , 吾 ) 是 单 粒 子 系 和 葡 ， 名 是 实 内 租 窜 
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阅 , 嫩 为 名 的 复 化 空间 , 全 (的 1z ER 介 } 是 2 在 二 上 的 Yom 
Neumann 式 典 型 系 攻 又 设 存 在 moE 瑟 使 { 丰 (ma jzE 引 张 成 
如 , 旭 称 这 个 典型 系 顷 是 循环 的 , mo 称 为 循环 元 , 竹 
Wm, m0), zsERN 

为 典型 秒 航 (相应 于 wo) 的 竺 征 活 图 . 

利用 引 理 2.4.4 的 证 法 可 以 得 到 

引 理 6.2.8 订 {72)1zE 组 基 2 在 可 析 空 间 总 上 的 om 
Neumann 泼 典 型 柔 东 , 那 未 必 可 把 匡 分 解 为 真迹 和 

Ho 人 DH 


其 中 每 个 瑟 ; 是 { 玉 (人 1*E 结 的 鹊 全 子 空间 , 厦 且 当 我 全 把 { 隐 人) 
|z 毛 名 限制 为 吾 : 上 算 子 时 ， 这 样 得 到 瓦 : 上 的 典型 系 芋 是 循环 
的 ， 

因此 我 们 今后 不 着 只 考 凌 循环 的 典型 系 鞠 . 

当 两 个 典 淹 柔 综 酉 等 价 时 ,只 要 一 个 循环 , 另 一 个 必 循 环 , 而 
此 必 可 分 别 找到 相应 的 两 循环 元 使 相应 的 特征 泛 画 相等 .反之 有 

引 理 6.2.9 家 {W521zE, 51, 2， 是 了 在 互 s 上 的 两 
个 循环 上 典型 柔 硅 ,而 且 分 别 存 在 .Hx, 5 一 1 2 的 两 循环 元 mr 使 相 
应 的 特征 证 夯 相 疝 , 那 末 这 丙 个 典型 系 狂 是 西 等 价 的 。 

[证 】 训 这 个 相同 的 特征 泛 图 是 汪 (z)， 由 于 


Wele) Who(e) es" WW 一 9 ， (6.2.20) 
我 们 得 知 当 %, 下 伺 弥 和 时 ， 


-Wits Wal) ny) ey (2 0) = We ) Ws tz) 8). 

: (86:2.21) 
天 型 为 向 量 全 pms 的 药性 组 合 全 途 ， 作 型 :到 并 上 的 粮 性 峡 
照 息 恒久 序 :( 直 位 一 全 :2)9a, 那 末 由 (62: 和), 昌 是 天 到 并 的 
等 距 上 映照 。 由 于 以 : 左 Hs 中 黎 守 ,人 &@ 办 一 地 延 拓 或 如 如 ;的 
落 映 照 。 这 时 
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QW TW n= OW ) na 


oH OW 4) = "Wate)y 
— Ms Ma ns, 
因此 对 一 切 E EM，， 
QW OE =W (2)e, 

这 样 就 证 明了 QMO= 玉 (2) ,x 七 介 站 些 ， 

我 全 青花 出 证 画 碟 为 典型 系 蒜 的 特征 证 夯 的 充 要 条 性 . 

Bl 理 6.:3.:10 设 全 是 复 内 积 空 间 , 烛 (全 是 名 了 的 范 数 于 
末 灿 fo) 成 为 某 信 人 复 了 ilbert 空间 上 Von Neumann 式 典 班 系 艇 的 
充 要 条 件 是 : 全 由 为 蕉 速 秆 的 ;. (这 后 上 的 二 元 泛 夯 

由 (全 一 区 ee gER 

是 正定 核 一 一 这 就 是 说 ,对 于 尾 何 一 租 复数 Xz，…， Mn 及 向 量 为， 
… 


Dy es m) 8 ee TR, = (6 2 22) 
【证 】 必要 性 ， 若 由 是 { 矿 (a) |zE 红 的 特征 活 画 ,， 逆 末 由 
(6.2.20) 知道 , (6.2.22) 的 左边 等 于 
|Bwen| >0. 
因此 有 条 件 ( 吉 ， 妈 因 到 () 在 名 的 有 限 友 子 空间 上 是 弱 熏 各 的， 
因此 站 是 淮 速 茂 的 ， 
充分 性 ， 芒 由 满足 条 件 伸 和 人)， 合 了 是 尔 上 的 做 值 男 数 ， 
但 只 在 莫 有 限 个 点 右 ,…, 为 E 吕 上 画 数 值 不 为 0。， 合 责 。 是 这 种 
复 值 丽 数 全 体 按 通常 娘 性 运算 所 成 的 悉 性 空间 ， 当 了 ,gE 如 o 时 ， 
规定 
(六 用 = Be FDC， (6.2.23) 
我 们 又 含 五 。 中 适合 条 件 (f, 妃 ~0 的 画 数 看 成 0, 那 末 已 楼 
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(6.2.23) 成 为 内 积 空 间 ， 合 五 是 H。 按 内 积 (f, 9) 的 完备 化 衬 
间 ， 对 每 个 加 E 虹 ,我 们 作 Ho .上 的 算 子 全 ozo) 如下: 


(Wo (of (2) 一 ecof(e 一 oo) ， (6.2.24) 
那 末 窜 易 玛 证 
[of 了 Wow go = (Ff, 0). z 
特别 当 (f, 了) 一 0 时 (Wo (zo)f， Wo(z0) 了 ) 二 0， 下 到 b(z0) 是 吾 , 到 
五 中 的 等 距 息 子 . 由 于 瑟 b 20)Po( 一 20) 二 了， 所 以 序 olm 将 把 0 
映照 到 肪 。 上， 因而 可 以 唯一 地 把 Wo (ww) 扩张 成 瑟 芭 瑟 中 的 酝 
算 子 厂 (o， 此 外 ,由 (6.2.24) 容 易 算 出 环 o(z) ,因而 全 o(9) 满足 
Yon Naegmann 和 式 - 环 焕 关 也， 
再 来 妹 明 当 * 在 有 限 灯 空间 上 时 Wo(z) 是 丑 连 各 的 。 由 于 
五 。 在 互 中 现 钊 ,只 要 如 明 : 当 了 , 9GE os 时 夯 数 
(本 oO 让 四 一 2 人 一 的 6 人 一 和 了 
(6.3.25) 
是 准 加 的 坝 “ 
w= 0 t=, 2 
0, dE {or 小， 
Ep; WU—=TE;, k=l1, 2, +, m, 
9 = 时 EE {ry 7 Te}. 
那 未 (6.2; 26) 化 让 z 


> > 是 (oi + 2) Era 5 hp (6.2: 20) 


由 于 册 是 拟 连 粮 的 ， 所 以 (6.2， 0) 也 是 拟 连 神 的 . 证 3 


§ 如 :号 寻常 自由 声 系 次 与 Gauss 测度 , 直 效 变 损 
不 这 测度 的 联系 


.1°. Fook-Cook 自由 汤 系 入 
“我 们 吉 出 最 子 场 葵 中 茹 用 的 Foek-0ook 月 由 声 条 航 .-。 .. 


, ee EE - a =- = ee me se Eee 。 昌 rr 


§ 6.9] 寻常 自由 声 采 综 与 Ga 记 座 ,十 交 蛮 斤 不 诺 测 座 的 联 爱 339 
坑 氏 是 一 个 ( 复 ) Hilbert 空间 , 而且 是 无 限 共 的。 合 8 表 
示 复 数 人 至 体 按 内 积 和， 1) 一 和 下 所 成 的 一 蕉 Hilber$ 空间 ， 合 哆 m 
表示 ?个 鲍 所 作 的 张 量 积 开 @8 (关于 张 量 积 空间 及 其 中 算 子 
的 一 些 术 栈 昂 附 录 开 : 分 ， 这 时 8 一 史 ， 珊 到。 是 (03 人 阶 对 
称 张 量 空间 ,型 o 一 名 0 ， 再 全 
中 一 > DR : 
这 是 Hilbert 空间 ， 我 们 再 考察 的 入 性 阴 子 空间 
H= > BM, 
再 合 互 表示 中 由 8 , 9 一 0, 1,…, 所 张 成 的 米 性 于 空间 ,并 
表示 五 站 互 ，M 称 为 名 上 对 称 张 量 代数 ， 
对 每 个 z 筷 显 , 作 于 上 的 算 子 Cat) 如 下 : 当 EM, 1+ 
十 导 十 加， 条 记 入 中 时 ， | 
Cs (ozm DY VETI Bota cm (6.3 
这 里 sm 表示 向 量 w 与 上 般 张 量 为 的 张 量 积 , 2BDaERe， 
Da( 四 是 于 到 形 的 态 性 算 子 ,而 且 O01(2) 是 下, 到 用 ,+41 的 各 性 有 
界 算 子 . 
肥 作 型 上 的 算 子 0a( 轨 天 下 : 站 2EM, 2 二 0 十 十 ** a 
2 a tr 时 ， 
OCs) 2— > MED (6.3.2) 


这 里 zx_E Mk 侧 且 对 一 霓 EE 天， 1， 
(Hi, Y) 一 (ep Sp vp) ). {6.8.8) 
容易 看 出 ,这 样 的 如 -1 是 存在 的 ,雄一 的 ， 例 如 , 当 # 一 D0:… 
Q9zo) 时 ， 


Ua (j= L 5 人 or D1 (oa Ce ae +1" 加 。 


vk 


es Ed PE 一 an ee, a 
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肥 Calw) 是 并 到 半 后 侍 有 加 全 车 着 到 及 ,10% 之 二) 的 
入 性 有 界 算 子 , OnR™ = 
这 些 空间 和 算 子 的 物理 意义 如 下 : M Wl) 表示 名 个 粒子 的 
坊 向 量 空 间 ,， 于 表示 属 空 和 间 量 空间 .Catz) Ca CD) 表示 戎 生 ( 尝 
屎 ) 一 个 波 事 数 为 zw 的 粒子 的 算 子 . 
引 理 6.8.:1 人 ao) 与 Ca 有 如 下 的 关系 : 
(Ow) y= (8, Om, 2, YEM. 16.3.4) 
【证 ]】 只 要 诈 明 当 zEE MH yERM 时 (6.3.4) 成 立 好 了 .由 
于 O40) 玫 ,C 己 各 ,04，03(g) 了 Hw: 忆 六 wi, 因此 只 要 证 明 当 x€ WH,， 
yi 时 (6:3: 可 鹿 谋 好 了 ， 然而 这 时 Citw)2z 二 E+1 向 下 1 的 2 
因此 由 (6:3.3)， 
(Citw)2, y) = Yi 辣 zH92 Y) 一 (z， Os (8%) yy). 
(6.8.5) 
我 们 由 Cake)，Da(e) 的 映照 情况 和 (6.3.5) 容易 证 明 Ca (2) 
的 包 存 在 , 论 它 为 0(z2) ,而 且 C(z) (Ce) 的 共 辑 算 于 ) 就 是 Cato) 
的 包 . 分 别称 CC ”为 相应 于 的 参 生 ， 漠 严 算 子 ， 双 计 


P(r) 一 +00)") Ql - 笨 


任 取 R 的 实 内 积 子 空间 驴 使 虹 是 名 的 复 化 空间 ， 那 未 下 面 要 诈 
明 {P(w)， QA ) |2, w E 对 是 (多 ， 各, B) 上 的 典 则 和 膝 统 ， 释 蔬 汶 
Fock-Uook 典章 系 鱼 . 

我 们 求 造 出 与 Fock-Cook 系 芒 西 等 价 的 形 如 避 .2.13) ， 
(6.2.14) 的 典 现 系 蒜 ， 改 太 一 人, 妈 , 疼 ) 是 相应 于 和 岛 的 以 工 为 参 
数 的 标准 Gauss 测度 袜 同 , {mw(%), wD} 是 相应 的 标准 Gauss 过 
程 . 


—0 (wm)"). 


我 们 现在 作出 五 到 I2(S) 的 线性 映照 妃 如 下 : 任意 取 定 加 
中 完备 就 范 直 交 条 七 中 ,根据 引 理 开 -2-4， 五 中 向 量 的 一 般 形式 


oo ee = lo eo Ia ea me a . 人 


和 9 导 常 自由 卉 条 过 与 Gan8s 测度 , 利 交 变换 干 变 袜 度 的 联 柔 341 
光一 DS) 人 [0 Gage : "GO") 一 2， 
k={ i ,ku) kl 
Tosl’= zl 一 cc. 
我 们 规定 
pr -| a 1} 
Do(o) = ,awe lg (0) rl)). 


根据 引 理 5.4.9， 
[Del?=Z ar’= zl, 
及 因为 {bx} 是 完备 的 ,了 D( 如 ) 一 了 (9), 即 了 避 是 吾 到 玉 (5) 的 覆 算 
子 ， 可 以 永明 这 个 酉 算 子 也 与 完备 就 范 直 交 系 {yw} 的 选取 无 关 ， 
我 们 记 形 如 已 (Co at) 

的 多 项 式 ) 的 多 项 式 泛 图 全 体 为 町 , 则 再 是 二 人) 的 笛 回 于 空间 
又 记 由 形 如 训 (g2(20) 各 人) | 一 他 的 一 切 活 图 张 威 的 妨 
性 天子 空间 为 五 4 ， 称 瑟 (mn) 为 m 个 粒子 的 空间 、 事 实 上 ， 
H(m) = DM,. 

”我 们 仿照 (6:2.148) 和 (6.2.14) 作 出 交换 关 基 的 表示 如 下 ; 当 
fFEL NV)N, 


(TD) eo), (08.6) 
(VSI 0) -oo 一 oO， (6.3.7) 
我 们 洼 意 ,这 里 严 (o) 也 可 以 写成 
(V (2)f) (@) = 5 Jo-o， (0:3.8) 


由 (6.8.6) 和 (6.3.:8) 容 易 知 道 10(@), Vw)|z, vw 如 } 请 忆 
Weyl 交换 关 承 (8.2. 了 1). 


我 们 注意 ,类 似 于 (6-1-32), 这 时 p(2) 一 和 UV (zt a 具有 
表达 式 


DD 这 里 和 8:1 中 一 样 y 估 C1 证? 了 海 有 EC Vn) 。 


843 Boge-Einstein 场 奖 换 关 有 系 的 表示 [第 六 章 
Dpo)—{p| Pp ED), re pt) ELMS)}, 

六 (信人 E00) PM), pyEDPS)). 
然而 这 时 相应 于 虱 :1.88) 的 用 达 式 就 比较 全 洪 了 ， 我 们 仍然 利用 
元 备 就 范 站 诡 柔 {9m1 ,并 引用 (2 3 中 的 本 号 ， 组 各 Pn—P Gm) ， 
gm 一 9 9m)。 球 末 由 {6.3.9) 有 

{Op {ppEL(S), gt ) pl) ELAS)}, 

PP OT PIH), PEDP,), 

而 类 侯 于 (6.1.83), 9, 是 如 下 算 子 吕 的 包 ， 过 (的 ) 一 第 ;而且 


dp 0) = ogo (0) pm) 二 有 Be 7 (0) : 了 力 扎 币 ， 


(6-3:9) 


一 二 3 +ig,) 3 (Po dq») » 


那 未 + 是 6 的 共 瑟 算 子 而 且 类 做 于 引 I] 理 6-1.: 寺 有 

B| 理 6.3-2 信子 4 将 全 (mw) 觅 照 色 二 (二 四 ， 旧 在 Hlm) 
上 是 有 狂 的 . 

oo， 0 Jo) 一 再 如 (ga ，…-， ga0)), 
这 里 上 与 站 之 间 渗 邓 如 (6:1-:86)， 及 纪 特 囊 (1m) 映照 到 
五 Gm 一 4)? 且 在 五 (上 是 有 异 的 . 

Cha gD), oe, Gn)) = Nb hy (ga (0), 1, ga(o))， 
这 里 与 如 之 问 的 关系 见 (6.1.37). 

利用 (46-3-1),，(6.8.2) 和 引 理 6.3-I, 碎 及 o 在 五 (om 上 的 
有 守住 ， Cfg 在 型。 上 的 有 界 性 ， 可 以 算出 
c= DO(g9 ND . 

同 痒 地 / 
: = DO(g) "DD . 


一 般 地 , 车 记 0(2) 一 二 三 (p(2) +ig(w)), 那 末 有 


v 这 里 二 (一 示 应 了 裔 为 (9)， 


亲 避 "] ， 导 负 自 由 场 肝 二 与 避 ansb 测 魔 , 昔 交 迹 换 不 蛮 油 座 的 联 戏 #48 
e{a) — DO DT, 
8 = DO DT , 
i | 
ps) =DP(2)D 1, g(w) = DQ) DT. 

这 样 ,由 {%, 9} 为 典 旭 系 入 推 知 {了 , Q@} 为 典 则 条 级 ,而 且 通 过 
西 映照 D 把 Foeg-Cook 的 趴 型 系统 酉 等 价 于 (6.8.6) 和 (6.3. 丰 。 
由 于 标准 Gauss 测度 空间 是 速 历 的 , 根据 定理 6.2.5, Fock-Cook 
系 芒 是 乃 鹊 的， 仿照 定理 6.1.18 我 何 也 可 以 许 明 : 

定理 6.3.8 若 记 Pu 为 吾 到 Ym 的 投影 算 子 ， 那 未 对 于 任 
何 实 数 a， 


了 【Bt 了 = D3 Gimp i 《6- :3:10) 
是 H 上 的 症 算 子 而 且 若 记 { (2) en) 为 Von Neumann 形式 
的 ITock-Oook 系 杭 , 风 - 
了 《ET 了 《2 rT WW (ge Z]) ， 
换言之 , (6.3.10) 定 多 了 梯度 灾 换 .， . 
容易 四 出 Fock-Cook 邓 笠 是 循环 的 ， 而 且 以 韦 空 态 1 为 循环 
元 . 我 们 肌 再 出 这 个 系 欧 相应 于 循环 元 1 的 特征 泛 画 ， 只 要 考察 
与 这 个 系 和 统 西 等 价 的 (6.3.6，(6.3.7) 好 了 ，: 那 末 
(WL, 4) j, Ft) +) 一 误 ( 一重 [m) aN Cm). ‘6. 8.11) 
不 妨 识 z 0. 天 本 必 有 互相 中 的 Gauss 变量 U (6), FF ; 
休 的 数学 期 饪 为 0, 方 莽 为 了 ,而 有 0 
zf(o) 一 |z17(o)， 
0) (yr ea- (EE. 
把 (6.3: 12) 代 天 (6.3-11) 得 至. . 


(6.3.12) 


Dy el Cr, RT). 


34 生 Beoge- 卫 inatein 志 刻 换 美 条 的 表示 [第 六 
(WW (#2)1,1) 


— I fee rt | eo i re tr SG 


TT 


gE lore tylls) 


因此 Fock-CQook 的 相应 于 其 空 态 1 的 特征 泛 画 是 
(Wea, De tt (6.3.13) 
我 们 和 冉 瑟 出 一 类 与 Foeck-Uook 系 茹 相仿 的 也 是 由 Gau 红 测度 
指 述 的 典型 条 竺 . 
疫 儿 是 复 巡 ijberi 空间 , 总 是 蜡 按 肉 积 [2 *] 一 算 (z, z 所 成 
的 实 . 责 ilbert 宏 间 , 5,= (9, 为， 站 9 是 相应 于 上 的 标准 Gauss 测 
度 空间 . 乔 用 -2.15) ,对 每 个 zE 名 作 Hilbert L2(So) 中 西 算 子 


(H(z)7) tw) =—e Yo， FELIS). 


(G6.8.14) 
根据 定理 6.2.6，{Pete) |z 七 人 出 是 典型 系 芋 ， 叉 容易 媳 明 宅 是 旗 
简约 循环 的 ,而 且 以 1 为 循环 元 ,相应 的 特征 泛 画 是 
(Wel)1, D = | eH Nw) . (6.3.15) 
由 于 
[%, [iz ie] 一 |z|?, [s, i] = [i, 2| =NR, = 0 z 
所 以 两 Gauss 变量 zt)，(iz) (wm) 相互 独立 而 且 (6.8.15) 化 成 


币 下 -十 上 


(Wo (zy)1, 1) -| oe 


六 1 生 


e+) (6.3.16) 
特别 , 当 e=2 时 (6.3.16) 化 成 (6.8.18)， 因 此 Fock-Qook 条 竺 是 
这 旦 的 特殊 情况 ， 此 外 ,我 们 注意 ,车 寻 


§ | 导 常 自由 上 场 采 皖 上 与 dauBs 测度 ;站 交 变 的 趟 变 简 度 的 联 双 B40 


Te 2 
4 一 下 ( 豆 + 9 
在 (6.3.16) 中 改 记 Wo (zx) 为 Vx(2) , 那 末 (6.3.16) 又 可 以 改写 成 
(Wr (ey1, 1) =e-isl, he. (B63.17 


2” 更 广 的 一 类 系 航 

定义 6.3.1 设 民 是 复 Hilbert 空间 , 妇 是 锡 上 西 算 子 全 体 
所 成 的 群 ， 我 们 以 旺 为 音 粒 子 坊 向 量 空间 , 设 {W(2)1zE 缠 是 恒 
上 的 碧 直 示 :TU->Pm(D) 适 合 条 件 | 

/ TIDWOAOTONT WW (Ua), (6.8.18) 

又 坑 {W (2) |zE 和 是 循环 的 而 且 有 御 环 向 量 使 了 (DD)w 一 n, 那 
未 称 {WW (2) |zE 区 } 为 寻常 自由 场 系 藤 , wm 称 为 其 空 态 向 量 。 

我 们 注意 (6.8.14) 所 定义 的 系 蔚 { 玉 。(s) |zE 身 是 寻常 自由 
场 和 孙 竺 ., 事实 上 ,车 全 全 是 形 如 到 oft#)1, z 忆 总 的 同 量 全 性 线 成 的 
黎 性 安 间 , 则 类 似 于 55.4 的 方法 可 知 公 在 于 (So 中 稠密 ， 对 于 
每 个 如 EU, 我 们 作风 上 的 穗 性 算 子 (DC) ,使 ， 
TMW a=W(UAL (6.8.19) 
由 于 (6.2.20)，[6.3.16) , 当 z, xz*E 昌 时 ， | 

(TDI Waa TO W, ND of V0 (EF) 

加 Ce 一 音 Ie 人 2 (+ 和 ) 
一 (Wo(z)1, Wol#)1). 

因此 工 (0) 是 等 距 映 照 , 由 症 ( 四 = 荆 0), 荆 ( 四 可 以 唯一 地 
引 拓 成 (Wo) 上 的 西 算 于 ,仍然 把 宇 记 为 (VU)， 由 (6.3.:19) 易 
知 DU-> 卫 (可) 是 群 妇 的 西 下 示 而 且 (6.8.18) 成 立 , 这 时 1 就 是 里 
空 术 向 县. z z 

下 面 我 们 末 研 究 寻 常 白 由 场 柔 入 相 应 于 坊 空 态 向 量 的 特征 泛 
责 的 一 般 形 式 ， 为 此 ， 我 们 沈 号 出 下 述 关 于 相交 变换 不 变 的 测度 


B46 Boge-Binetein 场次 物美 柔 的 天 未 [ 吝 去 嫩 
的 一 个 引进 ， 

引 理 6-3.4 设 乌 是 无 限 站 实 内 积 空间 ， 由 人 ,世人 万 名 ,是 钨 
十 的 正定 拟 连 标 画 数 ,而 县 由 ( 台 的 值 只 依 题 于 近 | = ,全 (此 
地 (-，*) 表 示 总 上 的 内 积 ) , 那 未 必 有 了 ,cey 上 的 有 限 测 度 六 使 得 


SO emam(t), éEH. (6.8.20) 


. 【 施 】 由 于 (86) 只 依 琶 于 上 51, 因此 (6) 形 如 yptis|). 任 
取 甸 中 一 个 单位 向 量 。, 划 gp 他 一 贞 (i) 是 的 连 种 画 数 ,因此 ， 
小) 一 p {||) 为 的 连 蒜 泛 画 ， 任 取 久 中 的 一 列 就 范 直 交 向 量 
{en % 一 2, 那 末 出 (E84 十 … 十 6w6) 是 实 变 数 Eo …， 6 的 
正定 韦 灶 钱 数 ， 倒 7 为 实数 列 双 体 , 轩 为 1 中 Borel 福 张 成 的 0- 
代数 ,由 Hoxmoropos 定理 ( 昂 系 1-8-4), 必 有 (1, 3) 上 的 正 有 限 
测度 P, 使 


Ee Ten) -| 8 gp (ow) 3 此 三 (1 Tn . 


四 (8.8.21) 
合 0, 为 nn 灼 欧 几 里 得 空间 上 的 单位 球面 , 居 


pA Se, ry Te 
全 外 一 (ai 0) 为 上 8; 中 点 的 华 标 ,此 外 , 接 球 面 坐 标 有 


二 COR 1， pi， 和 计生 一 避 ， 


wy = HN PC0B ps, 0 mal , 


om = HIN 人 1" * In ps_1. 


这 时 0， 上 的 面积 元 素 dQ Cm) 是 sin" gp Sin 的 GD 人 六 1. 


及 0, 的 面积 为 人 , 记 做 | ,| , 由 于 当 衣 总 一 pos 一 工 , 21 
i sh . 
2 


于， 


[aa 


$6.3] 寻常 自 田 霹 系 应 与 仙 augs 澳 庶 ,看 交 变 换 不 谈 济 度 的 联系 847 


1 i yr _ 
去 由 。 dt) (6 2) 
只 依 莫 于 T， 不 妨 取 (wi …, 23) 一 《7 0 …' 中， 因此 但 :8.22) 
化 碾 
， 您 | GATTOS Td bt Pid 


和 
(下 一 肆 ) 3 oop ds, {=e0g 
TT) 3 Vr | ) p » CO 1. 


把 上 式 记 为 (pt)， 再 将 (6.3:21) 两 边 作 积分 | …eQu(ow) 得 
PP) =| PPD Ese) dQ,(o) = | dnlpr) dP Ce) 
—| bn(pr) dcr), (6.3.23) 


此 二 cutzh 一 了 (和 3 TT ?). 在 {6.83- “28) 髓 省 边 忆 一 
V 4 世代 大 ,由 于 eat mn) ,WwW 二， 23,…, 基 [0,o21 上 的 均 多 有 午 


的 单调 弄 加 非 盘 画 数 到 , 忠 Helly 定理 , 必 有 子 列 fewfv na 在 


to, ce] 上 处 处 收 伍 于 有 界 的 单调 增加 非 入 夯 数 atez)， 另 一 方面 ， 


RY 
和 于 > 5 二 2 当时 


va|, (1— 12) "po8 pr nt 


| {2 号 人 
三 一 一 一 -， wr 
| 2 } oosprobg >| 。 GCOS p TY AY 
oo AT 
= 2mr6 7 
由 是 


了 玉里 利用 了 Bhtirling 翁 式 了 (5 十 1 388 B80- foo。 


848 ”Bose-Einstein 雯 交 挽 关系 的 表示 : [党 六 章 


| 


lim ba pT) 6 Ei 


类 似 地 可 以 证 有 明 看 在 正 米 0, e 使 | 由 (~ np7T) | see 因此 在 
B83.:23) 中 取 n 一 mw, 霸 爹 >oc 即 得 
poe aa =| ean), 

此 地 mm( 引 一 a (M28)，、 

我 们 把 以 引 理 6.3.4 中 画 数 为 特征 落 数 的 测 论 称 为 对 直 交 变 
换 不 变 的 测度 ， 由 (6.3.20) 可 以 复出 , 对 直 次 变换 不 变 的 测度 必 
是 Gaass 测度 的 兴 加 . 

定理 6.3.5 珊 腊 是 复 无 限 稚 Hibert 空间 ， (本 |*E 人 是 


寻常 自由 声 采 称 , 那 未 必 存 在 | 子 ,co) 上 的 有 限 测 庶 m, 使 得 
{7 全 |*E 寻 的 相应 于 时 空 态 向 量 9 的 特征 省 两 为 
(本 的 六 太一 | em 的 (6.3.24) 
4 


【着 】 由 于 并 (Dw=mo, 特征 证 画 小 (人 具有 如 下 的 性 质 : 当 
UCH, ze 
p= Wn m= OT Un Ln) 

: =(W (Ds), 人 一 下 (DTz)， (6.3.25) 

由 于 当 lz]=12' 时 , 必 有 EU 使 z' 一 Dz, 因 此 由 从 .3.25)， 间 人 z) 

与 |zL 有 关 ， 我 们 任 章 取 虹 的 实 六 性 子 宏 间 名 使 总 为 实 内 积 空 

间 , 而 且 蝎 为 甸 的 复 化 襟 间 , 当 % 限制 在 和 上 时 ,站 (0 仍然 只 仍 二 

于 |z|, 因 为 名所 是 无 限 蕉 的 ,我 们 知道 必 有 [0， oc) 于 的 有 限 测度 

mm,， 便 得 当 二 E 六 时 ,(6.8.20) 成 立 ， 然 而 在 有 显 上 出 ( 扣 只 依 驯 于 

瞪 上 因此 对 一 切 二 算 吕 ， 人 :3.20) 有 成 立 ， 利 用 起 理 6.3'1L 中 条 件 
多 过 较 复 杂 的 计算 可 以 诅 明 

(0.#) -0 


从 而 得 到 (6.3.24). 


附录 I 有 关 拓 扑 群 及 线性 拓扑 
容 间 的 基 些 知 廊 


$I:1 拟 申 况 . 册 惠 数 , 扳 范 数 


定 必 1 上 :1:1 座 忆 是 一 和 集 , pt 二 ，0 和 EE 是 中 上 的 实例 
数 ,满足 条 件 : (i) co>>pts, vw) 宇 0, plz, 2) 一 0; {ii pls, 1) 所 pW, 
四 十 pty, 人 , 那 末 称 吕 是 吾 上 的 拟 距 离 、 如 果 总 屎 是 一 群 而 且 飞 
有 p(y, 2) =p (wy, 的 ， 那 未 称 p 是 吾 上 的 ( 左 ) 示 变 拟 距离 

设 {pa, ac 时 是 忆 上 的 一 族 所 距 访 ?我 们 考察 形 如 

{tons, YI, Fal, 站， eeEU, sO 

的 和 集 至 忻 张 成 的 拓 盾 。 称 之 为 由 {ps a 如} 导出 的 拓扑 。 五 接 这 
个 拓 挤 称 为 拟 距 离 宏 间 ， 

如 吾 是 群 ，p 是 { 左 ) 不 变 拟 距 离 , 则 吾 按 p 了 导出 的 拓 盾 成 为 
拓 封 群 ， 
”定义 .I'1.2 抽 刀 是 一 桩 ,让 (8EG 基 如 上 的 实 画 数 , 满 
足 条 三: (Dco>>N(D 庆 0 ,NC6) =0; (Ny ) Ne) Ny), 
那 未 称 入 是 群 G 上 的 凸 画 数 (有 时 也 称 做 拟 范 数 ) . 

容易 验 训 凸 夯 数 双 满足 条 件 : (ii 不 (2 一 交 (z 分 ， 对 于 群 弛 

3 这 包括 在 中 只 有 一 个 指标 的 情况 , 护 作 不 百 持 扔 这 个 特 浆 情况 了 。 


B50 有 闫 拓扑 群 芭 六 性 布 并 空 曾 的 茶具 好 入 [型 节 上 
上 的 目 画 数 不 , 引入 人 XQ 上 的 页 数 z 
ptg, R=NR "gqg). (IL:1.1) 
容易 哈 址 这 是 人 上 的 (去 ) 直 变 拟 亚 离 ， 称 代 . 革 : 力 中 的 p 为 相应 
于 凸 画 数 NW 的 毛 距 离 ， 反 之 ,车 p 是 人 上 ( 堪 ) 不 变 执 距离 , 作 
N(g)=p(y9, 0), 

那 末 站 是 好 上 的 凸 钠 数 , 和 而 且 这 时 的 p 就 是 相应 于 六 的 拟 距 离 . 

若 {N。, aeE 对 是 群 上 的 山 丽 数 族 ,， {pa, acE 负 为 相应 的 所 
距离 族 . 我 们 也 把 由 {ps, x 和 时 导出 的 拓 盾 称 做 由 fs acE 针 导 
出 的 拓扑 . 

定义 1I.1.8 改 玉 是 缕 性 空间 ( 它 按 加 法 也 成 为 一 群 )， 放 
丸 上 的 画 数 ， 人 恕 果 太 是 山 夯 数 双 潍 足 如 下 条 件 : 当 f 是 数 ， 
v 蕊 R 时 , 戌 立 着 : 

“N {is) — |t|N (%), 
那 末 称 存 他 ) 为 吾 王 的 拟 范 数 ， 人 区 如 采 契 满足 条 性 
NIiw) EN(T), | 直 裤 工 ， 

那 末 称 下 是 均衡 上 夯 数 , 它 的 相让 的 抄 焉 离 称 为 均衡 不 变 拟 距离 ， 
ii 如 最 站 满足 条 件 : 0 二 Nl) 志 c0, 和 (9g 二 了 志和 (0) 十 NN()， 
( 胡 ) 一 上 | 交 ()， 那 末 称 丰 是 凸 还 丁 . 

根据 入 性 拓 扩 空间 的 定义 有 如 下 的 引 理 . 

引 理 I-1.1 发 严 是 糖 性 空间 , p 是 RR 上 的 不 变 拟 距 认 . 如 果 
p 双 满足 条 件 ; (D 当 {Ns} 是 收 镍 于 堆 的 数列 时 , Hm pe, 0) 一 0; 
全 当 刀 由 是 有 界 数列 而 且 limp (hh,0) 一 0 时 , lim pf3wlin ,0) 一 0. 
那 未 忌 授 器 导 出 的 折 扑 成 为 线性 拓 和 半空 间 . 

我 们 称 这 样 的 粮 伍 括 扑 空间 为 线性 所 距离 空间 . 如果 这 时 和 
距 六 成 为 距离 , 球 示 就 称 之 为 粮 性 距 认 空间， 

我 们 注意 当 p 是 均衡 的 时 候 引 理 中 的 条 从 (让 必 自 动 满 评 .， 

引 理 I-1.1 的 证 明 从 略 . 下 面 我 们 答 出 由 不 变 拟 不离 造 出 消 

足 引 理工 .41.1 中 条 性 的 所 四 议 来 ， 


I 拟 四 高 、 山 画 数 、 的 范 数 351 

51 青 上 14.2 设 岛 为 夹 粮 性 空间 ,于 (有 ,有 EE 名 是 名 上 的 非 最 
有 淹 江 图 ,适合 如 下 条 他: 让 车 加 ,和 人 作风 放 十 R) 寺 开 () 
于 下 (za 3; 位 ) 对 每 个 天 EE 如 , 基 (8) 为 1 的 连 秆 画 数 ,一 co<t 
<o0, HO) -0; 《人 轴 型 人 一 站 一 到 由， 作 


RA) = [小 omat] ， 1 hE, 


那 来 3 技 氢 距离 BR(hi 一)， 如， ha 名 成 为 态 性 所 距离 空间 . 
[证 】 由 灯 件 贡 显然 有 BR thy) < BUD + BR (ha), fh, 
a 由 (ii) 有 至 (一 召 ( 一 大 议 AC@， 全 生 汶 一 询 收 额 于 零 
的 实数. 于 肛 (及 的 上 界 为 了， 
REA) BGI < otM (bl) Me 
< max MR) tM 人 


再 由 条 件 (iD,，lim R(th) 一 0 
汉 营 全 ,} 己 仿 , (Jw)>0， 人 为 有 界 实数 列 , 那 末 有 
RGB) ERC +DB) FROD),. (L192) 
有 正 数 6 使 (十 | 十 1) 志 e, 任 取 一 正 数 和 ,有 


。 " i _ 一 — l 机 
RC + Db) -| Rh 


| M ihn)* 
< eM (th zdtteNe -各 
< oR hy)? eM (I.1.3) 
因此 由 RC)->0, (I 2 和 (1 得到 : 
‘lim Rt hn) oe e323e 


再 名 入 一 29 郎 得 lm BR 人 pu ~0. 因此 根据 引 理 1 1:1, 二 控 
有 AR 一 hs) ， hh1, 记 为 拟 距 攀 空 间 . 证 上 举 ， 


B52 有 美 拓 半 群 长 炎 性 拓 补 空 闻 的 某 些 知识 [附和 对 于 
$ 工 .已 守 束 稳 丽 数 的 一 些 性 质 
1” 半 束 纺 盏 数 的 格 念 
能 子 ( 四 是 集 邓 二 的 而 数 ,如 为 型 的 于 集 , 记 
S(F, B)~supf(e), I(f, B)—inftf (0). 


屋 型 义 是 拓 间 空间 , soE 六， YY 表示 wo 鼎 的 环境 系 , 读 
Seo f= inf SF, V), Ileo, 万 = sup I(F, V), 


分 别称 它们 是 了 在 zw 点 的 上 、 下 界 . 如 果 在 9 点 ,Swo, 让 
= (co)， 那 未 称 m 是 了 的 上 牢 过 鞠 点 ; 如 果 在 mo 点 , (20, 了 ) 
一 了 (zo) ， 那 未 称 me 是 了 的 下 秆 巡 炳 点 。 如 果 每 个 和 E 开 者 是 上 
的 上 (下 ) 牢 连 千 点 , 球 末 称 了 在 下 上 是 上 (下 ) 秆 连 粹 的 ， 

及 对 每 个 2EM, 记 吕 人 万 一 S(e, 用 一 Ta, f). 

引 轩 TI.2 江 对 每 个 正 数 0, 和 集 {z|w(z, 让 <0} 是 开 集 .， 

[EY 设 wlw0, f) <0 则 Seo f) <+%, Tw;f) > ~o0. 


因此 对 于 任何 正 数 << 言 (c 一 wzo)), 必 有 的 环境 六 使 得 


S(f, PV)<S (vo, f+e, I(f,V)>I(go, f)—s. 
从 而 当 ET 时， 

wr, EBS(F, PY—I(e, WV) <wtwo, 月 十 28<e， 
, 邵 六 Cw 有 <e}， 训 绕 ， 

“ 司 理 .2.2 诊 型 是 第 二 移 的 拓扑 室 间 ,是 开 上 的 上 牛刀 
村 曾 数 , 而 且 对 每 点 zo, T(zo, 门 > 一 cc， 那 末 在 对 中 必 有 了 的 
回炉 点 ， 

[证]】 任 取 正 数 6， 信 壮 开 集 0。= {2|w(lz, 让 <0) 是 稠密 
的 . 事实 上 , 任 取 EH 由 于 Tlwo, 了 了 ) 六 一 00, 这 及 EY 
使 I(f, 让 >> 一 so， 这 时 任 取 的 环境 CFP, 必然 IT(f, 0D)>> 
一 oo， 下 面 不 妨 识 了 (f, 加 <oo， 因 此 有 wE&D, 使 
Ff TIF, Ue, 
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I(f, DU) SI, f) <f0) 8 (%, f), 
由 (人工 ' 了 和 代 工 分 得 到 
mts, 用 一 了 一 工人 Fe Tf, VU) <0, 

好 六 与 0, 相交， 由 于 0, 是 稠密 开 集 ，fz|w ke, 用 之 0} 是 酌 朗 阴 
集 、 因而 由 M 的 第 二 焰 性 得 知 HH 岂 {silz; 了 ) 之 二 |， 因 而 
门 0;~ 世 |%(w, 用 一 0} 不 是 空 集 。 然 而 这 个 集中 的 点 是 的 束 
粮 点 ,所 以 f 必 有 一 连 炳 点 ， 施 毕 。 

引 理 I.2.3 发 @ 是 第 二 重 的 龙 性 拓扑 空间 , 允 ( 从 是 人 @ 上 非 
各 的 ` 下 中 过 蒜 诈 而 ,适合 如 下 条 件 : 

(i) 当 语 ,， hE 鲁 时 ， M(B) Oa) 和 Ca; 

(和 让) 当 怕 ES 村, M(B) = 一); 

(i) 当 hE 鲁 时 , lim Mf (= 看) 一 0， 
那 未 MM 在留 上 是 回炉 的 . 

【证 】 对 于 粹 定 的 正 数 s, 作 集 召 .一 入 | 阳 ( 及 二 8}， 由 于 
NCh) 是 下 年 过 灶 图 数 ，, 是 于 第， 由 夫 件 位 ) ,对 每 个 EE@ 必 
有 使 (二 内 二 序 大 En 如 . 因此 


(5 Sing,. 
然而 @ 是 第 二 阐 的 , 必 有 % 使 n 召 , 不 是 太 朗 和 集 . 又 因 @ 是 糖 性 折 
盾 空 间 ,h> 二 记 是 信 到 自身 的 拓 提 映照 ,所 以 吾 . 不 是 桩 衣 集 然 


人 
而 芋 , 是 二 人 ,因此 旦 , 必 合 一 非 空 开 第 六 .记忆 = 人 一 站 ,YE 了 Pj}， 
那 未 U0 是 0 的 环境 . 由 条 件 ( 员 , 当 有 =sw 一 y EU (4, YE 时 ， 
MRE Mr Mi 2s ‘T.2.1) 
对 人 性 一 20 当 wEzwo 十 口 时 ,由 局 及 (I:2:1)， 
[Mw) ~ M0) 有 时 他 一 5) S22, 
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所 以 是 \ 贺 是 速 炉 证 画 ， 证 汪 ， 


2 Banach 笃 闪 上 的 下 半 连 千 加 茎 谢 序列 

我 们 只 就 本 书 中 所 用 到 的 形式 来 物 示 开交 明 下 面 的 畏 果 ， 更 
一 般 的 情 沉 参看 1erahihaxT-BIIBEREH [L] . 

定理 12.4 吉 马 是 Banaoh 空间 ， {pr(9), 4 一 工 2，…} 是 
旦 上 的 下 定 连 类 上 吓 证 页 序列 (人 但 每 个 2 不 一 定 处 处 是 有 限 的 )， 
而 且 对 每 个 gE 古 , 上 有 使 各 人 9) 天 co, 那 末尾 有 m 使 ,Cy) 在 
鱼 上 是 有 限 的 .过 和 匾 的 ， 提名 新 瑶 , 存 在 和 与 正 数 "<cc, 使 得 

pop) olp|l, pvpEG, 
里 上 .上 是 更 中 的 范 数 . 

证】 作 中 中 的 阴 集 4, 一 {pip (Pp) 所 1 二， 对 于 每 个 gpg 二 古 ， 
必 有 使 ps8) <00, 因此 有 自然 数 上 使 ptg) 所 即 phd,. 
因此 

邑 一 1 (£4,). 


南 于 是 完 省 空间 , 它 具 有 第 二 各 性 ,因此 必 有 一 个 4 不 是 四 和 崩 
策 ， 但 是 44 是 关 和 集 ， 写 必然 包 合 一 个 球 {gp 一 gol < 上 }， 车 


HE 1 之 于， 于 未 好 十 poE fp lp 一 go 二 6} Ch4,， 因 此 
土工 go 所 过 和 得 z z 
人 (< 训 (p (+ 荆 po) tp (pL go) = 
所 以 当 则 GE 名 时 ， 
mb) < 证 毕 . 
$ .3 可 列 Hilbert 空间 ,装备 Hilbert 空间 
1”。 其 可 殉 范 实 闪 


宇 交 1:3:1 座 当 是 区 性 空间 ， {lg ll,, n=l1, 2, … 小 是 号 上 的 “ 
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一 刘 拟 范 歼 ， 称 由 里 按 投 距离 


plg, 从 -总 训 了 i p, WEB (I:8.1) 


所 成 的 米 性 的 距离 空间 为 醋 可 神 拟 范 空间 , {fp1s, % 一 2,…} 称 
做 定义 下 的 拓扑 的 拟 范 数列 

容易 看 出 ,这 时 不 妨 识 

[eli<lels<…< ple, (I-3.2) 

不 然 的 刻 , 把 划 gl。 一 1， 2，,…} 换 成 
， | 一 max pl 
那 未 {jg| 小 满足 条 件 (I.3. 全 而 且 利用 全 :3- 卫 造 出 的 相应 的 拟 距 
离 与 原来 的 拟 距 离 导 出 相同 的 拓 持 ， 

我 们 注意 , 这 时 鲍 中 点 列 {p 直 按 拓 赴 收 艇 于 9 的 充 要 条 件 是 
对 每 个 目 然 孝 品 ， 

limlp,— pl);=0, 


而 {9 中 成 为 盏 中 基本 点 列 的 充 要 条 件 是 对 每 个 ， 
: lim gm ~— gnls—0. 


Tb | 休 一 直 c 


定义 I:3.2 放 是 友人 性 空间 , | ja 与 多 1 是 外 二 的 两 个 葛 
数 . 如 果 对 于 按 | oj 与 1g1s 都 是 基本 的 点 烈 {pn}, 由 | 和 pa 一 >0 
推出 1p.] 一 0, 叉 由 上 gna>0 也 能 推 是 psl1>0， 那 末 称号 上 的 
这 两 个 范 数 hz 与 gs 是 相 容 的 

” 裔 多 是 入 性 安 间 , {gl,, n=1, 2， “十 是 叶 上 的 一 询 范 数 , 消 

是 和 性 (I'3:2) ,而 和 且 任 何 两 个 | 上 wls 与 |p 都 是 相 容 的 , 更 未 称 
$B 是 虐 可 列 范 空间 . 

卫 可 列 范 空间 是 一 神 特 殊 的 赋 可 列 所 范 空 ,、 尼 的 拓扑 他 是 
由 民 3 导出 的 。 

我 们 作 雷 按 范 数 |glz 的 完备 北 空间 呈 。 设 ES, 而 县 有 
民 列 《pnj 三 , 使 得 


Su0 月 尖 托 井 群 豆 磋 性 拓 井 宝 间 的 某 些 知 苍 [附录 工 
Bm jn 一 pn|: 一 0， lmlp—pn—0. (3 多 


这 种 多 的 全 体 记 成 本 ,显然 瑟 是 上 的 糖 性 子 实 闻 . 当 g Es 时， 
作出 至 中 满足 代 :3.3) 的 点 烈 , 由 (I-38: 全 ， lim | | gnls— [omls 
~0， 我 们 规定 

[9[s= lim ools. (1.8-4) 


科 作 首先 来 隐 钙 放样 的 定 多 [gb 与 点 列 {p+} 的 选取 元 关 ， 事 实 
lm [ya ls=0, limly phi—0, (18:5) 


作 fg 和 (L 3.3) , (I'3.) , 它 是 按 Lg (因而 由 (38-2) 也 
是 按 | py 的 基本 点 烈 ,而 且 lim ji 燥 一 2 和 一 9， 由 外 由 与 | 和 的 
相 窒 人 性, lim | 加 一 poja 一 0 所 以 lm [ya 一 Iim 1p;. 特别 当 
pE 务 时 取 ， pr 一 多 , 屠 末 按 和 在 .3， 汐 定 义 的 jg。 与 原来 的 范 数 -一致 ， 
双 当 p 后 画 ，{po 满 尾 条 人 人 .3.3) 时 ， 
Ip ~— gl lml| gm— pals, 

因此 

limlg— gls=0, CL:8.6) 


这 就 证 明了 镍 在 BB 中 的 舟 密 性 ， 再 证 Vs 按 | 是 完备 的 ， 敲 
{$j 之 吓 ， 按 范 数 gb 是 基本 的 .由 于 人 儿 在 妾 ;中 称 密 , 取 po 所 五， 
使 

1 一 一 ons< 卫 ， 1 一, 2， (LL.8.7) 


车 未 {fp,} 按 jp 也 是 基本 的 ， 因 此 按 ol 出 是 基本 的 .所 以 有 
gE 使 (I.8.8) 成 立 ， 这 样 , pE 辐 而 且 ( 代 .3.6) 成 立 ， 因 此 再 
由 (1.8.7) 得 到 / 

lj 一 和 | 一 


所 以 Bs 是 当 接 wp; 的 完备 化 空 阅 . 各 是 继 入 时 芍 下 去 ， 我 们 得 
到 下 面 的 车 抹 : 
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引 理 I.3.1 八 鳞 是 胰 可 型 范 空 间 ，fpj n 一 1 2, …} 是 
它 的 范 数 列 , 对 每 个 %, 可 以 选 到 古 控 lg|s 的 完备 化 实 间 4 全 得 
emp [7 1 ee PEP Le EPE LB 
中 理 I.8.2 是 完备 窗 间 的 充 要 条 件 为 


5=~ 站 本 . {1-8.8) 


并 姜 荆 


【证 】 琶 利 是 完备 的 任 取 9E | 了 人 在 人 中 探 汇 
数 jgp|, 称 害 , 有 各 E 下 使 


1 
下 panei 
那 来 当 人 忆 闻 站 时 ， 
| er 一 gm 到 有 PP 一 gtls 二 + | 中 一 pm» 


1 1 
|p gl:+ lp 一 gm|s < 十 元 。 


因此 对 每 个 mw， { 才 按 19 | 是 基本 的 ， tp 基本 点 列 所 
以 有 业 E 呈 使 得 
lim|y— pl =0, 
因此 9 一 站 ， 久 巧 下 ， 所 以 在 -3.8) 成立 . 
反之 , 珊 人 3.8) 成 立 ， 著 {9 志 是 划 中 基本 点 列 , 划 {pm} 也 
是 BB ( 按 上 p1.) 中 基本 点 列 ， 由 吏 , 的 完备 性 ,有 pp 中 EB 佐 得 
lim|pn— gp, =0. (I.3.9) 
但 是 本性 丁 ,所 以 gE 
[ogo— go lon—p "tpn — ph 
< |pm— gp "tt en "0 


因此 gg 名 一 gmtD, nm 一 1,2，…-， 放 这 个 元 素 为 p， 那 末 pE 站 $,, 
因此 gp 省， 再 由 (8-9) 知道 , {ym 在 全 中 收 就 于 gg; 序 画 是 完 
备 的 ， 证 上 比 . 

任 取 人 zzp， 这 时 钙 。 是 更, 的 子 空间 , 我 们 把 瑟 ，F。 分 别 看 
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成 按 范 数 gj, jpls 的 Banach 空间 , 得 到 全, 到 $$, 的 算 子 
: Tn:p ym, PEF,. 
由 (I'8:1) 知道 Tw”(m>m0) 是 各 性 有 界 算 子 , 称 下" 为 B。, 到 亚 , 的 
嵌 义 算 于 . z 
我 们 称 完 备 的 荆 可 范 空间 为 可 列 Banach 空间 . 如 时 定义 
虐 可 列 范 空间 甸 的 范 数 |g|, 是 由 于 上 的 内 积 {g, 四 ;车 出 的 : 
[pln= ~ tp, p),, 
那 未 称 下 是 可 列 内 积 空间 . 称 完 备 的 可 询 内 积 空间 为 可 列 Hilbert 
空间 . | z | 
『 例 I.3.1 发 4 是 实数 直 元 上 的 有 限 区 间 [e, 妇 ， 合 2 是 让 
六 上 无 限 次 可 微 钞 数 而 且 在 4 外 取 值 为 0, 这 种 画 数 全 体 如 做 
到 (J), 它 按 通常 的 画 数 运算 成 为 燃 性 空间 ， 对 每 个 pEK(4)， 
规定 


(pao (S| oI OB) nl, 2, +, (L810) 
其 中 gp 中 就 是 pg 记 上 oh 一 Vp, 四. 

显然 (人 少 按 仙 p1,, n 一 1 2，…} 成 为 可 列 内 积 空间 . 

性 9 是 让 底 上 具有 n 一 1 阶 全 这 粮 导 图 数 的 丽 数 ,而且 
pmEI2(4)， 及 9 在 4 外 为 0， 这 种 尔 数 全 体 志 做 到,(4)， 在 
KE。( 人 4) 定 义 内 积 (L.8.10) ,显然 , 玉 。(4) 狠 通常 的 画 数 运算 及 内 积 
(3.10) 成 为 HiTbert 空间 、 瑟 。( 力 就 是 忌 (4) 按 范 数 |g|, 的 完 
备 化 空间 ,而 且 1( 人 ) 必 Ks(4) 汪 … 刁 (4) 导 …， 

EK(N= (EKA), 


因此 天 (人 小 是 可 殉 Hilbert 空间 


2 ”线性 连续 世 画 空间 
融 二 是 荆 可 列 范 空 间 , 全 pj, m=1, 2,…} 是 它 的 范 数列 , 少 , 
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是 甸 按 |g 的 完备 化 空间 ， 这 是 Banach 空间 ， 论 中 为 呈 , 的 
共 示 安 需 ,其 中 的 范 数 记 做 


_ gupn [F (9) | . 
[FI SD Er 了 FEeD, 遇 


当 mw 庆 r 时 , Bs 的 元 素 看 成 Bm 上 的 活 画 时 按 名 mw 的 范 数 也 是 
过 种 的 ,类 人 册 地 汗 成 罗 上 的 这 阔 时 控 上 的 拓扑 也 是 速 核电 ， 我 们 
记 和 用 上 的 覆 性 连 和 车 证 本 全 体 所 成 的 颖 人 性 空间 为 1， 那 未 有 
SiCFEIC- CHC-…CS1, (I.8.11) 
谋 且 还 有 关 邓 式 


Bim | ) St (I.3:12) 


ml 


事实 上 ,车 也 ET1, 则 必 有 正 数 s, 使 得 当 p EB, plg, 0) < 


时 |F(g)|<1， 取 mw 充分 大 使 丸 训 < 半 ,又 取 正 数 8<1, 使 


得 工 < 总 , 屠 末 当 jplw<6 时 ， 


S$ 1 < 1 
p(9, 90) <TTH 放 曾 +, 汤 , 训 < 


因此 | 也 (gp) |<1，. 所 以 对 一 切 pEB，| (gp)| < 二 1g|， 序 


也 E DH， 这 就 得 到 了 {I.8.12)， / 
识 名 是 可 列 内 积 空间 ,{(p; Js w 一 1, 2 … 沾 是 定义 它 的 拓 
提 的 一 列 内 积 ， 认 (gp 们 ,8p, 几 E 生 是 萝 上 的 ( 另 一 个 ?内 各 ,而 
且 关 于 古 的 拓扑 是 过 秆 的 .， 换 人 名 话 襄 , 存在 正 数 6, 使 得 当 p， 
ES, plg, 0) <e, pO, 0) < 时 ,| (9， 沙 ) | <T。 利 用 前 面 的 君 
论 知 道 ,这 时 有 正 数 6 及 自然 数 no, 使 得 当 | gp 上 <5, 上], 过 5 时 ， 
| {gp 内 | 过 1， 因 此 
(gg, lM lel, 多 ,交大 更， (I-3.13) 


这 里 闻 一 高 


我 们 把 当 按 新 的 内 积 (p, 由 完备 化 , 得 到 一 个 Hilbert 空 闻 
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吾 沪 BB， 由 于 瑟 是 内 积 实 间 , 按照 通常 的 习惯 , 把 豆 与 它 的 六 性 
回炉 让 夯 宏 间 一 至 化 ,对 每 个 EE 瑟 , 把 Eg 一 (8, 各 看 成 皇上 的 
机 性 证 面 , 导 末 由 (3.18) ， 
| 的 二 VON (€, 0 <Y WE é) gl,, 
因 地 58:9 王 (g, 介 , pS 就 是 旬 上 的 米 性 连 粳 江 画 而 匡 2Et. 
在 这 种 意义 下 , 吾 诗人 畦 这 样 我 们 得 到 了 空间 超 
THCE. (LIL.3.14) 

称 这 个 空间 粗 为 装备 Hilbert 宏 间 ， 

[ 例 I.3.2] 我们 在 及 (4) 上 引进 内 积 

/ (po DW | pW TD, 


那 来 区 (4) 接 (p, 如 的 完备 化 空间 是 (小 ， 这 时 下 (1 训 是 
广义 画 数 空间 , 罗 (4) CI2(4) CK1( 小 就 是 装备 Hilbert 空间 . 
8。 准确 和 空间 
[ 例 I.3.8] 发 玖 ~ UE(4,), 4, 一 [--%,%]， 在 诺 中 规定 
元 素 列 {po} 收效 于 yy (二 做 pn 一 9) 的 意义 如 下 : 存在 一 尼 使 
{pn}, PEKR(L), 而 且 {ge} 按 区 (4) 中 拓 扩 收 镍 于 gq. 
敢 / 是 上 上 的 炎 性 活 疼 ,如 果 当 {o 政 铬 于 8 时 了 (gw) >f (gp)， 


SY 是 五 王 的 覆 性 过 园 泛 画 . 可 以 证 明丽 是 {KK (4 ,1 
小 的 淮 确 和 空间 (内定 多 4 和. 人 5)， 


附录 I 有 关 Hilbert 些 间 上 泛 醒 
分 析 的 某 些 知识 


8$II-1 五 ilbert-Sehmidt 型 算 子 ,核算 子 ,等 价 蛋 子 


1° 了 H.S. 型 算 子 及 核算 子 的 基本 性 质 


这 里 只 限于 考察 Hilbert 宏 间 的 情 党 . 

发 五 和 人 G 是 两 个 Hilbert 安 间 ,全 是 五 到 中 的 灵性 双 连 
种 算 于 .全 T* 表示 也 的 共 示 算 于 ， 那 末 TT 是 互 到 太 中 的 鲁 
” 往 全 过 蒜 算 于 ,而且 当 gE 吾 时 ， 

(TTp, 9) 一 (Tp, Tp)>0, : 

所 以 了 TT 双星 正 的 全 迷 唇 算 子 ， 根据 自 共 疗 全 速 炉 算 了 于 的 攻 分 
解 定理 , 必 有 二 中 就 范 次 净 向 量 柔 {6x} , 忆 及 畏 7 的 特征 值 愉 > 盖 0， 
司 得 当 gp 七 吾 时 ， 


PTg= (pe (II'11) 
合 加 一 元 1 
(fm， g) -大 (Ce, 了 了 em) ~ 一 《人 1'e,, em 一 0 Hh 


这 里 5,,m 是 Kronecker 的 858， 因此， 0 是 台中 的 就 范 站 谤 系 ， 
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对 每 个 gp 亡 瑟 ， 必 村 名 上 48.} 而且 使 p= 一 访 (8 6}94 十 吕 ， 内 于 
wl] {8}, ELT*TY, BP TY, TH} =0., 因此 Tp=B(P, 0)Ten， 从 
下 

-2 (CP, Er) fs, (ITE.1.2) 
这 里 知人 00， lim 和 ,一 个 


定义 II-1.I 如 果 在 (IE 江 由 中 习 颈 < co， 那 末 称 下 是 
Hilbert-Schmidt 型 算 了 于 , 利 写 为 H., 8B. 型 算 子 ， 和 如果 在 ( 二 .中 
pb 之 oo, 那 末 称 人 是 核算 子 . 

显然 , 核算 王 必 是 H. 8, 型 算 子 , 但 二. B. 型 算 子 不 一 定 是 核 
算 子 ， 有 了 跟 秩 (部 值 域 是 有 限 锥 的 ) 六 性 连 征 算 了 于 是 核算 子 . 

| 理 IT:i4.1 褒 卫 是 Hilbert 空间 上 到了 Hilbert 罕 间 会 中 
的 多 件 有 界 算 子 , 那 示 外 是 瑟 . 8. 型 算 子 的 充 要 条件 是 了 ez 为 核 
算 于 . / 和 

[证 】 必要 性 是 显然 的 反之, 洪 TT 是 核算 子 , 划 必 有 %， 
>0, 卫 X<co 及 殖 中 就 范 看 交 系 使 (IL'1.1) 成 立 , 因 此 (IT:.2) 
也 成 立 ， 由 是 可 知人 了 是 你 连 闲 算 于 而 且 是 瑟 . 8. 型 算 子 .证 堵 . 

理 开 ":I1.2 座 了 了 是 内 积 空间 五 到 Hilbert 空间 字 中 的 内 
性 全 连 棱 算 子 , 那 末 由 是 于 .8. 型 算 子 的 充 导 条件 为 存在 焉 数 条 ， 
使 得 对 于 瑟 中 的 任何 就 范 直 交 系 {g 小 ,总 有 


Srp NSM, .1.8) 


[ 送 】 改 玫 是 互 . 8, 型 算 子 , 那 末 分 别 有 百 , 9 中 的 就 范 直 
交 采 {8} ,和 9} 合 (T1419 戌 立 ， 由 (了 I:: 久 , 当 gE 及 时 ， 


Tgl— DN Cp, 和) GET- 和 
如 果 {p} 是 互 中 的 就 范 直 交 系 , 那 末 由 Bessel 不 等 式 得 到 
全 | (Pn 6,) | < es ?=1., (IT:1.5) 


因此 从 ( 芽 :1:4) 和 (I 民 : 辐 得 到 
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Srp = 《en 6v) |° < Xe 。 
只 要 取 型 一 了 入 <eo 就 得 到 (L113). 

反之 , 裔 有 闭 近 00, 使 ( 开 "1:3) 对 五 中 一 切 就 范 直 交 季 1p} 
成 立 ， 作 分 解 式 (I1:1:2), 取 yg, 一 8,, 政 未 由 了 Te, 一 Av9, 及 (TI:13) 
得 到 卫 NR<eo 

[ 注 ] “只 要 假发 下 是 六 性 有 界 算 子 , 当代 I'1.:3) 对 一 切 就 范 
站 奖 了 系 成 立时 , 由 就 是 全 连 千 的, 因而 是 下 .5. 型 的 ， 

引 l 理 -1.8 发 了 是 Hilbert 宏 间 及 到 4 中 的 卫 9B. 型 算 
子 , 则 下 是 好色 互 中 的 五 ,及 . 型 算 子 . 

【 诈 】 我 们 知道 这 时 TD* 地 是 全 连 苇 的 . 车 节 小 是 邓 中 的 或 
范 碍 交 系 , {pw} 是 于 中 的 完备 就 范 直 交 系 , 那 未 由 Parseval 等 陈 
和 Bessel 了 直 等 式 得 到 

= 之 之 | CT™p,, p,) | 
=D To ) < ZITp.l. 
由 引 理 耳 :1.2, 有 正 数 邓 使 (II.I.8) 成 立 , 因 此 
pd 晓 ， 
再 对 天 应 用 终 | 理 开工 .3 朗 知 7" 是 互 .B. 型 的 ， 

| 理 IF-1.:4 由 Hilbert 空间 五 到 G 中 的 天 .名 型 算 子 按 加 
法 及 数 双 成 为 糠 性 宏 阳 ,车 卫 匡 妨 到 中 的 二 .9, 型 算 于 ,上 是 
Hilbert 室 间 五 , 到 瑟 的 多 性 有 界 算 于 , C 是 到 Hilbert 空间 
Gx 的 杂 性 有 界 算 子 ,其 TB 与 OT 是 耳 . 8. 型 算 于 . 

【 语 】 利用 引 理 IL':1-2 很 容易 知道 王 .B. 型 算 子 宜 成 厂 性 至 
并. 阁 工 是 H. 8. 型 ， 0 是 有 人 神算 子 ， 由 条 件 (II'13) ,对 天 中 性 
和 何 就 范 直 交 系 {pbs} ， / 

lOTp,|’ <jlclszlzpsls<jclaa. 
再 由 引 理 了 .I.23，CF 是 也, 8. 型 的 . 
车 人 是 耳 .8. 型 的 ,B 是 米 住 有 界 算 于 , 那 未 了 也 是 再 .5. 型 
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的 ,因此 BT* 是 王 .8. 型 算 子 ,再 由 引 理 I-1.8, TB 一 (B*T*)* 是 
HH. 98. 型 舶 ， : 
再 烙 出 本 书 中 用 到 的 有 界 自 闪 顿 算 子 为 是. 8. 型 的 条 件 ， 
定理 IT.1.5 设 是 Hilbert 空间 互 中 的 有 界 自 共 顿 算 子 ， 
如 果 存 在 正 数 下 一 ce, 使 得 对 于 五 中 任何 有 限 个 适合 条 件 
(rh 0) = (1:1 .B) 
当时 By, =, Ei=1, 2, 和 (LL.1.7) 
的 回 量 w1,，…'， Hn, 恒 有 
DBm, mE EK, (1:1.8) 
那 未 了 是 王 . 日. 型 算 子 ， 
【证 】 {i) 先 证 明 若 Xo 是 瑟 的 请 点 , ho 了 0， 则 为 是 琵 立 谭 
点 ， 不妨 训 ho>0， 袁 {本 ,, a< 和 < 四 是 算 了 于 昌 的 讨 季 ,如果 o 不 
是 独立 的 ， 例 如 有 一 列 说 上 塌 小 于 wo 而 收 仇 于 ho， 闭 未 必 有 长。 ， 
{pn} ,使 得 


Np pm | 


I BCE 0, 任 取 癌 量 Tn 全 (BE, — EB, )H, Jn | =1, 那 来 对 
每 个 i 适合 条 件 (II-I.6) 和 (TIT.1.7X 因 为 (再 ,一 百 .,) 瑟 
是 吾 的 未 变 子 空 因而 且 彼此 址 变 )、 然 而 


下 
(Bow, m2) =) NG (Barn, m0) > | day, on) 


> 名]? QT.1°9): 


因此 ,从 (I:1.:8) 和 (II'1.9) 得 到 
9 ( 半 ) < 2 (Bx, ne) 2 
但 史 是 任 剖 的 ,这 是 矛盾 : 因此 非 和 如 点 是 孤立 点 ， 而 且 也 就 必须 


年 特 征 值 . 
这 ) ,相应 于 如 的 非 堆 特 征 值 ) 的 特征 问 量 空间 HH 必 是 有 


和 证 人 Hilbert-Schmidt 昏 算 子 ,核算 子 , 枉 价 算 子 8665 - 


限 欠 的， 不然 的 评 , 存 在 豆 ,。 中 无 限 个 就 范 次 交 向 量 {2%} ;对 每 个 
,1 7 Tn 仍 适 合 (0:1: 信 和 (011.7) (注意 到 已 im 一 konj 。 然 
而 这 时 《II 江 .8) 化 威 。 

nh 2 
”这 岂 是 不 可 夷 的， 由 志和 (就 知道 8B 是 公 过 种 算 寺 ， 


iii) 敢 IT 是 号 的 特征 信人 全 体 ， TH Tay 


oo， … 是 相应 的 就 范 直 交 特 征 向 量 系 , B 的 特征 分 解 是 
Bo™ > ul9, mm (TI0) 


那 示 对 于 性 何 I ms 适合 条 性 (ITI*1:6) 和 (IIL-1-7)， 这 时 ， 
(ITI-1-8) 和 化 成 | 
富 同志 到。 i IL.11) 
把 (II" 寺 :2) 与 (11:14.10) 比较, 持 壬 意 到 (IIL:1: 11), 郎 知 召 是 五 .人 
型 算 子 . 证 堵 ， : 
仿照 定理 本 .1.5 的 证 明 可 以 得 到 
”定理 II.1.6 裔 B 是 Hilbert 空间 豆 中 有 界 自 共 回 算 子 ,如 
果 存 在 正 烙 区 <oo, 使 得 对 于 吾 中 任何 有 有限 个 适合 条 件 (I :1.6) 
(二 让 的 同 量 1， yp Tns 恒 有 + : 
BiB mR, (L112) 
那 未 吾 是 核算 子 . 
当 BB 是 核算 于 时 , 读 
1 Bi=sup | (Brm, m) 
这 里 sup 是 对 满足 定理 本 -1-6 中 条 件 的 {00 取 的 , 称 之 为 迹 范 数 . 
I 注 ] 在 定理 二 :1.6( 定 理 开 1' 辐 中 ,只 要 对 五 的 某 个 稠密 
糠 仁 于 空间 中 满足 条 件 WIT 全 于 全 的 识 交 ?in， (11.12) 
(相应 好 (II:1.8)) 成 立 , 定 到 的 精 叭 仍然 正确 . 


| 


"Tr 


366 有 关 Hilbert 经 间 上 沦 画 从 析 的 某 些 知 阮 ”附录 开 


下 面 再 求 考虑 卫 . 9. 型 算 子 和 核算 于 的 关系 . 

定理 I1-1:7 画 个 互 .8. 型 算 子 的 积 是 核算 子 . 

【证 ]】 设 有 Hj, 于 s,s 是 三 个 Hilbert 室 间 ,了 C 分 别 是 吕 。 

到 Hs, Hi 到 二 > 的 瑟 . 98; 型 息 子 ， 记 人 一 BO 它 是 号 :到 羡 s 的 
年 连 种 算 子 . 由 (1.2)， 必 有 二 1 中 就 范 让 交 向 量 对 tev} 及 Hs 
中 就 范 查 交 向 量 条 {gw}, 数 )>>0, 使 得 
了 人 一 之 ht 6n)} gn, 

现在 要 泪 明 的 是 


Pho0. 


An 一 (pr， gn) = (BO'e,, gr) 一 (Ue,, Bgn) 
去 豆 (Ca 十 1B"goj. 


事实 上 ， 


利用 引 理 工 : 革 .3, PF" 是 耳 . 8. 型 的 , 由 引 理 开导 ,2， 
> 


[ 注 ] ”也 可 以 证明 核算 也 一 定 可 以 分 解 成 两 个 互 . 8. 型 算 子 
的 积 . 

再 写 出 刊 断 算 子 为 核算 子 的 另 一 个 常用 的 条 件 . 

定理 IT.1.8 惟有 太 是 Hpbert 室 间 右 到 Hilbert 空间 好 的 
竺 性 筑 于 .如果 分 别 存在 豆 和 C 中 的 两 族 向 量 笋 和 {Wj} ,使 得 
下 有 表达 式 罗 

To=T(gp, hb 放生 五 ， 
而 且 
> < 一 ce， (II-1:18) 

那 末 全 是 核算 子 . 
_[#E] 根据 QI.1-18) , 不妨 蛋 艇 ,} 和 fj} 是 可 列 的 ， 作 算 于 


Tp- (ly A ppEH, 


$I:1] Hitbert-Sohmidt 型 算 于 ,楼 算 子 , 符 价 算 子 . B67 
半 未 了 ,是 有 限 秩 纤 性 束 炉 算 子 ,因而 志 全 连 炉 的 又 因为 

1 一 2 同一 | 总 9, i) pl 福生 ww 
所 以 由 ( 开 -113) 得 知 


ij 了 一 了 =0, 


这 样 一 来 ,了 是 从 连 秆 的 , 作 也 的 表达 式 (II. 工 -分 ， 再 利用 Bessel 
不 等 式 得 到 | 
之 和 一 之 :| 局 ， #5) | 所 之 之 | (es， Ry) Ct gl 


CN DEC 
<Blhldbl<%, 
所 以 也 是 核算 子 ， 证 声 ， 


2 鲜 竹 算 子 
J. 了 eldrman 呈 在 研究 Gauss 测度 的 相互 等 价 性 附 引 和 进 闻 下 的 
等 价 算 子 概念 : : / 
定 久 IT.1.2 褒 4 是 二 ilbert 空间 了 吾 漳 Hilbert 空间 所 的 
纺 性 算 子 而 且 具 有 如 下 性质 : 
(i) 4 是 互 到 下 上 上 的 拓扑 轴 照 ; 
(ii 4"4 一 工 是 吾 上 的 互 .8. 型 算 子 ， 这 里 了 是 五 中 的 恒 
等 算 子 ， 
那 未 就 称 4 是 (五 到 尺 上 的 ) 等 价 算 于 . 
我 们 注意 ,在 上 述 定 处 中 条 件 重 ) 可 以 换 成 
(DD! vA"A4 一 了 是 五 上 的 了 H.8. 型 算 子 . 
事实 上 ,车 44 是 等 价 算 子 , 4*4 一 T= 荆 , 了 了 为 自 共 屯 也 .有 . 于 
算 子 , 设 它 的 特征 展开 式 是 
To~= Bh (yp, en6s, Ano0, hn>—1, 
其 中 8 直 是 瑟 中 就 范 直 交 系 , 那 末 容 易 算出 
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CVAA Tp Vv 1 十 入 一 站 (pm, En) en. 
然而 ~ 人 工 十 和 一 4 是 实数 再 且 好 (入 生 十 一 1)? 才 卫生 co， 所 以 

人) 成立， 

反之 ,党 (说 ' 成 立 , 记 SS 一 VA4 一 TT, 草 

由 本 一 了 一 (十 筷 ) 阁 一 了 一 29 十 全 3 ， 

显然 (ii) 也 成 立 . 

定理 1L:1.9 寺 价 算 子 的 首 算 于 ,兴旺 算 子 ,两 等 价 算 子 的 积 
都 是 等 价 算 子 . 

[ 芷 】 说 4 是 五 到 尺 上 的 等 价 算 子 , B 是 GG a K 上 的 等 
价 算 子 , 扩 证 4 古寺 价 算 了 于. 显然 4B8B 适合 等 价 算 子 的 条 忻 {)， 
记 

A*A=I+T, Q=~vVFB-I+S, 

“由 条 件 ( 放 和 (并 入 都 是 耳 .8. 型 算 子 . | 

股 2EG BH Qe-0, MN Bel?~ (了 Bo 2) ~ (Qw, 2) -0, 但 
BY 存在; 所 以 z=0， 部 上 不 以 一 + 为 特征 秆 , 故 一 1 是 委 连 秆 
算 于 5 的 正则 点 , 因此 人 十 S 一 在 全 空间 定 必 且 是 有 界 的 。 作 
六 = 3BQ- 于 来 人 是 他 到 页 的 一 一 映照 ,而 且 当 z 所 他 时 ， 

(Vr, Fe) 一 (下 人 YY, BQTIg) = (下 BQTo， Qi) 一 (人 #), 

所 以 玉 是 中 到 尺 的 西 算 于 . 因此 : 

(AB)'(AB)= QP "AAV QAITHIT OQ 

T+(28+ "TFS "TPES TN) 
因此 由 引 理 I".4, 《4B)*4B) 一 是 五 .S. 型 算 于 , 朗 4B 是 等 
价 算 子 .对 定理 的 其 余部 分 ,可 以 类 似 地 放 明 . 


3 扩 里 阅 
定 必 1-1.:3 讼 盏 是 可 测 Hilbert 空间, fo 国人 是 它 的 内 
积 列 ， 名 是 四 按 人 9 由 的 完备 化 空间 , 当 向 宇 %w 时 ,他 * 证 中 到 j 
B, 中 的 谍 人 算 于 .如 时 对 每 个 mw， 必 有 w 宕 mw, 使 Tr 是 核算 子 ., 涵 


EN 
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未 称 狐 是 核 空间 ， 
更 于 下 个 瑟 . 总 . 型 算 子 的 积 是 核算 子 《 昂 定理 I 工 . 7 ， 我 佣 ] 
容易 看 出 可 列 Hilbert 空间 成 为 核 空 间 的 齐 要 条 件 是 对 每 个 %, 必 
有 入 关 % 使 ZT* 是 更 ,到 下 的 耳 . 9. 型 算 子 ， : 

双 和 由 于 有 界 算 子 与 核 ( 卫 . 8B. 型 ) 自 子 的 积 仍 是 核 ( 耳 . 8B, 型 ) 算 
于 ( 见 引 还 开 .1. 仙 ;我 们 容易 看 出 ,可 欧 Hilbert 空间 成 为 核 空间 
的 充 要 条 件 是 存在 一 型 自然 数 

的 
使 得 Tam 为 核 (或 再 . 8. 型 ) 算 子 ， 

[ 例 IT 是 尼 Cd)( 晃 例 工 83. 全 是 核 空 冰 . 

我 们 先 来 栈 明 Kra(4) 到 忌 。( 人 的 嵌 大 算 了 于 下 寺 是 瑞 . 避 ,型 
算 子 ， 为 书写 方便 起 网 ， 融 4= [0, 32m]， 训 站 (Cd) 为 4 上 具有 
-9 一 革 阶 全 速 矿 导 画 数 而 且 其 冯 阶 导 画 数 (几乎 处 处 有 意义 ,) 平 方 可 
积 的 画 数 p 至 体 ,被 通常 的 药性 运算 及 内 积 (.，') 所 成 的 Hitbert 
空间 , 那 末 下 (4) 是 豆 2(4) 的 线性 于 子安 间 ， 计 忌 2(04) 到 乓 sd 
的 投影 算 子 为 Ps， Khia( 候 到 民 ,( 人 1) 的 收入 算 子 是 As, 区 ni (4) 
到 及 ,i1( 小 的 嵌 大 算 于 是 0,41, 那 末 

Tn =P 1 
由 于 0wz,P, 都 是 六 性 有 界 算 子 , 根据 引 理 I.1-4， 只 可 证 明 44， 
是 耳 . 和 B. 型 算 子 , 那 末 加 +1 就 是 耳 . 8. 型 算 子 丁 . 
开店 的 就 范 让 交 素 {on) : 


gmt) = 一 0， 土 1， 土 2，…， 
A 


又 作 玉 n4) 中 的 就 范 交 交 订 {gn}: 


Ym (2) VY Em } 


对 了 车 每 个 pK,(4), 将 它 展 开 戌 Fourier 航 数 就 知道 


i 二 人 ， 土 二 ， 圭 2， …… 
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了 NmP, em) ntigm CII:1.:14) 
而 
Am — 总 (IT.1.15) 
事实 上 ， dT- + 141 唆 (LIL. 1 -15) 是 由 
/ 7 (0) = peo-matem 
以 及 利用 分 部 积分 而 得 的 公 并 
| (P, Gm) nf1— om 
推出 的 、 由 (II.1 115) 容易 算出 卫 双 一 co, 因此 4 是 耳 . 5. 型 算 
十 。 


8 II. 他 Hilbert 宣 辣 的 张 最 积 


和 如同 有 限 外 空间 的 张 量 积 一 样 ， 可 以 定义 无 限 共 宏 间 的 张 量 - 
积 . 本 书 中 只要 用 内 积 宏 间 的 张 量 积 (参看 所 Von Neumann[2] )， 

定义 -2-1] 诊  ,…, 久 ,是 nn 个 向 量 空间 ( 璧 如 复 季 数 的 )， 
我 们 考察 % 元 共 轩 多 性 泛 丽 (fs, …, 7)， f,E ,vv 一 1, 2,…， 
n,. 朗 廿 适合 条 件 

(i) 十 (af (为 复数 

(i). EB, fot ge, 0) = fo Be, Gy 1), 
这 些 ” 元 糖 性 泛 西 全 体毛 限 通常 的 泛 画 加 法 同 泛 本 与 数 的 乘法 成 
为 区 性 空间 , 记 做 IH ®@$,. 

下 面 再 进一步 假 识 ,是 内 积 空间 . z 

特别 , 当 凡 Ez 一 1 2, …, ww 时, 认 活 丽人 名 (所 ,万 ) 
-天 (下 f) 为 开 四 形 或 月 四 … 因 下 .我们 把 一 切 形 如 

Li IT 四 六 sy 记名 (ll.2.1) 


=1 


§ 了 ,9 Hilbert 空 虽 的 强 县 积 871 
的 法 图 全 体 所 成 的 炎 性 空间 记 做 TL' 罗 名,， 如 果 叉 有 


= 2 [Be 9 ES,, (I.2.2) 

我 们 规定 

CD 

引 理 全 2.1 《 开 .2.8) 式 规定 的 (@, 多 ) 只 依 业 于 活 醒 和 

寻 抽 和 亚 , 守 的 表达 形式 (I:2.1), (IL2-2) 无 区， 而 且 是 
[1' @g, 上 的 内 积 


【让 任 取 全 的 两 个 梁 达 式 ， 将 沁 们 祖 疲 得 到 一 个 形 如 
(1.2-1) 的 表达 式 , 但 其 中 B=0。 要 放 明 (2 3 与 旬 的 表达 式 
无 关 ， 只 要 在 (IT.3. 中 =0 的 情 六 下 谣 明 (IT'2-f) 的 右边 为 
0 好 了 .然而 (11L'2.3) 可 号 成 z 

(TB, 亚 ) > sg | Mu) 3 : {IT.2.4) | 
所 以 当 咎 -0 时 ，ATE3 4 式 为 0, 因此 (323 与 于 的 表达 形式 
无 关 ， 注 意 到 ( 盏 , 煞 ) = ( 醒 , 二， 立即 知道 (II.2.3) 与 轨 的 者 尖 
形式 无 关 ， 

双 ( 西 ,多 ) 关 于 区 显然 为 粮 性 的 ， 我 本 再 亦 明 对 一切 用 ， (S$, DD) 
>0, 我 们 注意 对 任何 复数 钥 E1, ***, 1 

> 0 人 pti >0， 


z 因此 方 阵 (( 隐 pr) )9a=uao 是 非 贯 定 的 . 这 时 这 个 方 阵 必 是 
有 限 个 一 秩 障 Ca8yo 人 I=1, 2, ,1 3=1, 2 ; A 和 , 四 此 


4 讽 一 人 mpnyra2 和 是/ 行 ; 列 碍 页 定 障 , 期 全 有 行列 划 障 王 一 全 po， 
司 总 一 4dD*y 这 里 XL 基 对 角 随 , 而 对 骨 米 上 的 数 是 王 前 竺 征 备 短 y 和 v 这 站 ， 
因此 于 是 工人 个 一 秩 阵 
Cp hy) (gy Np) ) p, gl ot 
的 和 。 
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(5, D> TD Daa 


la-et f=1l w=1 


x0. (CIT.2.6) 


有 
1 


由 (IT.2- 肪 立 朗 推出 Scbwartz 不 等 式 
| 5, DY | Ev EB, $) (PV, BP), 


因此 车 BE 再 GOS.， (5, B) =0, 则 对 一 切 罗 €E IT S$,, (5, 到) 
一 0， 特别 取 多 一 J1 @ 放 , 产 E 人 ,就 得 到 


TG, f) =—(5, I ®7,)=0. z 


因此 一 0， 这 就 证 明了 (G， 一 ) 是 内 积 . 让 替 . 
下 面 各 是 在 It®S, 上 取 上 述 内 积 成 为 内 积 空间 , 妓 


1 下 一 /全国 . 
ci ， ， 
I @®#| -Te. 
又 因为 当 和 6E TI'@S。 时 ， 
Bf ”3 f={g%, 1 ®#,), 
所 坟 


IC slG1 直 1 mr2.9) 


引 理 开 -2.2 设 {G}, 8 一 1, 史 … 是 了 @@S, 中 的 基本 序列 ， 
则 必 有 古 E IT @S, 使 得 
P(Afs, ss fn) = Hm Bn, 本 了 


对 一 切记 ES,， y=1, 2 
KE】 由 (IT.2.6) 得 到 


fs Fo) — Be fy, FS NBG I Hf 


» me ee 


TIr.3 HiTbert 宅 阐 的 张 遇 积 378 
因此 对 任何 一 粗 国定 的 户 ,…, 记 ,lim 杰 ( 疡 …， fs) 存在 , 读 它 为 
(万 f) ,这 是 元 泛 图 . 容易 哈 证 四 (fz,…; 7 E 加 各. 
全 条 四 各 为 并 多 人 中 适合 下 述 条 侍 的 省 面 瑟 的 全 体 : 在 

在 了 TGS 中 基本 点 列 姬 小, 使 当 疡 E 名 时 ， 
G@(F rs Flim fy 《GT2 人 7 


这 时 称 {j} 为 唱 的 定义 序列 、 若 位 E 下 @$。，{ 四 必 是 它 的 定义 
序列 ;规定 器 和 轨 的 内 积 为 - 四 
($, P) = lm(B,, BP,),. (11.2.8) 


显然 (8$, 色 ) 与 惠及 色 的 定义 序 烈 无关 ， 而 且 区 $, 禄 内 积 
(IT.2-8) 成 为 内 积 室 问 . 著 填 也 阁 易 由 引 理 工 .2.2 推出 

定理 II.2.8 I 名 成 为 Hilbert 空 则 、 

定义 II.2.2 称 Hilbert 实 间 本 @Si 为 内 积 空间 全， 名 
的 张 量 积 ， | 

事实 上 , 1 @g。 是 HS 的 完备 化 空间 . / 

[ 例 I-2- 们 恰 信 一 (9 和 8, 了) v 一 2，…, 旬 是 一 族 测 
度 空 间 , 249,) 是 0, 上 可 测 的 平方 可 积 画 数 全 体 按照 通常 的 入 性 
运算 和 内 积 (Ff, 一 | 了 (ew) RorP,(w,) 所 成 的 Hilbert 空 间 ， 
合 Q 一 (G, 名 ,了 ) 是 0Q1,… ,0 的 乘积 测度 空间 , 那 末 当 更 EIP(O) 
时 , 二 可 以 神 为 4 元 泛 责 , 即 当 f ET?(Q.),v 一 4，2,…, 4 持 ， 

Bf 有) 一 | BF) re)dP (0), 
= (wm Wn). 


这 样 , 直 @f. 序 是 于 (DO) 中 的 面 数 广 (oD)… 记 (ow)。 容 易 看 出 
TP(G) 就 是 强 量 积 伍 @T2(Q,). 


Brd 辱 闫 HEilbert 空间 上 汉 加 慷 析 的 蘑 些 利 训 [附录 下 

下 面 考察 各 一 … 一 各 一 和 的 情况 记 8 站 为 [8 入. 合 芒 
是 1，2,…, 克 的 一 切 汗 换 所 成 的 对 称 群 。 当 mEE 吕 时 , 合 严 全， 
… 分别 素 示 1,…， *# 在 组 换 下 下 的 灶 果 . 作 [oo 中 的 各 
狂 算 于 (om) 如 下 :当面 = 袜 匡 G@jP ,jg Eg。 时 ， 


Vr) = > | Caf en, 


容易 看 出 Vo) (wn) 是 TI'S, 到 自身 的 楼 性 算 子 ， 而 且 是 丁 算 子 . 园 


P| 11'@$, 在 台中 入 客 ， pm (rr) 可 以 唯一 地 延 拓 成 人 mw 到 已 自身 
的 西 算 子 .更 进一步 ,一 了 (5) 就 是 对 称 群 如 在 Hilbert 空间 
SY 上 的 西 表示 (本 表示 的 定义 见 .8)， 

群 马 中 元 素 共 有 tl 个 ， ,我们 作 SS" 上 的 龙 性 有 界 算 也 


Cn)， 
这 是 Ym 空间 中 投影 算 子 ,事实 上 ,由 "(wm)* 一 Vw 得 到 
: Sr DV) Ss. 
任 取 mE {rr!|z'EDB} 一 {ir|w'E 3} 一 马 。 因 此 
VO) SV) 一 So 一 She)。 (L120) 
从 而 


n=— Dy, 


(II-2.9) 到 孝明 了 89, 的 象 型 ,一 SS 中 的 向 量 对 一 切 玉 V(x)， 
TED, 不 变 ， 称 茧 , 中 张 量 为 乞 榴 对 称 张 量 , 称 型。 为 部 阶 对 称 蛋 
量 空间 ， 称 投影 筑 子 5 为 对 称 化 算 于 . 

n 阶 对 称 张 量 空间 接 内 积 (, 多) 成 为 Hilbert 空间 . 

[ 例 IT-2.21 在 例 工 .2:1 中 例 全 = 人 0 一 … 一 0,, 那 末 有 (DO) 
中 的 对 称 张 量 就 是 [7(Q) 中 的 对 称 画 数 了 (w)， 换 言 之 , 对 一 切 时 


SI5 群 的 丁 开 未 78 
挽 并 全 和 ， 
fF (wa 四 ca) — f(r "0*, rcn)) 。 


可 理 开 .2.4 设 {9,} 是 名 中 完备 就 范 诠 交 秒 , 那 末 ? 


和 Eh 7 O90 O97) ， 0<h, Dh (II.2.10) 


成 海 % 对 各 避 避 空 介 的 完 各 就范 站 交 尼 

【 凌 】 (1IL.2.10) 最 然 是 就 范 直 交 系 ， 只 要 证明 它 的 完备 性 ， 
任 取 gEM,, 若 它 和 (I.2.10) 中 向 量 直 交 , 则 (g,5 9TG- -gt)) 
一 {S0609 站 二 0， 热 而 名 中 中 向 量 起 形 如 "09:… "Og 的 
纤 性 邦 合 的 极限 .及 Sn9 一 9， 因 此 9 与 名 下 直 诡 , 所 从 g=0, 名 
UL “30 是 完备 的 、 证 些 . 


i :3 群 的 丁 素 示 


“一般 揭 侈 


定义 II.3:i 规 作 是 一 群 , 五 是 一 Hilbert 空间 ， 如 果 对 每 
个 9g 七 名, 有 五 上 的 西 算 子 1 的 与 之 相应 ,而且 满足 下 面 的 条 件 ; 

(Ci) EH, Ug U (ga) 一品 (9aga) ， 

(站 ) 对 于 久 中 单位 元 e， UT (6) = 工 
这 里 工 表示 瑟 中 的 恒 等 算 子 。 那 末 称 喘 照 

局 :YY 一 局 (0 全 

为 群 包 在 内 积 空间 十 中 的 商 表 示 . 若 记 1 为 五 中 西 算 于 翁 体 所 
成 的 群 , 那 示 区 在 五 中 的 查 表 未 也 部 是 也 到 世 中 的 一 个 同 态 映 
照 ， 如 果 在 五 中 不 存在 对 一 项 U (9) 不 变 的 非 平凡 则 起 性子 空间 
朵 , 那 未 称 雪 未 忌 为 许 茶 的 ， 

”显然 口 为 旗 鸭 的 充 要 条 和 件 是 与 {U (9) |g EG 交换 的 算 于 必 
然 是 XT, 其 中 小 为 数 , 工 是 瑟 中 恒 等 算 子 . 

发 轨 是 拓扑 群 , 世 是 续 在 了 ilbert 空间 瑟 让 的 四 要 全 EA 


1 北里 i eh | 
.和 
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果 对 每 对 g, 由 E 五 , 令 上 的 而 数 
UR) gg, WH) 
是 连 芒 的 , 那 未 称 才 未 了 是 弱 建 秆 的 , 换 人 七 话 识 , 浴 在 下 取 吗 拓 
扑 { 昂 $2.8 第 一 段 ) , 则 如 是 岛 到 1 ( 按 弱 拓扑 ) 中 的 回 鞭 向 态 . 

如 果 对 每 个 gE 如 , 映照 

h->U Ch) 出 ， 不 仁 如 
是 外 到 五 ( 按 范 数 ) 的 连 积 映 照 , 那 末 称 表示 0 是 强 芝 征 的 ， 当 ， 
我 们 在 二 上 取 强 拓扑 ( 昆 § 2.3 第 一 段 ) 时 , D 的 强 连 炽 性 意味 着 

0 是 包 到 Mt( 按 强 拓 六 ) 的 连 炽 映照 . 

显然 强 连 粮 西 表示 必然 是 弱 连 癫 的 。 其 放 亦 扶 . 

引 理工 '3.1 弱 束 炳 的 西 涯 示 也 是 强 连 种 的 . 

【证 】 识 避 是 拓扑 群 甸 在 内 积 空 间 五 中 的 弱 连 秆 西 表 示 , 那 
末 利 用 西 表 示 欧 性 质 人 , (i) 以 及 (9) 是 西 算 子 这 件 事 ,容易 算 
出 :. 当 9 和 所 吾 ， fo, .9 当时 ， 

人 —Utgo) pl —2Rt(p, p) — (UT (gs ‘Hy, p)}. (IT.8. 1) 
然而 三 是 能 连 炉 的 , 对 每 个 正 数 e， 必 有 多 中 单位 元 的 环境 了 ,使 
得 当 吕 GEF 时 ， 

(Tg, p)— (Ule)y, 的 | <a. (11.8.2). 
但 (人 6)p,9) = 《9,9) ;所 以 当 g EgoV (go 的 环境 ) 时 ,由 (TI.8.1) 
和 (II',3.2) 得 到 
一 To) < 二 
. 因此 也是 强 迷 芒 的 。 姓 些 . 
发 Uy:g—>Us(g), gEG, $=1, 2, 分 别 是 胜 9 在 Hilbert 安 
间 吾 : 上 的 西 表示 .如 果 存 在 五 ! 到 瓦 。 的 西 算 子 @, 使 得 Us(g) 
RU.(g)R-+, 7EG, 那 未 称 TU 与 Us 是 珀 等 价 的 


2” 韶 参数 西 算 子 群 
之 总 是 一 内 积 空间 , {0 一 中 <tcc} 是 吾 中 的 一 族 西 


$ IT-#] 群 欧 西 渴 东 377 
算 子 ,而 且 

(和 十 让 一 这 (有 世人) — 0th, foo0, U0) = I, (IL3.8) 
屠 未 称 {但 从， 一 oo 所 fo0) 为 五 中 的 单 套 数 西 算 于 人 群 "， 各 
杂记 了 总 基 实 数 全 体 按 加 尘 所 成 的 群 ， 球 末 所 让 单 参 数 兴 人 算 子 符 
{DI ， 一 oo0<t<o01 就 是 说 : 术 >U 下 为 群 吕 人 在 羡 中 的 桥 委 示 ， 
如 果 这 个 查 表 示 是 强 ( 弱 ) 过 征 的 , 那 林 称 这 个 单 参 数 酉 算 子 群 是 
强 ( 怠 ;回填 的 . z 

如 果 对 于 每 对 pg, 全 二， 

(UO p, PD, —o<i<o0 

是 上 的 Lepesgue 可 测 曾 数 , 那 末 称 这 个 单 参 数 酉 算 于 群 是 世 可 测 
的 . 

显然 ,能 如 和 矿 的 单 大 数 下 算 子 群 是 戏 可 测 的 ， 反 之 有 

9l 理 11.83.2 在 可 析 空 间 上 , 弦 可 测 的 单 参 数 酉 算 子 群 也 是 
双 巡 种 的 . 

这 是 Yon Neumann 定理 , 它 的 证 明 可 参看 关 如 着 3] ， 岂 于 
证 明 中 用 到 的 知识 与 本 书 关 系 不 大 而 且 要 占据 篇 幅 , 故 略 去 证 明 . 

根据 Riesz, Bz-Nagy [1 我 习 有 

Bl 理 I1.8.83 发 人 的 ,一 co<teccoy 是 了 lber 空 间 吾 中 
强 巡 先 单 参数 配 算 子 群 , 则 必 有 寻 系 {PP， 一 co 克之 co} 使 


UE -| em dP,. 
合十 为 瑟 中 如 下 的 编 伺 算 子 , 它 的 定 光 域 是 
D4) -ol alHPsels<ce|， 
而 当 赤 世 避 (44) 时 ， 
~ hr-| sapsn, 
这 时 我 们 寺 
”这 里 所 以 称 为 单 参 数 , 是 因为 以 壬 数 和 一 <t<oo 为 于 的 寡 疾 ， 


Bd dle EE em eo 


S73 有 关 Hilbert 窒 间 上 污 丙 上 愉 析 的 某 些 知识 [ 附 漆 下 
: UD 一 ea， (TI.8.4) 
称 几 为 这 个 单 蜜 煞 划算 子 群 的 无 兰 小 古 元 ， 在 ( 开 :3 和 4 中 右 壹 也 
可 以 了 解 党 
A im etiAtPa—P-n) — ]im 5 (A ee Pn) ) , 


而 -ca 明 =+ 安 3 书 二 中 


此 外 ,还 可 以 证 朋 , 当 4 全 各 (A444) 时， 


Hn 
. 2 到 
我 们 就 把 宪 朵 了 配 碟 
1 ga 
4 于 本 UW f= 


文献 索引 


第 一 潮 


并 中 除去 常用 的 一 些 知 识 和 外 ,第 3,5 段 才 看 Segal[3], 第 6 禹 淮 玉 有 
限 测 诈 构 合 是 苞 者 为 方便 起 息 引 人 的 ， 引 | 理 1:1.193 一 深 1:1',15 铸 看 Hait- 
apELT] .第 了 让 引 理 11.16 是 Lpoxopon 的 , 矢 才 Lenphagr-Hnaxensna[l1l， 
第 5 绩 大 看 Doob[1]， 

上 .2 参看 :Segaj[LdI] . 

11.3 中 是 著 洪 腔 用 缠 性 拓 扩 罕 间 的 投影 极限 构 仿 把 原来 的 onworopon 
定理 ( 套 着 omsoropoB[1]) 可 以 一 般 化 而 得 . 

#1-4 中 除去 引 理 上 .4.3 是 普 者 的 千 果 外 ,其 余 都 是 Kakntani[1] 的 . 

第 二 生 

$2.1 中 关于 恕 性 后 扑 代 珍 的 基本 概念 竹 质 枯 堵 Haitiwapk [L], 夏 道 
行 [3] . 关于 缠 性 可 莱 江 图 的 表示 ‘ 引 | 让 3 二) 尾 夏 道行 [1] 

和 2.2 中 精采 在 赋 范 代数 情况 原 是 Texbfaaz 和 Haiivwape 的 千 果 , 但 这 
里 土 乔 的 是 一 般 情 蕊 : 引 理 2.23.:1, 和 梁 2323;， 引 [ 理 3:3.3， 定 理 3323-4 是 车 
者 的 ( 具 夏 道行 [人 这 里 采用 的 方法 与 Feragparmx, Habxapk 的 完 双 不 同 ， 特 
. 别 ; 利用 人 onworopos 定理 请 蜡 正 泛 网 把 正 泛 图 理论 和 神 记 前 进 -~ 步 众 又 起 
来 是 著 洽 ( 邮 夏 道行 [1 作 的 . 

$ 2- 生 的 一 些 棍 使 是 属于 Yon Nenmann 的 , 央 丰 Yon Nenmann[21] 谨 
Hairmapx[L1 第 狼 齐 ， ， 
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$$ 2.4 汝 淖 Segal[1];[ 人 2 
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§3-1 中 引 理 3.1.3 对 如 是 有 限 稚 空间 的 情 总 见 Texphagx 和 Bnnea- 
FH[1]。 窒 理 8.1-13 是 严 灵 宗 [1] 首 次 利用 Lapcag0B-MnTaraaLij] 的 太医 
非得 的 、 引 埋 3.1.31 也 便 由 严 胡 宗 [I] 用 另外 的 方 潜 得 到 过 ， 关 于 汤 上 万 测 
度 的 定理 8.1. 后 是 Segal[5] 首先 获得 的 (但 Segal[5] 中 相应 的 定理 的 形式 
与 首相 不 同 }， 除 了 这 些 以 外 ;3:1 的 其 余生 果 是 车 者 的 ， 一 部 分 是 在 此 时 
次 发 形 的 ,一 部 分 村 时 大 看 直道 行 [5] [9] . 

3 2 关于 特征 标的 一 些 基 本 概念 以 及 局 部 紫 群 情况 下 的 一 此 辣 果 是 对 
知 的 (例如 网 Hatiwaps[ 1]》， 其 余 是 闭 省 的， 一 部 分 是 在 此 首次 发 性 的 ， 咏 一 
部 分 见 契 道行 [5] 一 [9]. 

3.3 关于 此 况 秋 上 正定 图 数 的 引 理 3.3.3， 定理 3.3.4， 和 关于 局 部 紧 
群 的 例 3.3.2, 引 理 3.3.9 等 是 朗 知 的 , 例如 才 看 Haiivapa[1]. 其 余 的 车 洒 
是 医者 的 ; 甬 欠 对 存在 有 限 拉 不 变 测 度 情 况 发 娄 过 , 昂 真 道行 [63， 

#3.4 局 部 紧 群 上 Fonrier 变换 理 襄 是 熟知 的 ;, 例如 大 看 Haiiwapr[L1]. 
定理 3.4.8 对 六 毅 循 环 测度 情况 , 曾 由 区 般 森 [3] 计 询 过 .本 节 其 余 的 糖 生 
是 著者 的 ， 旺 外 ,关于 这 上 太 面 的 研究 兰考 还 可 大 看 区 声 森 [2 神 海 入 L2j. 
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# 4:1 的 一 切 精 果 除 例 4.1.2 外 是 著 省 的 ,而 且 是 首次 发 表 的 ， 

$4.2 由 关于 粮 性 空 笨 上 弹性 活 国 的 一 些 概 念 和 命题 都 是 热 知 的 。 关于 
拟 德 性 活 范 特别 是 从 定义 4.3.5 到 第 2 段 为 下 的 一 些 辕 果 是 著者 的 ( 鞭 中 
一 部 分 奢 丰 政道 行 [8])。 引 理 和 2:16 和 4.2.17 是 也 oz 的 ， 次 看 
Mamaoc[]], 定理 4.3.18 也 是 著者 的 ,但 陛 4.2- 雪 是 沈 海 玉 首先 做 出 的 , 系 
4-9.20 是 Mimraraa[I] 首先 用 几何 的 考察 得 到 的 。 例 4.2.1 是 陈 琵 刘 在 他 
的 天 学 毕业 论 交 中 先 举 用 的 . 严 稻 宗 [3] 利 用 Ly-Fourier 变换 解 出 与 最 子 场 
辣 中 活 图 变 分 方程 类 似 的 一 种 泛 图 变 分 方程 . 

§ 4.3 柱 湖 度 的 构 合 属于 Ienpihaex( 见 Femmdaar-Bameakza[i]y。 引 理 
4.3.7 是 Wiargraa[ 们 的, 淋 和 :3'9 是 Epoxas 的 ( 见 MaagznocEdly ， 定 型 
4,8.19 见 夏 道行 [3]， 对 于 正定 连 粮 泛 贺 表示 间 题 还 有 另 一 种 处 理 办 法 见 
夏 道 行 [3], 区 贱 森 [七 许 海 入 [1]. 第 5 段 参 见 Temdaen-Brnexeae[1]. 
广义 随机 条 起 概 金 是 Penmediarzx 首先 提出 的 (大 看 人 expbaen-Buzenxge[l])> 
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上 与 第 6 角 有 关 的 有 夏 道 行 [ 引 , 严 厅 农 [2]， 
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各 关于 Gavss 测度 的 一 般 性 质 务 看 Doob[1. 沦 理 6:1.4 是 著者 的 ， 
Feldman[2] 全 才 企 图 栓 出 不 等 价 子 Gauss 测度 的 温 历 测度 的 例 ， 但 是 遍 文 
中 站 i 理 6 的 证 明 有 问题 (因为 其 中 F200 能 适 盘 据 )) 他 的 例 在 一 般 情 况 下 是 
区 正确 从 未 知道 ， 关 于 Wiener 过 程 的 知识 珍 看 Doob[1] 和 Paley Wiener 
[ 妇 ， 在 Kosaxpqag[T] 一 文 后 附 有 就 全 的 文献. 

$5.2 关于 检 有 援 Gauss 测 放 的 等 协 性 的 基本 证 理 525 是 首先 由 
Fejdman[1] 和 HaJ8kE|1|] 得 到 的 ， 这 坚 疾 畦 的 放 明 是 由 改变 Fasoao8LI 的 
证 明 而 得 ) 避 区 了 一 些 帕 香江 的 工具 如 粮 等 ， 讽 5.23- 荆 届 遇 道行 [4j。， 尖 于 
Causs 测 讼 等 价 性 定理 在 osenblatt: Time Reries nalysis(1963) 一 上手. 上 十 有 
好 几 篇 娃 合 性 玲 文 可 以 郑 考 ， 

$b.3 关于 标准 Canaa 测 瑟 的 慨 合 是 等 音 为 方便 超 砚 引进 的 ,. 汗 理 
.9.5 是 综合 Megaocr 局. 下 oappaHI-EBrnerFfETL]) 和 和 Muararral] 的 和 类: 果 ， 
其 中 有 些 醒 明 是 闫 省 铭 . 例 5 3 是 属于 远 明 条 1 , 陈 宜 前 的 ， 宏 理 后 .3.7 
是 车 渚 的 ， 关 于 Wlener 袖 庆 的 一 些 位 质 是 熟知 的 . 

8. 生 所 用 的 在 这 种 形式 下 的 一 般 符 果 是 这 里 首先 写 出 的， 但 竺 质 上 不 
是 新 的 , 其 来 源 在 于 Larmeron-Martin[1i 利 Segal[4] 的 尖子 Wiener 沿 度 
和 Ganss 测 座 的 一 些 竺 时 ， 


第 六 装 

和 61 定理 6.1.1 时 而 ielanat[1]， 定理 6.1.:3 一 条 6.1.6 见 Von 
NeumanntL1j .其余 桔 果 是 水 颜 于 SegalL3],[L6] . 

$6.2 第 1 段 和 第 3 段 见 Segal [6],[9],[8], 第 3 段 中 定理 6.3.6 是 著 
瀑 将 先生 出 的 ， 生 63 中 引 理 63.3 是 了 asuo Umemuraill] 利用 Bernstein 
伏 坛 明 得 到 的 , 这 里 的 十 明 是 敬 者 的 ， 定 理 6.3.3 是 Begat[8] 首 先 得 到 的 ， 
这 里 的 证 明 是 著者 的 ，§ 6.2, § 6-3 的 其 余部 分 类 似 于 Segal[4], [5], [6]， 
[站 ， [3j 中 利用 器 分 布 的 构 念 所 得 的 类 果 ; 得 这 里 条 取 利用 所 不 变 测 谋求 表 
述 的 形式 . Temagaag( 风 JembtaaxBareskamoLi) 合 利用 装备 援 空 间 上 执 不 
变 测 度 写 出 一 类 特殊 的 交 摸 关 杀 西 起 示 . 
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